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| BE 


Ein paar goniometrische Sätze. 


Von dem 


Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


Es scheint bisher noch nicht bemerkt worden zu sein, dass 
es Reihen von der Form 
Aucos"xr cosnx + A, cos "—Ix cos (n—1) &+A,cos?—27 cos (n—2)z+:: 
..tAn—ı 605 Xc0sz, 


B,eos"®x sinnc+ BD, cos”—1r sin(n—1)z+B,cos"—2z sin (n—2)r + .. 
.«4+ Da C0Ss 2 sin x 


giebt, deren Summen sehr einfach durch eine Potenz des Cosinus 
ausgedrückt werden können, und daher möge hier ein kleiner Bei- 
trag zu einer Untersuchung darüber folgen. 


Bezeichnen wir wie gewöhnlich die Binomialkoeffizienten des 
Exponenten m mit mo, My, Mgs..Mm;, So ist nach dieser Bezeich- 
nung 


En, Aue er na ei un 


Es sei nun die folgende Reihe zu summiren: 


(2 cos 2)? cosnz-+n, (2 cos z)Rr=lcos (n—1)x 
+ (n+1), (2 cos z)R 2 cos (n—2) + ... + Qan—2)n—ı (2 08 2) cos x. 


Der erste Schritt zur Lösung dieser Aufgabe besteht darin, dass 
wir die Reihe selbst in eine ändere transformiren, welche keine 
Cosinuspotenzen mehr enthält. Diess geschieht leicht mittelst des 

bekannten Satzes 


2, m m 
(2cos 5) c08 5z2=mg + mı c0Sz-+mycos 22-+..+Mmeosmz, 


Theil IX. 1 
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aus welchem für z=2:r bei umgekehrter Anordnung der Reihen- 
glieder und unter der Bemerkung, dass mn=mg, Mm-—ı =Mmı;, 
Mm-2—=mz ete., leicht der folgende entspringt: 


(2c0s. 2)” cosmzc—= 
mgeos?mz-+m; cos Am—2)z+mz cos 2Zm— Ir +... +Mm—jCos2x+Mm. 


Wenden wir diese Formel in jedem Gliede unserer zu summiren- 
den Reihe für m=n, n—l, n—2, ...1 an, und bezeichnen zur Ab- 
kürzung 


cos?nz, eos (An—2)r, cos (In—4I)r, ...cos2x 
mit 
Yo $) Yı 3 * Ys $I 00 « Un—ı 5 
so geht die fragliche Reihe in die folgende über: 
NoYyotrRı Yıt Rz Ya + - ++ 4 Ra Yn—ı 4 Rn 
+2 (Rr—-Doy ta —Diya +... + (na —Da—2Yyn-ı + Ra —Da- | 
+Rr+l)t(Rr —2dya + ---- + (Rr— 2) ya + (R—2)n-} 
| + (2n —2)a-1 tlı yn-ı +1lo};> 
die im Allgemeinen von folgender Form ist: 
+ Gyıt &@Y2 + ---+ On Yya-ı | (2) 
+14, + n+D), + Ra 42); +. -- +2R—2)n-ı 
wenn wir nämlich 


CG=n+n,(n—Do; 
G=n+m a —1), +{r +Ds(r— 1): 


und überhaupt für ein ganzes positives % 
G=n + aD +rR+Dd: (RD +... 
4 (Rn +2) (Rn—A+D), + (Rn +k—Dr(n—/)o 


setzen. Die vorstehende (+1) gliedrige Reihe lässt sich aber 
sehr leicht summiren,, wenn man sich an die ganz allgemeine Formel 


(“+P)r = ar + ar-ı Pı + ra ß2 + -- - +01 Pr + Pr 


erinnert. Nimmt man nämlich & und ß negativ und berücksichtigt 
die Regel | 


le" KEEHR N en take BR: iyun 


(3) 


so ergiebt sich sehr leicht 


3 


(e+ß+k— Dı= 
(a+k— 1) +(a + — 2-1 Pı + (et (HN. +--- 
ta EHEN + HR Di. 


Setzt man hier @&+4k—1=n, f=n, so erscheint auf der rechten 
Seite die in No.(3) vorkommende Reihe, woraus jetzt 


CG=(2n)k (4) 


folgt. Wir haben nun noch die ‚zweite in No.(2) stehende Reihe 
zu summiren., Nehmen wir aber in (3) und (4) k=n, so wird 


I+n, + (n4+D)g.+... + Or —Ya-ı + 2 — 1 = ER } 


folglich die zu summirende Reihe 


1+ 2, +4). +R+29; +... +2R — D9a-ı = (2R)n — (2n—D)n; 


d. i. vermöge der Werthe von beiden Koeflizienten 


__2n (2n — 2 ...(Rr+2) (r+l) _ @&n—]) en, re 
ci Er r 159; 
_. Zn—]) ( (2n—2) ... (n- Ze 
a 
1 2n(2n—l)...(n+l) _ı 
ee, or) 


Substituiren wir dieses Resultat nebst Dem, was aus No.(4) für 
. FR 2,..(n—l) folgt, in No. (2) und restituiren die Werthe von 

- Yn-ı , so ergiebt sieh, dass die zu summirende Reihe 
eich der folgenden ist: 


cos 2n x + (2n), cos (2r—2) z + (2n)g cos (2?r— N) x-+... 
| + (2n)a—ı c0os2x +1 (In)n- 


Als Summe dieser letzteren ist aber 2?" -1cos?”r bekannt, und 
daher gelangen wir zu der bemerkenswerthen Relation: 


Y2n—1 cos Ar — (2 cos z)R cosnx-+n, (2cosz) "-1cos(n—1) x 





+n+1),(2cosz)?—2cos(n—2x+ ... +(2n—2)n—ı (2608) cos 6) 
‘oder auch nach Division mit (2cos@)*: 
2n—1lcosnz —=cosnz +n, a ereumenen Er (n-+H1), Ne Ra) 
2c0osz (2cos x)? (6) 
.. + (2n—2)n— Ir 


(2cos z)n—1' 


Durch einen völlig analogen Caleül könnte man noch ein zweites 
Theorem ableiten, worin die Sinus der Vielfachen von & den Co- 
sinus in (5) und (6) entsprechen; man gelangt aber schneller dazu, 


1* 


4 


wenn man die Gleichung (5) differenzürt. Auf der rechten Seite 
hat man dann lauter Grössen von der Form 


(2cosz )Pcospx 
zu differenziiren, für welche man erhält: 


0(2 cos XP cospx__ 0cospxr , ‚OcosPx 
RAR — I — Pf cosPpr ET STE. +cospx® pe 
—=—2P}cosPxr.psinpx + cospx.p cosr-Ixsin.z} 
—=— p2P cosp—!rtcoszsinpr-+ cosprsinz} 
—= — 29 (2cos z)P-1sin(p+1)z. 
Unter BR SUNE dieser Formel ergiebt sich jetzt aus (5) für 
Men,n—1s..,.1: 
22 —-19n cos" ig sin z= 
2n(2cos z)r1sin(n+1l) < + (2n —2)n, (2cosz)"sinnr-+... 
...+2(2Rr—2)n—ı sin?z, 
oder durch Multiplikation mit (2cos=)® und nachherige Vertau- 
schung von n mit n—1: 
(n— 1) (2cos z)?r-1sin = 
(n—1) (2cosz)r sinnc-+(n—2) (n—1), (2eosz)r—!sin(n—I)z } (7) 
+H{n—B)nz (2cosa)r 2 sin(n—2)c+ ..- +1. (2Rr —4)n-2 sin? 


oder 
(n — 1) (2cos z)R-! sin x 
n2sinn—De , „, (a3) sin 9 
Lost (2cos x)? ")68) 


RE l1.sin?z 
...+ (22 — nn Gcoszym 


—(n—))sinnc-+{n—])ı 


" and diess sind ein paar Formeln, welche der in (5) und (6) ent- 
wickelten entsprechen. 


IL. 


Bemerkung zur Theorie des Integral- 
logarithmus. 


Von dem = 
Hen Profe essor Dr. ©. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


Bezeichnen wir die numerische Constante 0,5772156.. zur Ab- 
kürzung mit C, so ist bekamtlich für alle x von u=0 bis u=& 


ke W)=C-+Iu 
—irtkr EURE T IE u* 
17; 5 or 3 3 as 


a Dieuen wir diese Gleiehung mit e=#0v und integriren darauf 
zwischen den Gränzen u=0, u=o , so wird 


Er, iendu=e/” ut lue=uou 
UJo0 


2 
= 47T en eunn 
0) 


Wenden wir hier, so weit es geht, die bekannten Formeln 


ee ee) 
Jh rum, / ur e-wu—1.2.3..n 
0 wa. 


an , so ergiebt sich 


eo oo 
ef e-uli(eW)du= cH/, luemu9u—1+,3—1+41—.., 
) 


d. i. wegen der Summe der Reihe rechts nach einer kleinen Trans- 
position: 


DD R ’ 
JR uewtu—= — C+PR+ yi ertli(eW)0u. (1) 


Um den Werth des Integrales rechts zu finden, benutzen wir die 


Formel *) 
l(eW) = —e— RE: re eur, 


mit Hülfe deren wir erhalten: 


% —u i(eu 7 —2u0) ” or —ur ) 
ir. i(e u=—/e uf I4= “ (2) 


Durch. ‚Umkehrung der Integrationsfolge wird das Doppelintegral 


rechts _ 
Da & REINE NE 
Bern — 2+r)uyu=— a 
SS ea Jh irz I} 
Nun ist aber bei unbestimmter Integration 
a OT TR 
A+2)2+2) 


=1 (5 +Const, 
und hieraus ergiebt sich 


2 0% 
o (Ha)@He) 
folglich nach Nr. (2) 


he 0) 
JS. el (et) du=— 12. 
0 


Die Gleichung (1) nimmt jetzt, wenn man x für x schreibt, die 
einfache Gestalt an: 


PR 
J; Ixe-"02=—(C. (8) 
) 


Auf das vorstehende Integral lässt sich auch noch das folgende 


r En Le x 
o \ltz x 


reduziren. Bei unbestimmter Integration ist nämlich 


—/D-I/0)=R, 


*) Archiv. Theil V. S. 206. Formel (9). 


\ 
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rs ag 
=Blt)—terf +ferf 


— le —I1l+2)—e#lc— fe dalz, 


was sich auch in folgenden beiden Formen darstellen lässt: 


Ser) für 
= (l—e-?) 12—1 (142) — [ire-rös. 


Der ersteren bedienen wir uns für unbegränzt wachsende, der zwei- 
ten für unbegränzt abnehmende x. Für den ersten Fall haben wir 


: EB 2rr Rh 
Lin (77 )=!0=0, 


ner ee 


zT x? 
Hi+zt“ 
weil schon Lim 0 und hier der Nenner > x ist; ferner noch 
[0 ») 
Lim [ Ixe 02 = f, Ixe-* 02. 


= ür bis zur Null ende x ist dagegen vermöge der zweiten 
orm 


Lim[ (1—e-*) 1x] — Lim [7 72273 u) 0! 


weil bekanntlich für jedes positive u>0 Lim x*!x=0 ist; ferner 
Lim/(142)=/!()=0, 
Lim [!ze dt = f, reed 
0 


Wir haben demnach Pa der Gleichung (4) 


DR (u e-? ==-/ Ize— 092 =Ü. 


Diese Gleichung kann unmittelbar dienen, um die Formel *) 


*) Archiv. Theil II. Seite 313. Formel (7). 


fe) 


a Be 1. je 
zo ae # Bea (ra) 


in die folgende überzuführen: 








Olika) ıR 7 o 1.20 la 0x 

FI ARESE cf, u: Ad+z)ı\ a 
REDET E07 ER NE 15 
die sich für ra wieder in 





en \ 1 -ya- 
le ar 


verwandelt. 





Zul. 


Ueber sphärische Dreiecke, deren Sei- 

ten im Verhältniss zu dem Halbmesser 

der Kugel, auf welcher sie liegen, sehr 
klein sind. 


Von 


dem Herausgeber. 


m 


SA 


Das berühmte Theorem von Legendre über sphärische 
Dreiecke, deren Seiten im Verhältniss” zu dem Halbmesser der 
Kugel, auf welcher sie liegen, sehr klein sind, ist allgemein be- 
kannt, und man hat für dasselbe verschiedene Beweise gegeben, 
unter denen sich der im ersten Theile des Archivs. S. 436. mit- 
getheilte Beweis von Gauss durch seine Eleganz vorzüglich aus- 
zeichnet, und wegen seiner elementaren Form zur Aufnahme in 
die Elemente der Trigonometrie ganz besonders geeignet ist. Da 
aber dieses Theorem, welches eigentlich nur die beiden ersten 
Glieder der unendlichen Reihen, in die sich die Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks nach den Potenzen des Excesses entwickeln las- 


9 


e 


sen, berücksichtigt, für die Geodäsie von so grosser Wichtigkeit 
ist, so scheint mir eine weitere Entwickelung desselben, d. h. die 
Entwickelung noch einiger Glieder der betreflenden unendlichen 
Reihen, wünschenswerth zu sein. Einen Versuch dieser Art hat 
schon Buzengeiger in der Zeitschrift für Astronomie 
und verwandte Wissenschaften, herausgegeben von 
B. von Lindenau und J.G. F. Bohnenberger. Sechster 
Band. Tübingen. 1818. S. 264. gemacht. Sein Aufsatz scheint 
aber nicht so bekannt geworden zu sein, wie er es verdient, da 
ich auch in den grösseren Werken über Geodäsie denselben nie 
berücksichtigt gefunden habe. Weil nun ausserdem die von ihm 
angewandte ganz elementare Methode, wie es mir scheint, Man- 
ches zu wünschen übrig, namentlich gar nicht erkennen lässt, wie 
man sich zu verhalten haben würde, wenn man die Entwickelung 
der Reihen noch weiter treiben wollte, so scheint mir eine neue 
Bearbeitung dieses wichtigen und interessanten Gegenstandes Be- 
dürfniss zu sein, welche ıch in der vorliegenden Ahhandlung zu 
geben versuchen werde. Die von mir in derselben entwickelten 

ormeln sind freilich nur recurrirende, gestatten aber, wie man 
hoffentlich finden wird, einen leichten Fortschritt von einem Gliede 
zu dem nächst folgenden, wodurch es mir auch möglich geworden 
ist, die Entwickelung ohne grosse Schwierigkeit noch weiter zu 
treiben als Buzengeiger. Die Kenntniss der hier obwaltenden 
independenten Gesetze würde natürlich in theoretischer Rücksicht 
von grossem Interesse sein, ist jedoch für die praktische Anwen- 
dung von geringer Bedeutung, weil die für dieselbe so wichtige 
und unerlässliche Einfachheit in den höheren Gliedern sehr bald 
gänzlich verloren geht. Vielleicht lasse ich aber späterhin der 
vorliegenden, vorzugsweise die praktische Anwendung des Satzes 
im Auge habenden Abhandlung eine zweite von mehr rein theoreti- 
scher Natur folgen, oder gebe durch den vorliegenden Aufsatz einem 
der geehrten Leser des Archivs zu eignen Forschungen über diesen 
der Beachtung jedenfalls sehr werthen Gegenstand Veranlassung. 


2. 


Die Seiten und Winkel des sphärischen Dreiecks wollen wir 
wie gewöhnlich durch a, db, ce und A, BD, C, den reciproken Werth 
des Halbmessers der Kugel, auf welcher dasselbe liegt, aber 
durch x bezeichnen. Dann werden durch ax, bxz, cz die Ver- 
hältnisse der Seiten des sphärischen Dreiecks zu dem Halbmesser 
der Kugel, oder eigentlich die Factoren dargestellt, mit denen 
man den Halbmesser der Kugel multipliciren müsste, um aus 
demselben die Seiten des Dreiecks zu erhalten; und nach den 
BERN der sphärischen Trigonometrie haben wir also die Glei- 
chung 





cos aux — cosbr cosct 
Li aeoset sr us 8 
sindz sinex 


wobei man immer festzuhalten hat, dass, wie es die Natur des 
vorliegenden Gegenstandes erfordert, die Seiten a, b, c in einem 
bestimmten Längenmaasse ausgedrückt angenommen werden. Weil 
aber bekanntlich 
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2ecosbz cos ex— cos (b—c) 2 + cos(b-+ec) 2; 
2sin bzsin cz — cos (b—c) 2— cos (b-+c) x 


ist, so lässt sich die vorhergehende Gleichung auch unter der Form 


2) cos 4220842 — cos(b—e) 2 — cos (b+e)= 
cos (b—c) 2— cos(b-+c)x 


oder unter der Form 


3) tcos(b—e)z—cos(b+c)z\cos A 
= 2cosar— cos(b— ec) c— cos(b+c)x 


darstellen. 
Setzen wir der Kürze wegen allgemein 
NN | K- (b— cRcos(b—c)2e— (b+ cjJrcos(b+c)%; 
S—=lb— eRsin(b—e)2e—b+e)sin(b+e)z 
und 


5) Kran cos ar—(b—c)" cos(b—e)ce—(b+c)?cos(b-+c) x, 





5. 2ar sin ar —(b—e)®sin(b—0)2—(b-te)rsin (b-te) x; 


so ist, wie man leicht durch Differentiation nach der Veränderli- 
chen x findet: 


en (&-eo)rt1sin (bc) a +(b+c)"H sin (b+o) x, 


. — (b—c)rt1 cos (b—e) z— (b+c)"ticos(b+c)x 


und 


Re 2artisinac + (b—c)"t}sin (b—c)2+ (b-+e)"t!sin(d-+c)x, 


98: _ 2ant1cosan— (b-o)"tcos(b-0)2—(b-+o)rtlcos (bt); 


also nach 4) und. 5): 
7] FOR 2 KA 
6) 0x — Di) or er x 


und 
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Weil nun nach 2), 4), 5) - 


8) Kr cos A= Rz 


ist, so ist unter Anwendung der bekannten Bezeichnung der Bino- 
mialcoeflicienten nach den Lehren der Differentialrechnung : 


RE = 


Ö K x on-lcos 4 


Tee 








ak. e2cosfl 
An Ga Inf 


=) 


I 


> 
8 
3 





u. 8. WW. 


| In—ıK, 0cosA 
ler? ur re 
2 cos A 


Nach 6) und 7) ist aber 


+ %n 











ok: 1 
02 7” 82, 

er. IS _ > 

er ae 

Kr Or _ S 
OBEN) yr 

änın WOSEhN ‚He 
Tee 

 O ) 

7 u 3 1 en a Se 

I6K- IS, 6 
0x5 ET een 

u.S8S. w 
und 
IR I 




















03 Wr Ö Kr > 
PFARREI? a ©: 
Re. 0. 
00% Ola vie 
| OR. & 
DI. 
06 Rt PSP = 
PP ar 7 Kr, 
u. 8. w. 


und wir haben daher nach 9) zur Bestimmung der Grössen 


dcosA cos A 9°cos A 


9 Re ee. 
oa 0 rer. 


die folgenden recurrirenden Gleichungen: | 


10) 
KrcosAzß::; 
ee ug Bee Zi 
o 02cosA ı 0cosd4 20 = 2 
K,— 3 —ı . Sr eg Kr cos A=— Fr 
o 03%c0sA „ 1 02cosA 2 0cos Ad e 3 
a \ Sr I PRZ —).: Kr Fe” dx 1 493 . SrcCos A=6&, 3 
0 0%cosA ı 0°cosAÄ 2, 02cosA 3 0cosA 
Kr ED . Sr gs eK ne +4s Are Ves Bi. 
+4,. K. cos A 
u. Ss. w. 
Or cos A 


— scheint mir wün- 


ar 

schenswerth, gehört aber jetzt nicht zu meinem Zwecke, und dürfte 
vielleicht auf einem von dem vorhergehenden verschiedenen Wege 
noch besser zu erlangen sein. Weitere Untersuchungen hierüber 
einer späteren Abhandlung vorbehaltend, will ich für jetzt nur in 
der Kinze beiläufig bemerken, dass man, wenn man die Gleichung 





Eine independente Bestimmung von 


cos ac — cosbr cos cr 
cos A= —— — 

sindr sine 
unmittelbar, ohne die Transformation 2) auf dieselbe anzuwen- 
den, nach & differentiüirt, Folgendes erhält. Zuerst ergiebt sich 
leicht 
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20cos A 
0X 
—— sinbz sin cx (asin ax —b sin bz cos cx — ceosbzsinez) 
— (cos ax — cosbx cos ex) (bcosbr sin cz -+ ec sinbx coscz), 


sin bz?sin cx 


und folglich nach einigen ganz leichten Transformationen : 


0cosA 
0x 


sin d2? sin ex? —— asmazsin bzsinex 


+b sin cz (cosex— cos az cosbx) 
+ e sin bz (cos bz — cos az c0Sscz). 


Weil nun aber. bekanntlich 


sinaz sin ex. cos B=eosbxz —€0SATCOS CZ, 





sin az sin 5X cos Ü= cos cz —cosazxcosbr 





ist, so ist 
. 24 . 2 ß) cos A [3 . [3 
sın b2? sin ca SE, —-—asin arsindzsinct 
% 

+5sin az sin bir sin cz cos C 
+esinarsinbzsincxcos B, 

also 

0cos A__  sinar(a—bcos C—ccosB) 
0% sin bzsincx . 


welches eine nicht unelegante Formel ist, und es frägt sich daher, 
ob sich nicht vielleicht auf diesem Wege, wenr man nämlich die 
Winkel des Dreiecks mit in die Betrachtung hineinzieht, ein ein- 
facheres independentes Gesetz finden liesse, als dies auf dem oben 
von mir eingeschlagenen Wege möglich zu sein scheint, worüber 
aber weitere Untersuehungen hier nicht zu meinem Zwecke gehö- 
ren, weshalb ich nach dieser Abschweifung, die ich jedoch ab- 
sichtlich nicht unterdrücken wollte, um vielleicht einen oder den 
anderen zu weiteren Nachforschungen 'zu veranlassen, - jetzt so- 
gleich wieder zu meinem eigentlichen Gegenstande zurückkehre. 


Setzt man nämlich in den Gleichungen 10) die Veränderliche 
oO o 
xz=0, so erhält man, weil offenbar A,=0, £,=0 und allgemein 


S, —(, S, —0 ist, die folgenden Gleichungen: 
25. K, (cos A) = Ro ; 

2 (dcosA 
32 . ke) = 0 ß) 


2 f02 A 4 a 
42.K, To —4,.K, (cos A)=— So; 
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3 
Be Re: 1) R nA (5) = 0, 


0%cos A 02cos. 
in Kol Jako (Ode ) +66-Ro (00:4) = &, 


9 3 6 
.K, a Th (Se) hole) =0, 


(ee 02c0s A 
Jh =) 480-Ro 


























0x? ee 
—8 . K (cos A) 
2 (07cos A s f0°cosA  f03cosA 
0. Ruf 227) za 9-Ko( 025 ) + 9. 0.23 a 0 
a (- cos A Be 


IRB. 
in denen die Werthe, welche die Grössen 


0cos A H2cosA H3cosA 
FETIBRRN IE SE EI, 











cos4, 


für <= erhalten, auf gewöhnliche Weise durch Einschliessung 
in Parenthesen bezeichnet worden sind. 


Weil nach dem Obigen 
K,=(b=-02—(04+0?=—4be 


ist, und also nicht verschwindet, so ergiebt sich aus den vorher- 
eehenden Gleichungen auf der Stelle, dass die Grössen 


8cos A 03cos A (ar): (> 
0x )» 023 ni): 0.25 READY Ba 


sämmtlich verschwinden, und zur Bestimmung der Grössen 


ee), er) Fe). 


0x* 025 J’ 








(cos A), 








hat man die folgenden Gleichungen, deren Fortschreitungsgesetz 
ganz unzweideutig vor Een liegt: 


i 11) 
22. K, (cos A) = Ro; 


02 A 4 4 
4, K, rum —4, Ko (cos A) u — So; 


6,.K, Be nt —b6,.K, (Ze ee) +65. Bolt = Ro; 
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6 2 
.Ro(ope cos )- 8. Klee cos )4 8%. K, (> COS A 


—8. K, (cos A) 


> 
=— So 








u. Ss. W. 
oder 
12) 
(os )=— 0, 
0 
2 __ 8 hack Ro kosA); 
0x is 14. 
EA a ug A ie- 2 
N 6. 6-K ® 
= Er 1: Ro 08 — Sch 2ui) 
;= 82. Ko B2-Ro Bucho N 07 
2 ES Ko 0*cos A 
2° 3 
,.K,N 
u. Ss. w. 


Diese Gleichungen wollen wir nun im folgenden Paragraphen 
zur Bestimmung der Grössen 


02cos A 0:cos A 06 cos A 
(u) ( 0 )- ( 026 I) 


anwenden. 








g. 3. 


Bevor wir jedoch dazu übergehen können, ist es nöthig, die 
folgenden allgemeinen Betrachtungen vorauszuschicken. 


Zuerst bemerken wir, dass die Grösse 
a2nt+4 (22 — y2) — a2 (22744 — y2nt4) — 22 y2nt4 4 2 n2nt4 
immer durch die Grösse 
ar — a2 (22 +2) + 272 


ohne Rest theilbar ist, was auf folgende Art leicht bewiesen wer- 
den kann. 


Es ist 
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a2nt4 (72 — 22) — a2 (amt? — yErta) — a2 yon 4 y2adntt 
—  adnt4 22 — a?a?nt4 — amt? 22 y2 + y2a2mtt 
— a2nt4 2 4 a2 y?mt4 + adnt222 y2 — a2 y?nta 
—  22(a?nt?— z2nt2) a? — 22 (art? — 22042) y2 
— y2 (art? — y2n+2) a2 + y2 (art? — 2242) 22 
2? (a?n+2? — 22742) (a? —y?) — y? (art? — y2nt2) (a2— x2) 


und 
„(4 9)422y? = (0 — 29) (99), 
also 
a2n+4 (22 — y2) — a? (a2nt3_ y2nt+4) — 22 yent3 42 22nt2 
ET at — a? (22 + y2) + 22? 
amt? — a2? „amt? — yit2 
GR, FREE ya Euer 





zurpz 


b] 


also nach einem bekannten arıthmetischen Satze: 
a?n44 (22 —y2) — a2 (a2nt4— y2nt4) — 22 y2nt2 + y2 z2nt4 
at — a? (2% + y?) + a) I 
—y? (a2n + a?n—2 y? + azn—4 y* + Er. + an +y%%) 
= an (a2) Haar yi) Ham)... 
2... + a2 (a20 — y2R) + a2nt2— y2nt2, 


wodurch der Satz bewiesen und zugleich der Quotient gefunden ist. 
Weil nun 


2 


(cosA)— N 
K, 
ist, so ist allgemein 
2 20 23 2n 
K, (cos A) — Ko Sa oo, 





v 


und folglich nach dem Obigen, wenn. man für 

2 20 2 m 
Ko, Ko; Ko» Ko 
ihre Werthe aus 4) und 5) einführt: 


Ky(cos A) —_R, 
( 1202 (d0)?— (bt)? —(b +4 c)) | 
_ 110-0)? b+0)2} Yam—(b-e)r— (b+0)2R}) 
F (b=e)2—(6+c)? 


PN 
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Ko(cos A)—Ro 
ad (b—0)?—(b40)2} — u2t (bc) m— (bc) } 
—(b—e)2(b+e)R+(b-te)2(b—e)” 


also, wie man nach leichter Entwickelung des Zählers findet: 
an 


K,(cs)— 8 


Yu a2) 6-0 | elta 
ee (0% — (b+0)2 ((d—e)? — (b+re))a 


| 





} + ( ( b—c)t— ( b-+c)®) azh—6 
+((5—0)°— (b+0)°) ar® 


+ ((b- ee (b Le) a? 








| © 
. or 2n—2 
Se Re ne 
T 2 oder 
a “= 
Seel A K 
| ei K,(cos A)— Ro 
I N _ert +2) 5, (ib 2 —lb4+c))arn-i 


2be 
+ (9? — (+ 0)%) a®"7° 
+ ( ( b—c)°—(b + c)9) a?n—8 


HÖR (b+0)?7-9)a2 
+ (bo) —(b+0)2n-2 


i 


und folglich, wenn man jetzt, indem man vorher 


2 


—. — 
_— 


setzt, den obigen Satz anwendet: 


also, wenn der Kürze wegen 
Theil IX. 
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13) = (be)? —(b-++0)2) a?n—4 
+ (de — (b+ 0%) ads 
en. 


+ ARE R 0)en-4) a? 
+ (bo — (br 0) 
gesetzt wird: 


14) K, (cos A) — Ko 
LRLLN +5? +0c?— 2 (a?b? +6? c? + ea?) 5 
2be 
Bezeichnen wir nun aber die Winkel des ebenen Dreiecks, 


dessen Seiten a, d, c sind, durch A, ®, €; so ist nach einer be- 
kannten Formel der ebenen Trigonometrie: 


a? +b3+ 03 — 2 (a2? + 0? era) 


sin. 2[?— 
| 462 c2 
also 
a®+b3-+ 0c3—2 (a?2b?+52c?-+c2a? N; 
Ra 23 (arbeitet) rocerea”) ——2esnA?, * 


2be 


und folglich nach dem Vorhergehenden: 


15) K, (cos A) — Ro — — %be 3usin U2. 
Nach 12) ist jetzt 


_&_2e— (b-0)?—(b+0)%? _ 02+02— a2 
oe, (be c)?—(b-+c)2 N 


d. i. nach einer bekannten Formel der ebenen Trigonometrie: 
16) (cos A)=cos\, 


ein Resultate dessen Richtigkeit auch ohne die vorhergehende 
Rechnung sogleich von selbst in die Augen fällt. 


Ferner ist nach 11): 


2 f0?cos A a 4 
4,.K) ( 2 ) = K, (cos A) — 8; 








d. i. nach 13): 


2 
ok (E =) = %cZ,sin AR. 


Es ist aber nach 4) und 15): 


” 
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K=lb—- 0%: (b+0?=—4be, 
=(b—eP—(b+0?—=—4be;, 





2 s A 
17) (Zi: N a ein A” 
Auf ähnliche Art ist nach 11): 


6, ER, 





02 cos A 02cos A s 6 
ER sh; ” )— Kos M4%o, 


also nach 15) und 17): 


15 K, ( m) — — be(5K,— 2. 3,)sin A2, 
und folglich , weil K, —— be ist: 
60 ( AK E 2 3,) sinA?. 

Nun ist aber 

5K—? 
—5 (b—c)?— (b+c)31—2 | (b—c)?— (b+c)?} a? —2 1 (b—c)? — (db + c)* 
—83t(d—c)?— (+0) — 21 (6—c)?— (d+c)*}a? 
—=31(b—c)?— (b+c)*}48a2be 
— — 24be (b?+c?) + 8a?be = be (a?—93b?—3c2), 
folglich 


0:cos A 
02% 





) — % be (a?— 3b?— 3c?) sin A? 
— 7% be (36? + 3c2— a?) sin A2. 
Eben so ist nach 1]): 


8. 


3cos A 
70%, ( gB8 =) _38K, (: u *) KROEAE 
und folglich nach 15), 17) und 18): 
2». /(05cos A 
25 K, () 


—be}23K, (a2 — 362 —3c2) +°° K,— 2, ! sin A2, 


06 cos =) 


‚also 


2%* 
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Nas! 
0.06 
—— 11 K,(0@ —3652— 30) 41 K,— 1, 2.) sin U2. 


Nun ist aber 


3 K, (0? 80° Sch) HL ja Ta 2, 
= (30230) | (b—e)%— (b+0)%) 
+ }1(5—0)°— (5+0)9) 
rar KUREN, 
+6 0% (040%) a? | 
+60) (b4.C)9) 
1106-09 —(b+09— (024.0) | 6—0%—(b+0)%) 
+ 23 180)? — (b+6)%} a2 — 14 1(d — ©)? — (d+c)?}a? 
= be(i}b?+ 28562024 *c*) — bit c(b?+c%)a?-+7bcat, 


19) () 


1b44 37 620241403 
— 3202402) 24 11a 


— 


also nach dem Obigen 





AS. | . 


oder 


06cos A 

2 (rn 
76° AR 6224 I. ec? 
Er 32 (52+c2) a? + 1a? 


sin A2. 





=— te) 


Diese Rechnung noch weiter fortzuführen, liegt jetzt nicht in 
unserer Absicht, da die folgenden Ausdrücke immer weitläufiger 
werden, und wir haben daher jetzt. nur erst mit Vernachlässigung 
von Gliedern der achten Ordnung, für cos A den folgenden Ausdruck: 


2l) cos A=cos YA— 3 be sin W?x? 
— 13 be (30? + 3c?— a?) sin A? =? 
en n x b*+ 222 e-+\7e% 
a € —11(62+02)ua2+}08 


_ | sin A2x$, 
wo, wenn r den Halbmesser der Kugel bezeichnet, auf welcher 
das sphärische Dreieck liegt, nach dem Obigen bekanntlich 
et 
r 
ist. 
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Bezeichnen wir den Flächeninhalt des ebenen Dreiecks, des- 
sen Seiten und Winkel «a, d, ce und A, ®, & sind, durch ®; so 
ist bekanntlich 


—}tbesin‘, 
also 
D2— 152.c2sin A2, 
und folglich 
besin a D2. 
bc 


Daher ist auch: 


23) cosdA=cosA—%. Da 


2 
2,0438 a2) Dre 
be 
17 h* + 29,2 ec? + 27 ct, D?2 E 
— 11(52402) a2 +4 a4 Das) 
mit demselben Grade der Genauigkeit wie vorher. 


Auch ist 


2 
7a: 1260 


bes ®—=2Dd sin‘, 
und folglich nach 21): 
24) cos A=cosA—+Dsin‘!.r? 
— (86? +30? — a2) Dsin‘.x* 
AL Bretter 
(+ c?)a? +2a? 


1, 
= 2530 
— 


| Dsin‘.xz®. 


Setzen wir 
4 0%, 0 =0%, ct 
und 
Dd=!b, a sin‘; 


so lässt sich die vorhergehende Gleichung, wie sogleich erhellen 
wird, auch auf folgende Art ausdrücken: 


25) cos A=cos N— 3D, sin A 
— 5, 8b,?43e,?—a,2) D, sin A 
2 | bt+ 220,2 a? = ER 24 
— 3330 
— (6124019) a” + 3a? 


| DO, sin A 


oder 
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26) cos A— cos A 
14 35 (851? +36? — a?) 
3 | 1 76° +%0°07 + 209 | Disin, 
Paz | — 1! (b1?+0,9)a,? + 3a? | 


bei welcher Formel wie früher nur erst Glieder der achten Ord- 
nung vernachlässigt worden sind. 


$A. 


Bezeichnen wir jetzt den halben Excess des gegebenen sphä- 
rischen Dreiecks durch E, so ist bekanntlich 


1+cosax +cosbxz-+coscerx 
4 cos ax cos !bx cos 5cX 


27) cos E= 


Nach einer bekannten goniometrischen Formel ist aber 
2costar cos!bz—cos}(a+b)c+cosi3(a—b)r, 
also 
A cos 3ax costbx cos Jet 
—2cost(a +b)z cos lex +2cost(a—b)zcosicz 
—=cos3(a+b+c)x+cosy(b+c—a)c+cosl(atc—b)c+costta+b—e)r; 
und folglich | 
\ 28) cosE= 
1+cosax +cosbr-+ coscex SEE 
cosz(atb+c)x + cos (do +e—a)c + cos;(a+c—b)x-Fcos!(at+b—ec)x 


Setzen wir nun der Kürze wegen überhaupt 


Ka (a+b+e)" cos!(a PORN. 
+(b+ce— a)r cos!(b+c—a)x 
+(a+c—b)" cos; (a+c—b)x 


99) + (a+b— eo)" cos3(a+b— ec), 


S,; — (a+bdb+o"sinz(a+b+e)x 
+(b+c—a)r sin (b+c— a)x 
+(a+ce— b)" sin!(a+c—b)x 
+(a+b— er sin (a+b —c)r 


und 


Ss 


30) Kr Zar cosact+ br cosbx + er coscz, 
n 


SS, —ar sinax+br sinbr + ce" sincez; 


* 
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so ist 
Si ——a+bd+ortisinz(a+b+e)® 
— 4(b+e—a)"t1sin!(b-+c—a)x 
— 3(a+ce— byrt!sinz(a-+c —b)x 
N — 4(a+b— c)"t1sin y(a Ha cr, 
98", | 
rn s(a+b+e)"tlcosz(a+b+ c)x 
+4(b+c—a)"tleosz(lb-+c—a)x 
+3(a+ce—b)"tleosi(a+tc —b)z * 
+3(a +b— o)"tleos!(a+b—ec)z 
und x 
pn 
. —— artlsin a. — brtlsin bx — c"t!sin cz, 
8. 
Ir Prese artlcosax + brtlcosbx+ e"tlcoscz; 


also nach 29) und 30): 


ok. 
Aa 





3l) 
und 





. OR n+1 08, nt, 
Weil nun nach dem Obigen 


39) COS Base 
K' 





x 


oder 
34) K'zcosE=1+&'; 


ist, so ist nach dem schon oben angewandten bekannten Satze 
der Differentialrechnung: 
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s OntcosE \ 
35) Kr BEN Ye 
eK, on—lcosE 
rm I ram 
eK, Or2cosE a. 
Br 022 dam? en =, 
u. 8. w. 
In-ıK", ocosE 
| he N 
* 0 
Ha oz eos E 
Nach 31) und 32) ist aber 
” 
OK. _ BR 
> 39, 
BaK”, 1 ES 1 Der 
rer 
a Er 
4K' 95, er 
Br ee ke. 
K, IK 1 ie 
a EN 
IK, RZ r 17 
Ir N: 
u. Ss. w 
und 
IR: @ 
wrz ein 
2 IS. ER & 
* Es m ee 2 
BR, __ 8 & 
"9237 0x 2 
N N 
KOrELG- Te Kr; 




















PER OR , 
re 
SW, 
06, 98r g' 
Fr sa 17 Se . 
u. S. W. 
und man erhält daher nach 34) und 35) die folgenden Gleichungen: 
e 36) 
K,csE=1+£&',, 
K, oo Ss, cos E=—-6&,, 
02 2 2 
Kann 8 SE), hrs E=— 
0, 0°cosE 0?cosE ocosE 
zZ rn —J3.. 1ıS, 3 — 39. G)2K; nt (G)38°,cosE=& EL] 
O:cosE ı, OdcosE 2.03 a ; ereH 
ee 4 dr 4 —4.. 30x 9x 3 ———4,. (3)? Kr > +4: (3 )35% pa ame: 4, 
= 15 
+4,. aa, cos E 
.u.s. W 
Weil nun nach dem Obigen allgemein 0, 0 ist 
und oflenbar auch E für £—=0( verschwindet, so erhalten wir aus 
dem Vorhergehenden die folgenden Gleichungen: 
Apr —1 FF & 0> 
wo si | 
> er 2, 
v 3227 —2. (2. K,— — Ro; 
ö E 0cosE 
er (7) =0, 
0:cosE 3, (% ct 
Kl) Ro +4. Ro Ko, 








lee ee sr ar, (= N, ayıK, ( we 


o /06cosE ‚ (0%cosE ‚ (%cos} 
RE) ak (EEE) 10,0 CE) br. 




















6.06 | 
o, (0 cosE 2, (ödcosE N ö3cosE\ 
Ko  ) OK ( Er )+7.0:K (Ze | =) 
oz ige 
—7,.4)5K 


us w. 


26 
aus denen, weil nach dem Obigen K'o—4 ist und folglich nicht 
verschwindet, auf der Stelle erhellet, dass die Grössen 


2) er) er) 2) 


0x Br 025 0x7 
sämmtlich verschwinden, und zur Bestimmung der Grössen 
0% cos =). (< cos 2). (2 cosE 
ur; 0x6 025 )’ 
hat man die folgenden Gleichungen: 
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3 E 


02? 








o, f0?cosE 2 2 
Ko a) -— 3. =—Ko; 


o, fötcosE 2, f02cos 3 43 
Kl) ER 7 )44. 08 = R 

















0x* 
N fie SE 2, (0%cosE ‚[®cosE 
u Ir ak, ) Rs 
6:90, 
8 
Rule, 22 Bu eh (I cos E +18,.0) ale (er cos E BZ R 
0> 
02cos E 
— 8; . (3)° ‚der a De 
u.8S. w. 


deren Gesetz ganz,deutlich vor Augen liegt. 
Die erste dies@r Gleichungen giebt : 


N 
022 


2 


2 
1 
—=1K ou — Ko; 


d. { nach dem Obigen 





0? cos sE 
f 0.r? 


— 1 (a4540)°4 (b4+0—a)24 (atc—b)?+a+b—0)2})— (462402), 


also, wie man mittelst leichter Rechnung findet: 


4 2cosE — (a2+52+c2) —(a?+6b2?+c2), 


da? 
02cosE 
m (CB) 


Die zweite der obigen Gleichungen giebt also: 
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ö:cos E TE Mr 
TE Ko: 


ur 


d. i. nach dem Obigen 





(< cosE 
0x* 
— (at+b?+0%) — 2,1 (a+b+e)* + (b+c—a)t+ (at c—b)*+ (ar b—c)}); 
und folglich, wie man nach leichter Rechnung findet : 
O2cosE 
ort 
— (a?+-524+c% — 1}a4+b4+0446(a2b6?+b2c?+c2a2) | 
— 2504 +b2.+ 04 —2(a2b2 4520? + c2a2)}, 





also 





39) ( EZ — 2, tat+b4+0t—2 (a2b2+b2c?+c2ad)). 


Nun ist aber nach dem Obigen | 
at +03 +0? — 2 (a2b2+b2c2+ c2a2) = —4b?c? sin A, 


woraus sich 


4 
40) (Zi Se — — :b2c? sin A? 
ergiebt. 
Daher ist nach den obigen Gleichungen: 
06cosE 5 $ 
( —— 130202 K'ysin + Ko —Ko- 
Aber 


s2 K, Er Ko 
— su t(a+b+0)°+(d+0— a)° + (ar c—b)° + (a+d—c)9 — (a°+0°+c9), 


und, wie man leicht findet, 


(a+540)64 (b+0—a)° 4 (ate—5)° + (abe) 
— 4a5 + 60a%52 + 60u2b* +46 
+ (60a + 360252 + 605*)c? 
 +(60a2 + 605%)c 
+4c°, 
also 
sarlat+b+e)° + (d+re—a)° + (at+c—L)° + (a+b—c) } 
— 1'5 (a6 + 150462 + 15a256%* + 56) 
+ 17; (15a% + 900262 + 1554) c2 
+ 75 (15a? + 1552) c 
HreLt, 
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folglich | 
v4 Ko — Ku 12 (a8 — ab? — a?b* + 0°) 
+13 (a4 460252 4d2)c2 
15 (a? +5°)e 
— 3600 


Dividirt man nun mit 
a® + 54 40% — 2(a?b2 40202 + c2a?) 
— 03 — 2%(a? +62)c?+ a4 — 2a2b? + b* 


c6— (a2 -+52)c4 
— (a& +62? 4 b4)c? 
+ (a5 — a%b? — a?b* +0) 


hinein, so erhält man als Quotienten die Grösse 
a2+62+.c2, 
und es ist folglich nach dem Vorhergehenden 
4Ko Ko =— 3 (a+4+b2402){a24b4403 —2(a2b?4+12c2402a2)}, 
also nach dem Vorhergehenden 
KR 15 420? (a?-+52+c2) sin A2. 
Weil nun | 
— (a+640+64+0—a)?+a4+c—)?+ (ar —2—4a2+ 0246) 


ist, so ist nach dem Vorhergehenden 


6 
un —— %7°6?c%(a?+5?4c?) sin A? + '70202(a?+b24-c2) sin A? 
—— 020202462402) sin U, 
also 56 E 
en — 155262 (024524 5 sin A2. 
Also ist nach den obigen Gleichungen : 
8 
Ö ale | .195920%a24-62402) K', sin di? 
4 1 1956202 K', sin AZ 
et 5 6 ik 0 + a 
Aber 
35 1, K' NA 8% 


— 35 1(a+5+0)°+ b+0—a)d + (a+c—)°+ (a+5—0)9—(a46°+00), 
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und, wie man leicht findet: 


(a+b-+0)+b+c—a)%+(a+c—b)° 4 (a+b—c)° 
—4a8 + 1124562 + 280a%5* + 112a206 -} 458 
+ (112a$ + 1680052 -4+1680a25* +11259)c? 
+ (280a% + 1680a?52 + 2805*)c* 
+ (112a2+11252)c$ 
+4c®, 
also 
355 (a+ö+e)°+(d+e—a)?+ (a+c—b)? + (a+6—c)®} 
— 4; (a8 + 28a6b? + 70a4b* + 28a2b6 + 58) 
+ 5 (2806 + 420a2b52-+420a25* + 2856) c? 
+ „,(70a% +420a252 + 705%) c* 
£ + 5; (28a? + 2802)e® 
+ 3109, 
und folglich 
256 Kr ar &, 
— — 4 (6308 — 28066? — 700454 — 28a2b$ + 6358) 
+ 4 2845 +420a2b? + 40a2b% +2856)c? 
+ 3,(70@* + 4200262 + 705#)c* 
-+ 45 (28a? + 2852) 6 
— 8308, 


Dividirt man nun mit 


a® +5b*+c* — 2(a?b? + 52c? + c?a2) 
— 0 — 2%(a? +52)c?+a% — 2a2b? +54 
in 
6308 — (28a? +2852)c6 
— (70a% + 4204262 + 700%)c* 
— (2306 +420a%5b2 + 420a2b* + 2856)c? 
+ (6348 — 28a6b? — 70a4b4 — 28a2b6 + 6358) 
hinein, so erhält man als Quotienten, die Grösse 
633 + 98(a?-+52)c2 + 63a + 98a2b?+ 6354 
—=63(a*+5% + c*) + 98(a252?+ 5202 + c2a2) , 
und es ist folglich 
HRU-R, 
— — 5, {a* + 64 + c% — 2(a?b? + b2c? + c?a?) \ 
><163(a%-++543-+c4) + 98(a?b?-+ 520? +c2a2)}, 
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d. i. nach dem Obigen 
y KR’, ge, 
—71,6?c2}63 (at-+b*-++c%#) +98 (a?b? + b?c? + c2a2) {sin A?. 
Weil nun 
— (a+b+e)?+(d+c—a)? + (a+c—5)?4 (arb—c)>—4(a?+b?+.?), 


K'o,=(a+b+c)% + (b+c—a)* + (a+c—b)*+(a+b—c)* 
—4}a4 +b3+c+ +6 (a2b? +6? + ca?) 


ist, so ıst nach dem Obigen 


8 
Er —__ı 05 b2c? (a?+b?+c?)? sin 2 
+ 12 d2c21a% + b*+c% + 6(a?b? +6b2c? + c2a2) \sin A? 
' _ 18202} 163 (a* + b*+c#)-+98(a?b?+b2c?+c2a2)! sinA2, 
also 





2) C D =— 7,6202 19%@°+b*+62)-+74(a202402c?4c2a2)}sinA?, 


Daher ist 
43) cosE= 
1— „3,6202 sin A2.x* 
— 3320?c? (a?+5b2+c?) sin A2. .x® 
— 358,70 4?c? 99 (at +64 + c*) +74 (a?b? + b?c? + c2a?)} sin A2.x®, 
wobei nur erst Glieder der zehnten Ordnung vernachlässigt sind. 


Führt man die aus dem vorhergehenden Paragraphen bekannte 
Grösse D ein, so wird 


44) cos E= 
1 en, 19274 
re +6? +02) Dias 
— 55450 199 (a2 +b3+c*) +74 (a242 + 520? + 02a2)} DIE. 
Führt man die Grössen a, =az, b, =bz, C, =cx ein, so wird 
45) cosE= 
1— 3501 °C Sin A? \ 
NE (a,? + b1? + cı2) sin A? 
i — 35851001 ı99 (a, 2+b,%-+cı 4)+-7 74a, 26, 2+b, 24 C 2a, sin? 
und, wenn man wieder 
ibie, sin A 
setzt: 
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46) cos E= 
1— a 
5 (+1? ra d)Dı? 
— 53150 19%a, 24 61° + 61?) +74 (a) 26,461? ”+01?@?) Di”. 











$. 5 
Weil 
47) 0. rn on ag Bi 
oder | 
48) u SE 


ist, so ist nach dem schon in dem vorhergehenden Paragraphen 
# angewandten bekannten Satze aus der Differentialrechnung allgemein: 








‚ ‚ortl,cps A? ontlcos A 
49) 3. SEOAnELt u: cos BES 
Rus 2 Ks car 
Hude "dan 


02cos A or—-1cos A 
Hang * danely 
u. Ss. W. 
or—1lcos A cos A 


Le Ber 7 er Fr 


on cos A cos A 


dan dr. 





"Pia 


Setzt man nun hierin für 2 eine gerade Zahl, so erhellet auf 
der Stelle, dass, so wie nach $. 2. die Grössen 


(3), (3 ) 0° cos A 07 cos A 
: 0. =), 007 J°” 


sämmtlich verschwinden, auch die Grössen 


0. N), (= . COS 2). (= .cos A? 07.eos A? 
0x3 0.29 =) dar 


sämmtlich verschwinden. Weil aber 














cos A?+sin A?=]1, 
und folglich | 
ah oe sind’) 


or Ir 
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ist, so verschwinden offenbar auch die Grössen 


0. u, (= nn), | 0° ..sin A2 07’ .sin A? 
0x3 0.2° =)» (= 0.27 an)” 


sämmtlich, und da nun ganz auf ähnliche Art wie vorher 











50) } ‚Osin A? a RE & 
0x 02 
also allgemein 
or+1,sin 42 „. ,ortlsin A 
51) 1 : TEE To sın em 


osin A sin A 
md" dan 
sin A Or-1sin A 








nd Dani 
uw. 
or—1sin A sin A 
FR gm da 


orsinA Osin A 


Nn—— .  — 
n dan 02 


ist, so erhellet, wenn man in dieser Gleichung nach und nach 
n=0,,2,4,:6, 8, .... Setzt, sehr leicht, dass auch die Grössen 


sin A (= sin =) (ie ne). gr A 
(= ): De iR 0.20 027 Ir 2, 
sämmtlich verschwinden. 


Weil endlich 





52) wi —=—sin An 
und. folglich allgemein 
ontlcos A or+1A4 
50) oa) = — sin Aare 
Osin A 0rA 





u ur er 7 | 
sind Mm-14 J 


ee 
2 da? 9-1 


u. Ss. w. 
oa—1sınA 8A 
Ka are BP . 9x2 
orsind 04. 


Ta de Ar 
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ist, so erhellet auch, wenn man in dieser Gleichung nach und 
nach n—=0, 2, 4, 6, 8, .... setzt, sehr leicht, dass die Grössen 


24), (©), (*4), (4),.. 
1): Sl ak 0x7 
sämmtlich verschwinden. 

Weil nun 


Ocos A oA 0sind 0A 


Ep —— sin Ar, » cos Ar 








- 


ist, so hat man die folgenden Gleichungen : 


0?cos A . „A oOsnA 04 
ED a et 
0*:cos A 0A _0smA 094 
a a a ne 
‚Besin A 024 
022 "02 
03sin A 04 
023 00’ 
06cos A 06.4 osin A 054 
— nn sin Ar 6 Fe 525 
0? sin A 024 
0x2 "da 
RN: TRALLEE 034 
023 .10€3 
0*sin A 024 
dad Ndw2 
0’sinA 04 


025 92° 











—10 











und 


02sin A OA .9cosA 94 


NIRRENN A 21T de 98° 


0+sin A 044 0cos A 034 
N AT Rn "dr 
cos A 9A 

Er Tuer 

03cos A 04 

023 "9x 


Theil IX. 3 
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66sind 064 „ 9cosd 0°4 
Fon —=cos A 7 51 er Di 
0? Se 0+A 

03 2 034 
023 "00° 
d:cos A 824 
02% "0a? 
0 cos A 04 
029. dr 





+10 








& 
u. S. W. 


‚also nach dem Vorhergehenden: 
2 2 
2 nn — — (sin A) e z 
0° cos A 0°A 0? sin A\ (924 
(re) ) ee) 
05cosA 6A 02sin A\f0’A A 02A 
a) 
URS. VS 
aa 2 
( wur (=): 
} 4 Z cos 2 
0 u Feeds A) (= = )43 3 020 2 =) (=)- 
join A nn 0?A 
III 
+5(5 N 02 A 
Ye) 
u. 
Ordnet man nun diese Le auf folgende Art: 
02 cos A y 0?Ä 
er) () 
0? sin A 024 
— — (cos A) =): 
0° a 0A 0? sin A\ (A 
ie Dell) 
= A 0:4 02? cos A\ /02A 
a u) ) ee) 


, sr) 10) )-3 0’sın A\ /0?A 
GC meer 022 dat) N 











und 
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96 sin A “ ne ofeosA 0*A 
96 — (cos A) 0x2 =) 
4 K 22) =) 
ER 
u. 


so sieht man, dass sich mit Hülfe tige mittelst der aus $. ». 
bekannten Werthe von 


0? cos A A 0° 203 Kg (ae A 
02? 7 (=: =): 026 J°’ 


nach und nach die Grössen 


02A 02sin A d: sin A 064 
0x2 gu” 5). (5 :) 0.26 
Bader lassen, wobei man nur zu beachten hat, dass nach dem 


Obigen, und wie sich auch von selbst versteht, (cos A)=cos4, 


(sin A)=sinA, (AA)=X ist. 


Es ist also 
02cos A 
(sin A) (= 3)= -( ir) 


und folglich nach 17): 


102 
54) (Fa )=30esin x. 
Folglich ıst nach dem Obigen ferner: 


ee 
55) ar) —!besinAcos\, | 











oder 
56) (= a 1 )= 1040) sin‘. 


Ferner ist 


0°A 0?sin A 024 o:cos A 
(in In: a) ee) 


— —}h2e? sin A?cos A 
+ 3,be(3b? +3c? — a?) sin A? 
— be} 2; (35? + 3? — a?) —! (b? + c?— a?) \sin A?, 





d. i., wie man leicht findet : 


m (ei 





— „,bc(7b?-+7c2-+ a2) sin X. 





. 3* 


- 
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Also ist nach dem Obigen 





ss) (2 522) = bei u00 17029 1 bein A} sin‘ 
oder 
()= 4 0017210) (>42) sin A 
+ 75ta+b?+0?—2(a?b?+b2c2+c2a2)} sin A, 


d. i., wie man nach leichter Rechnung findet: 


59) (7 al ")= — 5 (a! +36°+3c—4a2b?+b?c?—4c2a2) sin NV. 





Ferner ist 


64 0° A 024 02sin A\ /0°A 
(sin A) (= )=— (5: a 14) (=) — 10 re N (=: 
06 6 cos A 
0x6 ) 
—= — Ihe(a?-+3b'-+3c* — da2b? + b?c? — Ac?a?) sin A? 
— 5be(b?+c2—a2) (7b?+7c?+a?2) sin A? 
1792 4 2952621 3704 
a EIN ARE | sin a, 
(0240) a? + 1a! 


und folglich, wie man nach leichter Rechnung findet: 


60) (=) 


= „,be(a? +31b° +31c? + 16a?52 +3162c? + 16c2a2) sin X. 
ei ist nur erst mit Vernachlässigung von Gliedern der 
achten Ordnung: 
61) A=A+Lbesind.x? 
+ Zur (a? +75?+7c2)sn‘\.z* 
sH01 ‚söbe(a'+316’+31e'+16a?62+3162c2416c2a2)sind. x, 








+ de 


oder 
62) A=A+3Dx? 

+ 330 (a2 47624702) Da“ 

+ 22380 (a! +316% + 31c?+16a26?+3102c2 + 1602a2) De$, 
oder auch | 


63) AZ A-FAbic, sind 
+73001Cı (a? + 75,2 +7c,2) sin A 
tz 5380 od C (a, * 14315, ?+31c,® + 16a, 26,2 +315,2c1°+ 16c, 2a, 2) sin % 
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oder 
+ 355 (a?+76,?2+7c,)Dı 
+ zassolt] *4+315, *+9lc, *416a,?5,2+315, 2C, 24+-16e,?a, 2) D, . 
Mit Vernachlässigung von Gliedern der sechsten Ordnung ist aber: 
65) sin A= sin A— Isla? — b?— c?)sinA.a? 
+ 330 (a?+36* +30? —4a2b? +62c?—Ac?a?)sind .x*, 
oder 
66) sin A— = — 1(a? — b?— ce?) na 
+ 135 (a! +35? +30 — 4a?b2+ 52? — 1002) ).' s 
Auch ist mit demselben Grade der Genauigkeit - 
- 67) sin A=sin A — 5(a)?—b,?—c,2) sin X 
+315(a, *+35, +30, *—Aa, 2b, 24,201 dc 2a, sin, 
oder 


2D, 
68) sn d=,.—: (a)? — bi? ran 


+ 130(a1 °+30, +30, ?—4ay ?b,2+b,?2c,? Aa 


Umgekehrt ist auch, wie man leicht findet, mit demselben 
Grade der Genauigkeit: 


65*) sin A=sin A+,%5 (a?—b?—c?) sin A. x? 
+73 da!— b!—c'— 2a2b?+862e2—2c?a?) sin A. x" 
oder 
67*) "ee ’ mr —b1?— c,)sin A 
50(da,° bh? et! *— 24,20, 2485, 2C,? —2c, 2,?)sind. 


$. 6. 
Nach 62) hat man nun | - 
"A=4A+4Ddr? 
+ 350 (a? +762?+7c2) Dx*® 


+ 23580 (a? + 315° + 31c* + 160252 + a ng nz, 
B=BdB+3;D.x? 

+ 380 (6°47a?+7c)Dx* 

+ 32480 (b* + 31a? +31c* +1652c? + 31c2a? + 164302) D.x$, 
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C=$6+1D:r? 
; 60 (C? + 7a? +76) Dr? 
33:00 (ce? +31a*+310*+ 16e?a? + 31a2b24 1652c2) Drs. 


Addirt man diese drei Gleichungen zusammen, so erhält man, 


weil 
(A+B+OQ—- AH+B+V9=2E 
ist: 
GIREZEDZII IF) DE: 
+ 350 (a +5? +c?+a2b? +20? + 02a?) Dx 
oder | 


70) 2E=Dd, +3, (a? +? +09)Dı 
+ 350(a,°+b,°4+61°ta,?6,°+b12c,°+c,?ay?)D,, 
oder 
2E 
7) at 34 (m? +b1°+c,?) 
+30 (9° +5, +c,°+a,61°+67°0,*+61°a7?). 


Bestimmt, man aber aus der Gleichung 69) die Grösse D.r, 
so erhält man ohne Schwierigkeit mit Vernachlässigung von Glie- 
dern der achten *) Ordnung: 


72) Dx2—=2E — 75(a? +6? +02) Ex? 
— 1390 (da? +36*+30?—2a2b?—2b2c?—2c2a?) Ex’ , 
oder i 
79) DI =2E— 5(a, +6, +c DE 
5 (da, *4361 4301? — 2a, 2b, 2°— 2b, 20, >—2c?a,?) E; 


oder 
74) = —=1— 2, (a?+6°+c1?) 
— 3. 8 o(3aı ? +36, ?+35c, — 2a, 2b, ?—2b; 26, ?—2c,?a12). 


Führt man nun den gefundenen Ausdruck von Dx? in den 
obigen Ausdruck von A ein, so erhält man nach leichter Rechnung: 


75) A=A+?E 
4 . (2a? — b2 — c2)Ex? 
— 3330 (38a* — 195? — 19c—a2b? + 2b?e?—c?a?) Ex, 


wobei wieder nur Grössen der achten Ordnung vernachlässigt sind. 
Auch ist mit demselben Grade der Genauigkeit: 


*) Da nämlich nach 69) Z selbst eine Grösse der zweiten Ordnung ist. 
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76) A=-A+3E 
— 3, (2, ?— d,?— aD)E 
— 75450(98a, * - 195, °—19c, —a, 2b, +20, 21 °—c 12a, 2) E. 
Umgekehrt aber ist 
7n A=4—3E 
+ 95 2a? — b?— ec?) Ex? 
+ 25:50 (38a — 195? —19c* — ab? +26? ?— ad) Ex’ 
oder 
78) A=4—3E 
+ (2a, ?—5,?— DE 
+43350(88a, *—195, —19c, —aı 2b, +26, 20, c1?a1?) E. 


Ganz ähnliche Formeln ergeben sich für die Winkel 2, FL 
und 3, €. 


Geht man blos bis auf Glieder der zweiten Ordnung, so ist 
mit Vernachlässigung von Gliedern der vierten Ordnung : 


2; 


Bi A=A—3E; 
79) 2 B=B+?E, B=-B-—2E; 
A +3E, C=C-3E; 


welches bekanntlich das Legendre’sche Theorem ist, wenn man 
nur überlegt, dass in allen unsern obigen Formeln & den halben 
Excess bezeichnet. 


Leicht würde man in die obigen Formeln auch den ganzen 
Excess einführen können, was wir "dem Leser überlassen. 


Um eine Controle für die Richtigkeit unserer Rechnungen zu 
haben, wollen wir mittelst des aus 69) sich ergebenden Ausdrucks 
von EB: nämlich 


E=3D2°+ Z (a Fb? cJDr: 
+73 (a! +b?+c?+a2b?+b2c2+c?a?) Dx®, 
die Grösse cos E nach der Formel 
| cosE=1—3E?+,,E! 
entwickeln, und den sich ergebenden Ausdruck mit dem oben ir 


44) auf ganz anderem Wege gefundenen Ausdrucke von cosE 
vergleichen. 


Es ist aber, wie man leicht findet: 
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I? — dx: 4 35(a?+5°4+ 0?) D’x° 
+ 3553 (a?+ 6240)? D°x° 
+ 735 (at +b? +0? +20? + 6202 + 2a?) D2x3 ’ 
—1D2r! +.5(a2+ 52402) D2x6 
3353 (a? +5 +c? + 2026? + 262624 2c?a?) 


Dr 
Fl ars + 6° +0 +a20 40204 20) 


und 
DEI 520? Desin AR? 
—= — 24; (a? +5°+ 0? — 2a?b? — 2b2c? — 2c?a?) DAr?, 
also 
coskE=1—1D°r! 
— 1, (a2 +24 02)D2x6 
zr05 (a! +5? +0? +2a252?+262c? + 2c2a?) 
— 4 1250 (a? +b:+c*4 a262+ b?c?+c?a?) Fre. 
+ 242 (at +5? + c* — 2a2b?— 26?c?—2c?a?) 
Da nun 
#608 + 1azct sigr 
— E10 + erst azra0 —a21e0 
und 


z508 t 1220 — s122 
EAN) +; BAT EEOLTT INT 
192160 1 32160° 92160 792100 
ist, so ist 
eossE—=1—1!1D2r: 
— 35(a?+6?+c) Dr 
— 33130199 (a? +5°+c?) +74(a?b? + b2c?+ c?a)} D’x®, 
welches genau mit der oben auf ganz anderem Wege gefundenen 
Formel 44) übereinstimmt. 


Um eine Controle wie die vorhergehende für die Richtigkeit 
der obigen etwas weitläufigen Rechnungen zu gewinnen, war die 
nächste Veranlassung zu den in $. 4 gegebenen, sonst eigentlich 
für unsern gegenwärtigen Zweck nicht unbedingt erforderlichen 
Entwickelungen. 


7. 


Nach einer bekannten Formel der sphärischen Trigonometrie ist 


1.9 .6083(4+2+C)cos3(B+C—A) 
SD) ein Ba oT Tain BERN ET 1 
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Nun ist aber, wie leicht erhellen wird, 

cos3(A+B+O=—sinE, 

cos (B+C—-A)=sin(B+C—E); 
also 

 ı.„.smEsn(D+HC—E) 

TB ,’ 

und folglich 





d.sin ;?_ cos Esin (B+C— E)— sin Ecos (B+ C— N 
oE sin Bsin C 
also 
9 d. sinza,? __ sin(B+ C—2E) 
) oB "2 sin. Bisth‘C, 





woraus sich nun ferner leicht 


02.sinza?  2cos(B+C—2E) 











DEE sin BB sin Co V 

0%.sinza? _  2?.sin(B+C—-2E) 

N ng sinDsinC ° 

83) | 98. sin 3142 . 23.cos(B+C—2E) 
! dEr is „N sin BeiniO" io” 
0°.sinza,? _ 2+.sin(B+C—2E) 
07 Dual VER sin Bsin C ; 

\ ur Ss. w. 


ergiebt. Also ist 


(sinda,2)=0, 


d.sin =) .sin(B+C) 




















oE sin Bsin C’ 
‚Ca .sinza, -)=- 2cos(B+0) 

oE? sinBsinC ’ 
"| (is .sin Ja, ) 622 .sin n(B+ ©) 

oE?° snBsinC ’ 





(ir ‚sinza?\  2°.cos(B+C) 
oE! 2) = sinBsinC ’ 
u. S. w. 


und folglich 
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sin(B+0) E 
sin BsinC'1l 
2cos(B+C) E2 
—"snBsinC ‘1.2 
2.sn(B+() E 
ER EB aueh ED 
22.cos(B+O) Ei 
sinDsinC '1.2.3.4 
24 SE N 


85) sinza,?= 














SC U ER 
oder 
86 sin(B+C) A cos(B+C) (2E)? 
) sinza,? —3snBsnC'1 ?2smBsinC’ 1.2 


sin(B+C) @2E) 
— 2sin Bsin C 1.2.3 
cos(B+C) (2E)’ 
sin Bsin C’1.2.3.4 
sin (B+C) (2E)° 
t5m Bsin C'1.2.3.1.5 


+ 





ur ae, Ami ET 87 re 


Durch Differentiation nach E erhält man: 











d.8in za, da; “00 
—;g ein 34 60834, 39, —3sin a, SE 
_., Sina, 2a,da, _, Sina, d.q,? 
Ku Te ro 
also 
sin a, 
02.sinya,? - , sing, 02.aı® —; ra EN DR 
a 3 ayTaninmgge (rrmrae oE 
sin a 


sin a, SI PRR da, 9.42 
a" 0 ir Ta oE’OE 
‘ sina, O°.« a? N a,cosa,—sina,; da, d.u,? 
a oo u? SE OE 
sina, 02.2 4, c08a,; — Sina, ‚9.0? 0.01? 


u" oE? t3 a, "OE'HE' 




















Für E=0 ist 4a=0. Bestimmt man nun nach den bekann- 
ten Regeln die Werthe der Brüche 
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sina a; cosa, —sina, 
41 und A 
a, di 


für a —=0, so erhält man 


sin a, a, C0S a, — Sina, . 
| a m | 0 5 
aı a, 


und es ist also nach dem Vorhergehenden 
= .sinta; d.a 02. sin! er)=! 02, Be ar 
u) er )ee) 


sn(B+O_, e*) 
sinBsinC*’\ ok 


2cos(B+C) 02. (5 .qy ne)". 
""snBsiolc‘, ' =+( oE? -)-: 


Daher ist 





























87) ea ne 





sin Bsin C 
und | 
02.a,2 Scos(B+O) , , Ssin(B+C) 
88) (@ oe? J IT sinBsin C 43 nel: 
oder 
89) (u —,- J=4(eot B+ cot C) 
und 





90) (Zr ip 8:1 +3 (cot B? +cot C?—.cot Bcot O)!. 











Daher ist | 
 4sin(?+C) 
> net | 
cos(B+C) ,/(sin{BHC)\?] . 
4 | sin Bsin C Fur ge 2) | An 
oder | 


92) a2 —=4lcot B+cot C)E+41-H} (cotB2teotC2_cotBeotQ)| E 


folglich, wie man durch leichte Rechnung findet: 


x 


2a,2—b?—c? =—4l2cot A— cot B— cot C)E 
3 2 cot A?— cot B?—= cot C? a 
Tas J— cot A(cot B+ cot ©) +2cot Beot C 
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und 
38a, — 195, *— 19c, ? — 26,24 120? — c1?a12 | 
288 (2 cot A2— cot B? — cot (7?) : 
— 7 14608 (eot A (cot B+ cot C)—2eot Bet O)\ 


Also ist nach 76) mit Vernachlässigung von Gliedern der 
achten Ordnung : 
+35 (2cot A— cot B— cot C)E? 
ua 2cot A?— cot B?—.cot C? ES, 
- 07% (cot.4(cotB+eotC)—2cotBeotC) 
und folglich mit demselben Grade der Genauigkeit: 
9) A=A—3E 
— 35 (2cot A— cot B— cot C)E? 
2 cot A?— cot B?— cot C? 
I 5 (eot A(eotB+eotC)—2eot BeotC) | 


EL 3 
8 “ 


9 


1 


Auch ist, wie man leicht findet: 


42 —br — co?=—8cot A.E 
— 4114! (2cot A?— cot A(cot B+cot C)+cot B cot O)}E2, 
und 
a 4 4- 36,%+ IC, — da, 25, 2+ b12C,; — Acı?a,? 
—= 167 cot A?— cot A (cot B+cot ©) —5cot BeotC} E?, 
‚so wie 
3a? 7 b1* er 4 _ 2a, 2b? + 86,271? — 2c,2a, 2 
—32}3cot A?+cot A (cot B+ cot C) +5 cot Bcot C} E?. 
Also ist nach 67) und 66*): 


95) sin A=sin A+3cot AsinX.E | | 
+311-+ 75 (24 cot A?—7 cot A(cot B+cotC)—5cot Beot C)} sind. E? 

und 

96) sin A=sin A—3cot Asn A.E 
—1(1+4 73 (4dcot A?— 7 cot A(cot B+cot C)—5cot B eotÖ)}sind. E2 
oder ei 

sin ‚ 
97) na itzctA.E 


+3114 15 (24cot A?—7 cot A (cot B+ cot CO) —5.cot Bcot C)} E2 


und 
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98) ne =1—300t4.E 


sın 


— 1/14.1% (dcot A? —7cot A (cot B+ cot 05 cot Beot C)} E2. 


Die Anwendung der im Obigen entwickelten Formeln in der 
Geodäsie zu zeigen, kann hier nicht unsere Absicht sein, da diese 
sehr wichtige Anwendung als hinreichend bekannt vorausgesetzt 
werden kann. Wir bezweckten hier nur eine weiter, als gewöhn- 
lich geschieht, getriebene Entwickelung der Formeln nach einer 
Methode, welche leicht erkennen lässt, wie man sich zu verhalten 
haben würde, wenn man zu noch mehreren Gliedern fortschreiten 
wollte, welchem nothwendigen Erforderniss uns die bisher ange- 
wandten Entwickelungsmethoden nicht gehörig zu eutsprechen 
scheinen. Auch braucht hier nicht erläutert zu werden, wie man 
sich zu verhalten haben würde, wenn die Winkel oder Bogen 
nicht wie vorher in Theilen des der Einheit gleichen Halbmessers, 
sondern in einem andern Maasse ausgedrückt werden sollten, 
welches Alles zu bekannt und namentlich einem Jeden, wer in 
geodätischen Rechnungen nur einigermaassen geübt ist, zu geläufig 
ist, als dass darüber hier noch besondere Bemerkungen nöthig 
sein sollten. 


IV. 


Anwendung der Theorie der Um- 
hüllungscurven auf die Schatten- 
constructionen. 


Von 
Herrn €. T. Meyer, 


Bergwerkscandidaten zu Freiberg. 


So vielfache Anwendung die Mathematik schon in jeder Be- 
ziehung und unter den verschiedenartigsten Verhältnissen erlitten 
hat, so ist doch nicht zu leugnen, dass es auch noch Zweige 
der Wissenschaft und der Praktik giebt, wo sie entweder gänz- 
lich vermisst wird, oder doch wenigßtens ein grösserer Einfluss 
derselben zu wünschen wäre. Zu der erstern dieser beiden Ab- 
theilungen, nämlich der der Wissenschaft, gehört auch unstreitig 
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die Zeichnenkunst, und wenn hier auch mathematische Hilfs- 
griffe zum Theil schon angewendet werden, so kann man doch gewiss 
‚nicht verkennen, dass eine viel grössere Anwendung, namentlich des 
mehr geometrischen Theils (im weitern Sinne des Begrifls) noch. 
wünschenswerth sein möchte. Ich spreche hier weniger von der 
sogenannten geometrischen oder descriptiven Projectionslehre, ob- 
gleich auch diese nicht ausgeschlossen ist, wie schon die vorlie- 
sende Anwendung der Theorie der Umhüllungscurven zeigt, wel- 
che auch darauf Bezug finden könnte, und zwar mit noch grösserm 
Einflusse und noch glücklicherm Erfolge, als selbst bei den Schat- 
tenconstructionen, auf welche ich mich jedoch beschränken 
will, da jener in einem besondern Werke ‚Axonometrische Pro- 
jectionslehre “ auf genügendere Weise, als es hier möglich wäre, 
Erwähnung geschehen wird. 


Schon aus dem Begriffe einer Umhüllungscurve geht hervor, 
dass ich mich hier nicht mit den Schatten. geradlinig begrenzter, 
sondern vielmehr regelmässig gekrümmter Oberflächen zu beschäf- 
tigen habe, und zwar sind es namentlich die Rotationskörper 
und die gekrümmten Flächen zweiter Ordnung, auf deren Schat- 
tencoustruction genannte Theorie in vielen Fällen sehr vereinfa- 
chend einwirkt. Ich gehe hier der Einfachheit halber: von den 
Rotationskörpern aus, an welche sich dann die allgemeinen Fälle 
der gekrümmten Oberflächen zweiter Ordnung leicht anschliessen 
werden; die Rotationskörper sind nämlich zum Theil nur als be- 
sondere Fälle jener gekrümmten Flächen zu betrachten; andern- 
theils reicht aber dieser Begriff viel weiter, so dass sonach zu- 
gleich für zwei verschiedene Richtungen Eingang geöffnet wird. 
Hiernach ist es auch natürlich, dass ich mich im Folgenden na- 
mentlich mit den Rotationskörpern der zweiten Ordnung beschäf- 
tigen werde, zumal solches die am häufigsten vorkommenden 
Körper sind, nämlich den Rotationskörper des Dreiecks, des Krei- 
ses und der Kegelschnitte, als Kegel, Kugel, Sphäroid, Umdre- 
hungs- Paraboloid und Umdrehungs -Hyperboloid. Was die ersten 
beiden der genannten Körper, nämlich Kegel und Kugel betrifft, 
so wird, da ihre Schattenconstruction schon jetzt ziemlich einfach 
ist (s. Hummel: Geometrisch-practische Construetion 
der Schatten. Berlin. 1830.), darauf wenig Einfluss ausgeübt 
werden können, und ich will daher auch von diesen sogleich absehen, 
obgleich das Prineip, auf welches es hier namentlich ankommt, 
eben so gut an ihnen erläutert werden könnte. 


Nicht immer zeigen die geometrischen und namentlich axo- 
nometrischen (d. h. isometrischen, monodimetrischen und aniso- 
metrischen) Darstellungen von Rotationskörpern eine Curve der- 
selben Gattung, als die der Fläche ist, durch deren Drehung der 
Körper entstanden gedacht werden kann, und ebendasselbe gilt 
von den Abbildungen im Schatten, welcher nichts anderes als eine 
schiefe Projection ist. ' 


Es liegen nun hier namentlich drei Fragen vor, deren Beant- 
wortung das Hauptthema des Folgenden ist: 1) wie man sich 
überzeugen kann, ob der Schatten eine Curve derselben Art giebt, 
als die Rotationsfläche zeigt (d. h. ein Ellipsoid eine Ellipse, ein 
Paraboloid eine Parabel etc.) oder überhaupt, welche Curve im 
Schatten entsteht; 2) in welchen Fällen für die Curven der zwei- 


47 


ten Ordnung der Schatten eine Curve derselben Art giebt, und 
3) in welchem Verhältniss dann die neue Curve steht, und wie 
eine Vereinfachung der Construction eintreten kann, was sich frei- 
lich schon mehr auf einzelne, specielle Fälle bezieht. 


Diese drei Fragen werden jedoch nicht scharf getrennt abge- 
handelt werden, da sie ihrer Natur nach zu eng verwandt sind, 
als dass dies ohne Weitläuftigkeiten und Wiederholungen geschehen 
könnte. Zur Lösung der gestellten Aufgaben ist es nur vorerst 
erforderlich, zu zeigen, von welchem Principe der Schattencon- 
struction wir hier im Allgemeinen auszugehen haben, ‚es ist die 
Basis anzugeben, wodurch die Theorie der Umhüllungscurven in 
Wirksamkeit zu treten vermag. 

Da es sich hier lediglich um das Princip handelt, und solches 
an schweren Fällen mit nicht mehr Vortheil, als an einfachern, 
und nur mit grösserer Undeutlichkeit dargethan werden könnte, 
wie man denn in allen Stücken von dem Einfacheren zum Compli- 
eirteren übergeht, so werden wir auch hier einen der einfachern 
Fälle als Grundlage annehmen ; es stehe nämlich der den Schat- 
ten werfende Rotationskörper mit der Ebene seiner Neigung paral- 
lel dem Lichtstrahle. Ist dies nicht der Fall, so wird dadurch 
das Ganze nicht geändert und blos wenig modifieirt, wie wir spä- 


8 
ter durch ein Beispiel sehen werden. 


Es sei z. B. der horizontale Schlagschatten (natürlich geome- 
trische) eines Rotationskörpers, wie ABCD in Taf. I. Fig. 1. (im 
Aufriss sind die Buchstaben mit einem Index versehen) zu finden, 
der von Lichtstrahlen parallel der Richtung x beleuchtet wird. 


Da hierbei die Aufrissebene meist blos dazu dient, um die 
Rotationsfläche ihrer wirklichen Gestalt nach dem Beschauer zu 
zeigen, und überhaupt mehr nur als Hilfsconstruction zu betrach- 
ten ist, so wird man sie gewöhnlich parallel der Neigung des 
Rotationskörpers gelegt finden, und sollte dies nicht der Fall sein, 
so kann man sich auch leicht ein derartiges Profil verzeichnen ; 
doch soll hierdurch keineswegs angedeutet werden, dass dies un- 
bedingt nöthig sei, sondern es dient nur zur Vereinfachung, wie 
man auch selbst aus dem Verlaufe deutlich sehen wird; auch 
Hummel hat ein ähnliches Verfahren bei der Schattenconstruction 
der Kugel befolgt (S. 44. des obengenannten Werkes). 


Man suche zuerst den Schatten einer durch die Axe EF 
gehenden, rechtwinklig zur Neigung des Körpers liegenden Ebene 
GHJK (es ist dies am einfachsten), was leicht nach den gewöhn- 
lichen Regeln der optischen Zeichnungslehre geschehen kann. 
Ist die Begrenzungslinie eine Curve zweiter Ordnung, von denen 
wir hier ausgehen, so wird man sich der Aufsuchung einzelner 
Punkte blos dann bedienen, wenn die Curve eine Hyperbel ist, 
da deren Construction selbst nicht viel Vereinfachung gewährt ; 
hat man es aber mit einer Parabel oder Ellipse zu thun, so wird 
man zweckmässig nur wenig Punkte bestinımen und dann sogleich 
die Curve auf gewöhnlichem geometrischen Wege vollends aus- 
führen. Es ist hierzu freilich erforderlich, zu wissen, dass auch 
der Schatten dieselbe Gattung der Curven, als die Rotationsfläche 
in der Begrenzungslinie zeigt, und ich will daher mit wenigen 
Worten dies näher erläutern, da eine ausführlichere Beweisfüh- 
tung mich zu weit vom eigentlichen Gegenstande abführen würde. 
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Liegt nämlich die Fläche, wie hier angenommen, rechtwinklig 
segen den Grundriss des Lichtstrahls, so werden alle Ourven 
sich bei ihrer Abbildung im Schatten nur; insofern ändern, als 
ihre Constanten verschiedene Werthe erhalten; denn offenbar 
bleiben alle Ordinaten (wenn man die Axe der Fläche als Abseis- 
senaxe betrachtet) gleich gross und rechtwinklig zur Abscissenaxe, 
welche sich vergrössert oder verkleinert, je nach der Neigung des 
Lichtstrahles © gegen den Horizont und der Neigung ß des Körpers 
(Taf. 1. Fig. 2.), und zwartritt x, , als variable Abscisse an die Stelle 

S 
von a LE so dass also die neue Curve die Gleichung 
sin (P—e) 
Yı (0) hat, wenn die der alten „=f(x) war. 

Trifft aber der Lichtstrahl im Grundriss schief auf die den 
Schatten werfende Fläche, so gilt dieses Gesetz nur noch bei den 
Linien der zweiten Ordnung, da solche auch für zusammengehö- 
rige (nicht rechtwinklig auf einander stehende) Durchmesser die 
gewöhnlichen Gleichungen zeigen, was allgemein für alle Curven 
nicht bewiesen werden kann, obgleich die Möglichkeit vorhanden 
ist, dass es noch für viele andere Linien höherer Grade Geltung 
hat. (Es ist hier natürlich der Kreis als zur Gattung der Ellip- 
sen gehörig angesehen worden; er ist als Ellipse zu betrachten, 
wo kleine und grosse Axe denselben Werth erhalten.) 

Hat man sich den Schatten dieser Fläche in ghik (Taf. 1. 
Fig. 1.) dargestellt, so verzeichne man sich die Ellipsenprojection 
eines der Kreisschnitte rechtwiuklig zur Rotationsaxe, etwa edgh. 
Bei der Lage des Körpers, die die Figur darstellt, ist es oflen- 
bar, dass die beiden Axen der Ellipse auf den Schatten der Rota- 
tionsaxe und rechtwinklig dagegen zu liegen kommen, was bei 
einer schiefen Beleuchtung nicht der Fall ist, wie das letzte Bei- 
spiel zeigen wird; es ist dies ein nicht wesentlicher, aber doch 
sehr erleichternder Umstand. Verzeichnet man nun in beliebigen, 
möglichst kleinen Abständen auf der Schattenaxe der ghik ähn- 
liche Ellipsen nach den Axen gıhı, Yalıa, Yalız ete., so geben 
diese den Schatten von eben so viel rechtwinklig zur Axe geführ- 
ten Durchschnitten‘ des Rotationskörpers, und eine tangentiale 
Verbindung ihrer Conturen muss der gesuchte Schatten des Kör- 
pers selbst sein. Je näher man die Ellipsen verzeichnet, um desto 
weniger kann man fehlen, und legt man unendlich viel Ellipsen, 
so wird der Schatten auch genau richtig werden; d.i. mit andern 
Worten, eine Umhüllungscurve solcher Ellipsen giebt den 
gesuchten Schatten. 

Hieraus folgt nun sogleich die Lösung der ersten der oben 
aufgeworfenen Fragen: wie man sich überzeugen kann, welche 
Curve als Begrenzungslinie des Schattens (oft blos seitlich, da, 
wie in der Figur, oben und unten halbe Ellipsen schliessen müssen) 
resultirt; denn man braucht solche blos nach der gewöhnlichen 
Theorie der Umhüllungscurven, wie sie Littrow in seinem 
Werke „Elemente der Algebra und Geometrie“ angiebt, zu 
berechnen, indem ähnliche Ellipsen nach einem gewissen Gesetze, 
welches durch die erste Schattencurve gegeben ist, fortschreiten. 


Auf das Nähere über Umhüllungscurven gehe ich hier nicht 
besonders ein, da sowohl deren Theorie als bekannt vorausgesetzt 
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werden muss, als auch das Verfahren sogleich'am besten durch 
die Beispiele deutlich werden wird. In) Aadın Br 
Es sei z. B. der Rotationskörper aus einem Parabelbogen, der 
sich um eine Axe hinter seinem ‚Scheitel dreht, entstanden.: | 
Die Begrenzungslinie des Schattens,. der durch die Axe recht- 
winklig zur Neigung des Körpers gelegten Fläche ist, wie früher 
gezeigt, eine Curve von der Form 


sei 2 sine Di p.sine 
= sn) sin (B—e) '"» 


also wieder eine Parabel, deren Parameter = 7 Sn) ist; doch 
kommt hierauf weiter nichts an, sondern wir gehen gleich von der 
Parabel im Schatten aus, deren Gleichung wir y,2=pz, nehmen 
wollen. Ist nun fe die Schattenprojection der Axe und 09,=oh 
der kleinste Abstand derselben ‘von der 'Curve (natürlich vom 
Scheitel), welchen wir d nennen wollen, so wird die neue Curve 
eine Umhüllungscurve ähnlicher Ellipsen sein, deren Mittelpunkt 
sich auf fe von o aus nach beiden Seiten fortbewest, wobei die 
Axen sich nach den Entfernungen der Curve von ef ändern. Be- 
zeichnen wir die variable Halbaxe der Ellipse durch r, so wird der 
andere Halbmesser nr, da die Ellipsen ähnlich sein sollen, wenn 
n die Verhältnisszahl zwischen beiden Axen bedeutet, und ist 
n—1l, so ist die fortlaufende Linie ein Kreis, welcher Fall bei 
aufrechter Stellung des Körpers eintreten würde. Bezeichnen wir 
ferner die variable Entfernung des Halbmessers r von dem ange- 
nommenen Anfangspunkte 0 durch « (analog Littrow) und durch 
x und y die Coordinaten der neuen Curve, so wird nach der Glei- 
chung der Ellipse: 
y? aa? 4 
art = 


und nach der der Parabel: : „wornit 
Dich "ur IRER SD JE Dane RE U 
woraus folgt: 11 081 | 


; r Wr: ‚stis 7 \ 2 N. 
pen | 


Aus dieser Gleichung ist nun «durch Differenziiren darauf 
als Funetion von x zu bestimmen und dessen Werth dann wieder 
zu substituiren. Ahats x 

. Differenziirt man daher obige Gleichung, so folgt: 


j Hi 294. 1 
2-2) =mHd+T) =, 
(e— 2) = 2n?( 93 
de), 202 
— am? — +4 —-, 
e—ı=2n Pe NR Pr 


A ER 
Theil IX, 4 
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wonach sich « als eine Function des öten Grades von x darstellt; 
und bei der Substitution derselben in obige Gleichung ist leicht 
ersichtlich, dass eine Üurve höherer Dhnne resultiren müsse, 
worauf wir uns aber nicht weiter einlassen wollen, da wir dasselbe 


einfacher zeigen "können, indem wir d=5, u RDRNMEN, es wird 


dann: 
2 
‚In? 
3. 
am — er P 
2n? 


und sonach: 


ER 
EA 2n? 2) Bayer; der N 293 IE 


Setzt man zur NR RUE noch n—1, so wird: 


pr) P re Eon 
ya? TE ER EG 
ra FEN BER 0, 
RER ZIEGE: N ® 0, 


offenbar die Gleichung eines höhern Grades. 


Viel günstiger fällt schon das Resultat aus, wenn der Kör 5 
durch eine hyperbolische Linie begrenzt ist, d. h., wenn die 
rabel der vorigen Aufgabe in eine halbe Hyperbel übergeht. 


Behält man vorige Bezeichnungen bei, so ist in diesem Falle: 











N 


N PFR arg, 
wo a und 5 die Axen der eich die bezeichnen, und. ist die Axe 
des Rotationskörpers zugleich die der Hyperbel, so dass sich 


also gleichsam eine ganze Hyperbel um ihre imaginäre Axe 
dreht (wie Taf. I. Fig. 1. darstellt), so wird: | 


Ne 


Für den Fall Ft, NETR—ard erhält man ebenfalls eine 
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Curve höhern Grades, für =, 6b? +0? resultirt aber wieder eine 


Hyperbel, was sehr erfreulich ist, da gerade letzteres Verhältniss 
das des gewöhnlichen Umdrehungs-Hyperboloids ist. 
Setzen wir vorerst: 


= N WHFE—a4 d, 
so geht | 
y2  (e—a)2 _ A 
r? nr? 
über in: 
n2y? + (e&—2)?—=n? G Vb2+02+d-.a)? 
2 ATyERRERLFLERR: 
—n? (3 (22+ 02) +2 (d—a) 5 v2 +02+(d—a)?) 
2 02 ER MER 
—n? (2a?+ 2 (d—a), VI? 4d—2ad). 
Die Differentiation giebt: 
a 
; a2 (d— a)z% 
a—x—=n? et preb | 
In rate a? AR ATS a 
(a— a)N 6? + 2=n? (3 ® N 024024 (d—a) z° @); 


En Mer 2n2 
Niere fd-)—2] —n?(d— a), .%, 


22 2 
(«1 5)— 2)? (+ 2)—=n* (d—a)2. 75.02, 
2,2 22. 2 
(21442? — 2 (l 7) 2) (b+0) =n*(d—a)? a0 


22 
Pr [77 2 ) ) 
Bezeichnet man I— 727 durch u, so wird: 


3 2 
au + a 2aduact 2b2u24 032 reue—n!(d— a). ja: 03, 


n(d—a)2 a2 Wie DR? 


— — 





27 a 
ee & 
at—a,—te(Zz+b > 22 » “ i 


Bestimmt man hieraus &@, so wird solches eine Function sein, 
in welcher & unter dem vierten Wurzelzeichen vorkommt, und 
. 4 


setzt man daher allgemein &=g(N x) und substituirt diese Grösse 
oben, so ist durch eine leichte Betrachtung sogleich zu sehen, dass & 
mit dem vierten 'Wurzelzeichen behaftet nicht ganz verschwinden 


4* 
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kann, so dass also eine Gleichung von wenigstens dem vierten 
Grade entstehen muss. 


Bedeutend einfacher wird die Rechnung für 
= N ber; 
denn es wird nun: 
2 
224 («— 2)?—n2.75 (+02); 


differenziirt : 


n?.a? 
Re Hall +, 
2 b?r 
Um — = 0 5535 
n?a?2 4b?—n?a?’ 
ine 


und daher die gesuchte Gleichung: 


b2x a2, b°22 
et) 


47472 2125222 
TS a 
(02 —n2a2)?” (0? —n?a2)? 3 


y2 ur 2x? 
a? (62 —n2a2)2” (b2 BB Y 1, 
y2 , 22 (n2a?—b2) 


ERRPLIERLN, zul 


a? (6? —n2a2)? 7 


Y? ı?2. 1. 


a? b2— n?2a?T 


d. i. die einer Hyperbel, wo die frühere Axe a unverändert bleibt, 


b aber in Y b52—n2a? übergeht (y sind hier die Abseissen, x die 
Ordinaten der neuen Hyperbel). ak 


Ist 52<n?a?, so wird die Curve nach der Formel eine Ellipse, 
doch ist dies augenscheinlich nur für die nächsten Punkte des 
Scheitels möglich, so dass also die andern Ellipsen keine Umhül- 
lungscurve geben können; die nächst grössere wird immer die 
andere umschliessen. Der Schatten wird. dann auch nicht mehr 
von der Umhüllungseurve abhängig sein, sondern nur aus den 
beiden Endellipsen bestehen, die sich dann schneiden müssen. 

Durch diese Gleichung hat man nicht nur bewiesen, dass der 
Schatten des Hyperboloids wieder eine durch eine ganze Hyperbel 
begrenzte Fläche ist, da sich die Axe a nicht ändert, was in vie- 
len Fällen schon von Nutzen sein wird, sondern: man kann auch 
sogleich diese Hyperbel nach der Abhängigkeit der neuen von der 
alten Axe a und 5 construiren, was zwar nicht einfach ist, aber 
doch in vielen Fällen einen Vorzug dagegen verdient, dass man 
sich durch Schnitte o. a. mehr Punkte des Schattens bestimmt. 
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Von noch grösserm Vortheil als beim Hyperboloide wird aber 
die Construction durch Umhüllungscurven bei dem Umdrehungs- 
Ellipsoide oder Sphäroide und dem ÜUmdrehungs - Paraboloide, 
woran sich dann ein Körper schliesst, der aus der Drehung einer 
Hyperbel um ihre Hauptaxe entsteht. In diesen Fällen resultirt 
nicht nur dieselbe Curve, sondern es ergeben sich auch ziemlich 
einfache Abhängigkeitsverhältnisse, welche von wesentlichem 
Nutzen für die Zeichnung sind. 


Aus der Vergleichung dieser Fälle mit den vorigen ersieht man 
zugleich, dass allemal dieselbe Curve entsteht, wenn die Rotatiön 
um eine 'Axe stattfindet, dass sich aber eine Linie höherer Ord- 
nung ergiebt, wenn die Rotationsaxe nicht mit einer Axe der Er- 
zeugungscurve zusammenfällt, daher auch bei der Ellipse und der 
Hyperbel ‚zwei. verschiedene Rotationsbewegungen möglich sind, 
nämlich um. die grosse und kleine Axe, bei der Pauhel aber blos 
eine einzige um ihre eine Axe, um im Schatten eine Curve der- 
selben Art zu erhalten. 


Ich werde nun auf diese Körper specieller eingehen und zwar 
beim Ellipsoide beginnen. 


I) Soll (Taf. 1. Fig. 3.) ein geneigt stehendes Sphäroid ABCD 
(wo wir den allgemeinen Fall annehmen, dass die Rotation um die 
srosse Axe stattgefunden hat) als Schatten auf der horizontalen 
Bodenfläche projieirt werden, so wird man, wie früher schon an- 
‚, gegeben, erst den Schatten einer rechtwinklig zur Neigung liegen- 

den, durch die Axe AB gehenden Durchschnittsfläche bestimmen 
und dann die Umhüllungscurve der ähnlichen Ellipsen suchen, 
welche die Projectionen von Schnitten rechtwinklig zur Axe dar- 
stellen und deren Fortschreiten durch die erstere Ellipse gegeben 
wird. Es sei nun die Gleichung der erstern Ellipse abfy, hei 
Beibehaltung der frühern Benennungen, 
PER 


TE | 
at S 
so wird, da wie früher 


a (x) 1 


an 


ist, geht man vom Mittelpunkte o aus, 
b? 
np? +(e—x)?—=n?. mr (a? — 02). 


Differenziirt man diese Gleichung, so folgt: _ 


& n?b? a?r 
ei a?-+n2b2’ 


und folglich wird die Gleichung der Umhüllungscurve : 


2 2h2 492 
aTx n?h a’x 
n242 j an en — 2)? = n?b? — —- m, 
Y per: ; n2b? a? (a? \ n?b2)2’ 
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Ba n+btx? A n2b2a?.r? 
HET Enge 
2. .n2625? 4.220? MER 
„at (a? + n202)2 ae 

a2 22 
art. 


Der gesuchte Schatten ist also eine neue Ellipse, deren kleine 
 Axe gleich der des Schattens des ersten Schnittes bleibt, während 


die srosse —N a2 +22 wird, d. h., man muss 5 mit dem Ver- 
hältniss n (welches man leicht durch Messen zweier beliebigen r 
und nr, etwa of und oc, mit einem Maasstabe und Division erhal- 
ten kann, wenn es nöthig) multiplieiren, welche Grösse sogleich 
in oc und Od gegeben ist, und dann die Hypotenuse zu den recht- 
winklig an einander gelegten Linien a und nd ziehen, um die 
grosse Axe zu erhalten. Noch einfacher kann man dieselbe auch 
dadurch finden, dass man tangential an den Aufriss in der Rich- 
tung des Lichtstrahls eine Linie zieht und deren Fusspunkt. auf 
die verlängerte ab projieirt; denn man muss den Endpunkt erhal- 
ten, da der Aufriss als ein Vertikaldurchschnitt betrachtet wer- 
den kann. N 

Es ist einleuchtend, dass man bei gewöhnlicher Ausführung 
nıcht einmal erst die Ellipsen abfy und cdfg zeichnen wird, son- 
dern man findet nur die Punkte a, b, f, 9, cund d, wo va=ol=a, 
of=oyg—=b, oc—=od=nb ist, und construirt dann, nachdem man, 
wie angegeben, die neuen Axen gefunden hat, sogleich die Schat- 
tenellipse, was am besten durch Krümmungskreise erfolgen wird. 

Ist das Ellipsoid durch Drehung um die kleine Axe entstan- 
den, so bedingt dies nur wenig Unterschied und kann somit füg- 
lich übergangen werden. 

2) Den Schatten eines Umdrehungs-Paraboloids, wie ABC, 
zu verzeichnen (Taf. II. Fig. 1.). 

Das Verfahren bleibt dem frühern ganz ähnlich, daher wir 
uns hier auch ziemlich kurz fassen können. Der Schatten des 
Schnittes durch ODFG ist cdfg, und zwar wieder eine Parabel 
nach der frühern Angabe; man hat nicht nöthig, sie zu verzeich- 
nen, sondern es genügt, die Punkte c, d, fund g zu wissen. 
Der Schatten irgend eines Kreisschnittes giebt die Axenpunkte 4, 
h,i, l, oder einfacher nimmt man gleich f, ya, db, ‚und.es ist 
nun die Umhüllungscurve zu suchen, welche entsteht, wenn ähn- 
liche Ellipsen auf der Linie cd nach dem Gesetze der Parabel 
fortschreiten. Bezeichnet man analog den frühern Beispielen 0% 
durch r, oi durch zr, nennt das variable co=« und die Coordi- 
naten der neuen Üurve «:. und y vom Anfangspunkte ec aus, so 
wird, bezeichnet man durch » den Parameter der Curve fge: 





, em, 
23 nr 2 7 





und 
ng, 
also: 


BB) 


n2y2 + («a — 2)? =n?pe; 


differenziüirt : 





Yu “m 
ın? + 2% 
2(e—x)=pn?, at 3, 
woraus folgt: 
219 a Di 
pn,h22 ;,2.5 5. ,pn” + 2% 
n2y? + (ro kt) 3 


2274 49? 
I ER 
n2y? + erg te n2p: 


2n2 
2 —- +ıp, 
n2p 
P=plz +2), 


ea 
d. i. die Gleichung einer Parabel, deren Anfangspunkt um T 
weiter auf der Abscissenaxe zurückliegt als bei der Parabel y?=p.r. 
Es findet sonach hier das eigenthümliche Verbältniss statt, dass 
die neue Curve von der alten nur dadurch verschieden ist, dass 


ihr Anfangspunkt um — weiter hinausgerückt wird. Istdie Ellipse 


ein Kreis, d. i. n=1, so wird die Entfernung L, d. h. der Schei- 


tel der alten Parabel giebt dann den Brennpunkt der neuen. Um 
nun diese Parabel zu verzeichnen, ist vor Allem nöthig, p zu be- 
stimmen, was ganz einfach auf rein geometrischem Wege erfolgt, 
indem in c der Scheitel, in f oder g ein beliebiger Punkt der Pa- 
rabel vom Parameter » gegeben ist; man verbinde f und c durch 
eine gerade Linie änds errichte darauf in fein Perpendikel, welches 
die Abscissenaxe in m schneidet, es ist sodann md—=p. Die Ver- 
hältnisszahl n findet man, wie beim Umdrehungs-Ellipsoide ange- 


geben, Ba (oder 7) und nimmt man dann p "mal und trägt 


solches von ce rückwärts auf, so findet man den neuen Scheitel c,, 
von welchem aus man nach der gewöhnlichen, ziemlich einfachen 
Parabelconstruction diese selbst verzeichnet. Auf andere, ein- 
fachere, Weise kann man auch den Scheitelpunkt wie beim Sphäroide 
finden, so dass man also nicht einmal rn zu bestimmen braucht. 
Am Ende schliesst die Parabel natürlich tangential an den ellipti- 
schen Schatten der Basis des Körpers an. | 

: 3) Zwischen dem Sphäroide und dem Umdrehungs-Paraboloide 
mitten 'inne steht gleichsam der dritte zu betrachtende Körper, 
der nämlich, welcher aus der Drehung einer halben Hyperbel um 
ihre Abscissenaxe entsteht; denn in der Formel ist die Abweichung 
vom. Ellipsoide gering, während er sich der Gestalt nach mehr 
dem -Paraboloide nähert. | 

‚Eine abermalige Wiederholung der Zeichnung wäre jedenfalls 
überflüssig und ich beschränke mich daher hier darauf, blos 
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die Formel für die Schatten-Hyperbel herzuleiten, zumal ein solcher 
Körper nur selten vorkommt. 2 „MER 
Behält man die frühern Bezeichnungen bei, so wird die Glei- 


chung der Ellipse wieder: 
n2y? + (ae — z)—n?r2, 
während man für die Hyperbel hat: 


eo Tr? 1 
a 67? 


es ist hier «, also auch .v, vom Mittelpunkte (nicht dem Scheitel) 
der Hyperbel aus gezählt. Führt man nun die Rechnung wie ge- 
wöhnlich durch, so erhält man: 


b? 
n?y? + (e— 2)?—n?. pr (a? — a?); 


differenziirt: 
n2b? :. ar 
it aa ie 
und sonach Ä 
2, n2b2 dar? 
TE ET): 
2? y2 


| nee 1: 
d.i. die Gleichung einer Hyperbel, wo die grosse Axe =Y u?—n202, 
die kleine =b ist. 


Einen Uebelstand bei der Verzeichnung eines solchen Körpers 
giebt nun aber die Bestimmung von a und 5, welche blos mittels 
Rechnung erfolgen kann, indem man mit dem Maasstabe zu zwei 
verschiedenen  Abscissen in der erstern Hyperbel zwei verschie- 
dene Ordinaten abnimmt; aus zwei Gleichungen lassen sich dann 
zwei Unbekannte «a und 5 finden. Dies ist natürlich blos nöthig, 
wenn die Gleichung des schattenwerfenden Körpers nicht bestimmt 
gegeben ist, da sich sonst hieraus, wie oben gezeigt, a und db 
finden lässt. Ein um so günstigeres Verhältniss ist es daher, dass 
gerade dieser Körper, wie schon erwähnt, zu den seltenen gehört 
und durch das früher beschriebene Hyperboloid vertreten wird. 


Ich hoffe, dass durch. das Vorhergehende das Princip, auf 
welches es wesentlich ankommt, hinlänglich deutlich geworden 
sein wird, so dass man in vorkommenden, mehr oder weniger ab- 
weichenden Fällen im ‚Stande ist, sich selbst neue Formeln. und 
Abhängigkeiten zu entwickeln. | 


Zum Schlusse der Betrachtung über Rotationskörper will ich 
blos noch ein Beispiel anführen, um zu zeigen, dass das Verfah- 
ren sich nur wenig ändert, wenn die Lichtstrahlen nicht parallel 
der Ebene seiner Neigung auf den Körper fallen; es treten dan 
zusammengehörige Durchmesser an die Stelle der Axen. 2 


57 


Es sei also (Taf. Il. Fig. 2.) ein Sphäroid ABCD von einem 
sowohl im Grund- als Aufriss schief stehenden Lichtstrahl X be- 
leuchtet und es soll der Schatten gefunden werden, den es auf 
die horizontale Bodenfläche wirft. 

(Um auch die sehr nützliche Anwendung auf das geometrische 
Zeichnen darzuthun, ‚sei es mir erlaubt, hier abweichend darauf 
aufmerksam zu’ machen, wie leicht sich, hat man A,B,C,D, im 
Aufriss gegeben, dieses Ellipsoid in den Grundriss zeichnen lässt; 
man hat blos nöthig, die Linien «ac, , Pf, tangential von der 
Ellipse des Aufrisses herabzuziehen, so giebt «aß eine Axe der 
Ellipse im Grundriss, während die zweite rechtwinklig dagegen, 
FG, natürlich gleich C,D, ist; hieraus verzeichnet man dann 
leicht, am besten durch Krümmungskreise, die Ellipse. Es genügt 
zur Erklärung dieses Verfahrens, vorher zu wissen, dass wieder 
eine Ellipse resultiren müsse, und dies ist einleuchtend, da man 
sich als Ellipsen darstellende Kreise hat, die wieder nach einer 

rojieirten Ellipse fortschreiten, ganz ähnlich wie bei dem früher 
eschriebenen Falle der: Schattenconstruction. ) 

Man verzeichne sich zuerst, ganz wie früher, den Schatten 
einer durch die Axe CD gehenden, rechtwinklig zur Neigung des 
Körpers, , also auch rechtwinklig zur ':Aufrissebene,. liegenden 
Schnittebene, abfy, und hierauf den Schatten eines Kreisdurch- 
schnittes des Körpers, am besten den durch die Mitte, als cdfg. 
Es ist nicht nöthig, beide Zeichnungen auszuführen, sondern es 
genügt, wie wir später sehen werden, die einer, nämlich am besten 
der kleinern, was von der Neigung des Ellipsoids abhängt; hier 
wird man also blos abfy auszuführen haben. Die Construction 
dieser Ellipsen ergiebt sich daraus, dass sowohl ab und gf, als 
auch /y und cd zusammengehörige Durchmesser derselben sind, 
wovon man sich dadurch überzeugen kann, dass sowohl die Axe 
AB, als auch der Kreisdurchmesser CD alle mit dem andern 
Durchmesser parallele Sehnen halbirt, was auch im Schatten blei- 
ben muss.‘ Die Aufgabe besteht nun eigentlich darin, die Umhül- 
lungscurve zu suchen, welche aus der Fortbewegung von Ellipsen 
ähnlich cdfg auf ab nach dem Gesetze der Veränderung von Pa- 
rallelen mit un oder of in der Ellipse adfy entsteht; dasselbe 
Resultat ergiebt sich aber auch, wenn man umgekehrt Ellipsen 
ähnlich abgf auf cd nach den Ordinaten der Ellipse cdgf sich 
fortlaufend denkt, was auch aus der Betrachtung des Ellipsoids 
selbst hervorgeht, und darauf gründet es sich, dass man eine 
beliebige der beiden Ellipsen ausziehen kann, nämlich die, welche 
man als fortschreitend annimmt, wozu man natürlich lieber die 
kleinere wählt. Dass aber überhaupt eine Ellipse ausgezogen 
werden muss und man nicht wie bei dem frühern Falle einer pa- 
rallelen Beleuchtung verfahren kann, soll gleich im Holeendon 
näher gezeigt werden. Will man nämlich diese Aufgabe, wie sie 
hier gestellt ist, sogleich lösen, so wird man nicht nur Winkel 
einführen müssen, sondern auch ziemlich grosse Ausdrücke der 
Abhängigkeit erhalten, welche für die Zeichnung unbrauchbar sind ; 
dagegen kommt man zu einem sehr einfachen Resultate, wenn 
man die zusammengehörigen Durchmesser der fortschreitenden 
Ellipse verlegt, nämlich so, dass der eine auf die Linie fällt, auf 
der die Ellipsen fortschreiten; es wird dann hk der eine, mn der 
andere der zusammengehörigen Durchmesser. Hiernach lassen sich 
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nun einfache Abhängigkeitsverhältnisse der Umhüllungseurve finden. 
Bezeichnet man 0% als Halbmesser der sich verändernden Ellipse 


f om R D .. > 
durch r und om durch nr, also ET 50 wird, behält man die 


andern Bezeichnungen wie früher bei, so dass also voe—=od=a, 
of=0oy=b, a=Entfernung des r von 0, x die'Abscisse der Um- 
hüllungscurve von 0 aus und %y die dazu gehörige Ordinate paral- 
lel r ist, da für zusammengehörige Durchmesser dieselben Glei- 
chungen als für die Axen gelten: | 


„> (2)? 
r? n?r? —1 


und 


b + } 
r=ur Va—a!, 


wo u das Verhältniss angiebt, in dem die mit 5 parallelen Durch- 
messer zu dem variablen r stehen (es ist dies ein constäntes Ver- 
hältniss, da beide Linien immer denselben Winkel einschliessende 
Durchmesser ähnlicher Ellipsen sind). Es ist nun aber hiernach r 
in dem Stande wie ok=ub, und bezeichnet man diese eonstante 
Grösse durch /, so wird demnach: 


r -. N a2—2, 
und folglich 
h Ui 
ny?+(«— 2)?= ne (a2?— 02), 


welche Gleichung wir auch früher hatten, nur dass hier / statt 
dort d steht. Ganz ähnlich wird daher auch das Resultat: 


nr 
a? + n?l2 + 12 


ar, 


die Gleichung einer Ellipse zwischen znsammengehörigen Durch- 


messern, von welchen einer =Y a? n?7 ist und der andere —/ 
bleibt. 

Um also den Durchmesser der zu verzeichnenden Ellipse auf 
der verlängerten cd zu finden, errichte man in o ein Perpendikel, 
mache dasselbe —n/, d. i. =om, und ziehe die Hypotenuse pc, 


welche die verlangte Grösse Y a?+n2]2 giebt. Aus den zusam- 
mengehörigen Durchmessern Ak und st beschreibt man nun wie 
gewöhnlich die Ellipse. 

Die Construction der Ellipse aus zusammengehörigen Durch- 
messern kann auf verschiedene Weise erfolgen; eine ziemlich 
einfache Art will ich hier anhangsweise noch beifügen, ohne jedoch 
einen weitern Beweis dafür zu liefern. 

Man beschreibe um den ‚einen Durchmesser, am besten den 
grössern, AB (Taf. I. Fig. 4.), einen Kreis oder Halbkreis, .er- 
richte auf AB im Mittelpunkte C ein Perpendikel CF und ver- 
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binde FE; legt man nun durch beliebige Punkte CO}, O,, C;, Cy ete. 
der AB ähnliche Dreiecke im Halbkreise, was leicht durch Paral- 
lelen geschieht, so erhält man in E,, E,, E,, Ey, etc. beliebig 
viele Punkte der Ellipse. 

Man kann auch die Methode der Construction durch Krüm- 
mungskreise hier anwenden, obgleich mit weniger Vortheil, als 

wenn die Axen gegeben sind. 

Nachdem nun so das Prineip festgestellt und auch die Rota- 
tionskörper ziemlich ausführlich betrachtet worden sind, bleibt es 
nur noch übrig, auch mit wenig Worten auf die gekrümmten 
Flächen der zweiten Ordnung überhaupt einzugehen und deren 
Relationen zu den beschriebenen Umdrehungskörpern der zweiten 
Ordnung anzugeben. Die hierhergehörigen Körper sind nament- 
lich:,. das Ellipsoid, das Paraboloid (elliptisches Paraboloid), das 
Hyperboloid und zwar mit einem und mit zwei Mänteln oder mit 
ununterbrochener oder getrennten Höhlungen, und endlich das hyper- 
bolische Paraboloid. 

Was das Ellipsoid betrifit, so ist das Verfahren bei der Schat- 
tenzeichnung ganz wie beim Sphäroid, nur dass ein elliptischer 
Durchschnitt sich statt eines Kreisdurchschnittes im Schatten als 
Ellipse projicirt. Der einzige Unterschied, der eintreten.kann, ist, 
dass sich bei paralleler Beleuchtung schon ein Fall ähnlich dem 
zuletzt erwähnten bei schiefer Beleuchtung herausstellt, was von 
der Stellung der Neigung des Körpers abhängt. 

Das elliptische Paraboloid verhält sich zum Umdrehungspara- 
boloid ganz wie das Ellipsoid zum Sphäroid, so dass hierüber 
nichts weiter zu sagen ist, und ebendasselbe gilt von einem Hyper- 
boloide mit einem Mantel zum Umdrehungshyperboloide, wie aus 
der Entstehung solcher Körper sehr leicht folgt; s. Leroy „Dar- 
stellende Geometrie“, deutsch von Kauffmann. 8.38. 

Das Hyperboloid mit zwei Mänteln oder getrennten Höhlungen 
findet seinen Repräsentanten in dem dritten der drei zuletzt be- 
trachteten-Rotationskörper, der aus der Drehung einer Hyperbel 
um ihre wirkliche Axe entsteht, nur dass wir im Beispiel sich blos 
eine halbe Hyperbel drehen liessen, während bei diesem Hyperbo- 
loid ‘die andere Hälfte nicht vernachlässigt werden darf. Es hat 
dies noch den Vortheil, dass man dann gleich den Axenwerth «a 
mit im Schatten erhält. | 

Der letzte dieser Körper, das hyperbolische Paraboloid, hat 
zwar keinen Vertreter im Frühern, doch werden wir auch darüber 
kurz hinweggehen können, indem der Körper zu ungewöhnlich ist, 
um eine Formelableitungs»zu lohnen, bei welcher man es oflenbar 
nicht mit einer Umhüllungseurve fortlaufender Ellipsen, sondern 
‘vielmehr von Parabeln oder Hyperbeln zu thun hat, die nach einer 
andern Parabel fortschreiten. 
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VW. 


Ueber die ‚verschiedenen Ausdrücke 
des Krümmungshalbmessers einer ge- 
gebenen Curve. 


Von dem 


Herrn Dr. J. Ph. Wolfers, 


astronomischen Rechner an der Königl. Sternwarte zu Berlin. 


In den Lehrbüchern der Mechanik kommen verschiedene Aus- 
drücke des Krümmungshalbmessers in Anwendung, ‚je nachdem 
man andere Coordinaten oder andere Urvariabeln, annimmt. Einige 
derselben werden auf nicht ganz einfache Weise. hergeleitet, wes- 
halb hier einmal der Versuch gemacht werden soll, dieselben syste- 
matisch herzuleiten.: Hierbei wird jedoch die Aufgabe in so! fern 
beschränkt, als nur eine Curve einfacher Krümmung , die also in 
einer Ebene liegt, betrachtet werden soll. 


$.1. Aufgabe. Esist eine Curve AP (Taf.l. Fig. 3.) und auf 
ihr der Punkt P’durch die rechtwinkligen Coordinaten AB=.r und 
PB=y gegeben; man soll den Krümmungshalbmesser der Curve 
in diesem Punkte bestimmen. 


4 
Auflösung. 'Sind AD=«a und CD=Bß. die Coordinaten des 
Mittelpunktes .C. des osculirenden Kreises, ist y sein Radius, d. h 
der gesuchte Krümmungshalbmesser; so müssen bekanntlich für 
die Curve und den Kreis sowohl die Coordinaten des Punktes P, 
 als'auch ihre ersten und zweiten Differentiale identisch sein. Da 
nun die Gleichung des gesuchten Kreises ist: 


1) Y=y-P’+@—0)?, 


so ergiebt sich hieraus durch zweimalige Differentiation, weil y, « 


und ß constant sind: x 


2) O=(y—P)dy+(@—o) de, 
9) 0=dy?+ dx? +(y—P) ddy+(2— oe) dd«. 


Durch Verbindung dieser zwei Gleichungen erhält man 


61 


9. (dy?+ da?) de 
Sr er = dyddxz — dx ddy 








und 


_ _._(dy*+da?)dy 
Ye: dy dde— dx ddy'. 








Substituirt man die letztern Werthe in 1) und zieht alsdann die 
Quadratwurzel aus, so ergiebt sich 2 
(dy2+ dx)? ds? S 


1. MT dydde—daeddy  dy ddz— dx. ddy' 


Hier bezeichnet ds—WV dx?+dy? das Element des Bogens der 

Curve und es ist hier keine der Veränderlichen x, % und s als 

urvariabel vorausgesetzt. | 
Zusatz 1. Nimmt man, wie es gewöhnlich geschieht, z als 

urvariabel, also ä 3 

f dde=0 

an, so erhält man sogleich 


a, (da®4+dy®?_ ds 
ee dradı,  daday' 





In dieser Formel pflegt man wie hier das negative Zeichen zu 
wählen, wenn die Curve gegen die Abscissenaxe concav ist. 


Unter derselben Voraussetzung, dass ddz—# sei, erhält man aus 
d2—= dx? +dy?: | 
| dsdds=dyddy,: 


und so, wenn man ddy aus II. eliminirt: 


ds?.dy 


A ensıdadds 





Zusatz 2. Nimmt man y als urvariabel an, setzt also 
ddy —=Q, 
so folgt aus ].: | | 
ET ds? 
IV. Ina dydas dr 
Unter derselben Voraussetzung folgt aber aus ds? = da?+ dy?: 
dsdds = dx ddz, | 
und wenn man daher ddx aus IV. eliminirt: 
u ds?.dx 
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Zusatz 3. Nimmt man ’endlich s als urvariabel, also 
| dds — 0 | 
an, so wird aus ds? —= d.ır? + dy?: 
0 = dx ddz + dyddy. 


Wenn man nun mittelst der letzten Gleichung zuerst ddy, dann 
ddz aus I. eliminirt, so erhält man 5 





i 3 _..dsdy 
MEN, 
dsdz 


$.2. Aufgabe. Man soll (Taf. II. Fig. 4.) den Krümmungs- 
halbmesser im Punkt P der Curve AP ausdrücken durch Polarcoor- 
dinaten, indem dieser Punkt durch den Radius Vector PM =r 
und den Winkel PMA=v bestimmt wird. 


Auflösung. Es sei die Länge AM, durch welche die Lage 
des Pols M gegen den vorigen Anfangspunkt bestimmt wird, constant 


—Z(d. 


Alsdann erhalten wir sogleich zwischen den rechtwinkligen 
Coordinaten des $. 1. und den jetzigen Polarcoordinaten die zwei 
Gleichungen: 

1) e=a—r cos», 


2) y=r sinv. 


Differentiiren wir diese Gleichungen, ohne Annahme einer bestimm- 
ten Urvariabeln, so erhalten wir: 


9) de=r sin vdo—cosvdr, 
4) dy=r cosp. dv + sinvdr. 
Aus 3) und 4) ergiebt sich sogleich, wie bekannt: 
da?+ dy = d?—r? dv? + dr?. 
Differentiiren wir ferner 3) und 4) noch einmal, so folgt: 
5) dde=r cosv dv? + 2sinvdr du+r sinvddv—cosuddr, 
6) ddy=—r sinv dv? + 2cosv dr du+rcosvddv +sinv.ddr. 


Substituirt man die so erhaltenen Werthe von dx, dy, ddx und 
ddy in l:, so ergiebt sich: - 
_ aoltonb sl A dpAcheir3)" nur BR 
7 210342 dr? do—rdv ddr +r dr ddv 
ds? 


2 dv? +2 dr? dv— r dv ddr +r dr ddv' 


vin. 
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Hier ist keine der drei veränderlichen Grössen s, r und v als 
urvariabel angenommen. 


Zusatz Il. Nimmt man v als urvariabel, also 
ddv —V 


an, so erhält man aus‘ VIII. unmittelbar: 


IR; ea ERROR 
a 17210342 dr do— rdo dar 
Unter dieser Voraussetzung wird aber aus d?=r? dv? +dr?: 
dsdds = rdr dv? + dr ddr, 


und wenn man mittelst der letzten Gleichung ddr aus IX. eliminirt, 
nach einiger Reduction: 


= meer 
‚ds dr dv — r dds dv 
Zusatz 2. | Nimmt man r als uvariahdist also 
ddr = 0 
an, so erhält man aus VIl.: 


ar u. 
722 dv®+2 dr? do -+rdr ddv' 


XI. 


Wir erhalten aber bei dieser Annahme aus d?—= r?dv?+ dır2: 
dsdds = rdr dv? + r2dvddv, 
“ und wenn man nun ddv aus XI. eliminirt und reducirt: 


X. en 
Zusatz 3. Endlich wollen wir s als urvariabel oder 
dds N | 
annehmen. Alsdann folgt aus ds?—=r?dv? +. dr?: 
O—rdr dv? + r2 dv ddv 4 dr ddr. 


Eliminirt man mittelst dieser Gleichung zuerst ddr, dann ddv aus 
VII, so erhält man nach kurzer Reduetion: 
dsdr . .. 
Ay race’ 
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494 rds do 
XIV. Ye dar 


Anmerkung. Hiermit sind alle einzelnen Fälle, welche bei 
rechtwinkligen und Polarcoordinaten vorkommen können, erschöpft; 
dagegen lässt sich noch ein recht einfacher Ausdruck für den 
Krümmungshalbmesser darstellen, indem man das. vom Pol M auf 
die Tangente in / gefällte Perpendikel MQ@ als veränderliche 
Grösse einführt. Setzen wir demnach MQ=p, den Winkel PTM, 
welchen die Tangente mit der Abscissenaxe bildet, —0ö und den 
Winkel QPM=:; so ist bekanntlich ER 


.d d d: 
tang =, sin d= 1 und cos m 
Ferner haben wir 
s=ö6+PV, 
{ cosvdy + sin vd 
sın € A AT 


Substituirt man hier die Werthe von dx und dy aus $. 2. unter 
No. 3. und 4., so wird: 


. rdv 
ins — 
3 ds 


und 


£ r2dv 
Z=r Sins; 
p ds 


Nimmt man nun, wie in $. 2. Zusatz 1., v' als urvariabel, also 
. dd —0 
an, sö erhält man durch Differentiation. der letzten Gleichung : 


I Irdrdv r2dv dds 
Re ds 

_ 2rdr dv r2dv rdrdv2+ dr ddr 

ER ee Br ds 

_rdr {r? dv? —rdv ddr + 2dr? dv } 

TR oa 


(8.2. Zus. 1.) 


Vergleicht man diesen Werth mit IX., so erhält man sogleich 


KR rdr a 


Es scheint nicht unangemessen, diese seltener vorkommende 
Formel durch einige Beispiele zu erläutern. 
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Beispiel. Es sei ATMB (Taf. 1I»Fig: 5.) eme Ellipse, deren 
halbe grosse Axe = «a und halbe kleine, Axe =b ist. Für den 
Mittelpunkt C als Anfangspunkt oder Pol und die grosse Axe als 
Abseissenaxe, sei die Abseisse C@ des beliebigen Punktes N—x, 
die Ordinate MQ=y, der Radius Vector CM=r,- TMR die in 
M gezogene Tangente und CT=p das auf sie gefällte Perpen- 
dikel. Aus der Gleichung 


2 6? 2 2 
Ye) sad y 


folgt sogleich 


d b2 x 
| 2) ange = — = y- 
Ferner - 
»—= (—-——- +2)s e 
P ange fi ) 1a ” 
d. h. weil 2 


sin De ist 
NV da?}+ dy? 


3) P= a a re ga 
NV de? + dy? 


oder, indem man dx eliminirt: 


x? q 2 
y» a 
EN Er 

Aus 


we 
a + Re Bund 2? + Pr? 


erhält man aber 


..02 (02) 


ln? _ 22 
ee ae 2 


2 
x 
a? —b? 


und wenn man diese Werthe in 4) substituirt: 


ab 


N gerri 


Hieraus erhält man durch Differentiation: 


GP 9 tal 
| | a 7.2 ar 
und so nach XV. k 
A ; 272)? 
7 ab - 


Theil IX. 5 
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Beispiel 2. Es bleibe alles wie im vorigen Beispiele, jedoch 
liege der Anfangspunkt der Coordinaten oder der Pol in dem einen 
Brennpunkte 7 Es sei der Radius Vector FM=r' und das aus 
F auf die Tangente gefällte Perpendikel F7’=p'. Alsdann ist, 
weil der Abstand FC==ae ist, wo | 


N a2— 02 


a 


N ee 


die Excentricität bezeichnet, 
p'=p tue sin« 


oder 





Ist nun F’ der zweite Brennpunkt, so wird im Dreiecke FMF’, 
dessen Seite FF’ in C halbirt ist, nach einem bekannten Satze 
der Elementargeometrie : 


r'2+ Qa—r')? = 92 + 2ade? = 24 2u2— 202 
und so: 
2) +6? — r? = 2ar' — r'?. 
Ferner aus r?—= 42 + (ae+ x)?: 
8) ee—r'—a. 
Substituirt man nun die Werthe von 2) und 3) in 1); so erhält man 
br' 
4) pP! = ———e. 
NY ar! — r'2 
Hieraus ergiebt sich durch Differentiation : 
dp’ abr' 
(2ar' —r'2) 
und nun nach XV. 
3 
(2ar' —r'2)? 
2 Di a 
Dieser Ausdruck würde sich auch unmittelbar ergeben haben, wenn 


man den Werth von a +52 —r? aus 2) in die Gleichung für y des 
vorigen Beispiels substituirt hätte. 


Beispiel 3. Es sei AMB (Taf. 1l. Fig. 6.) eine hyperbolische 
Spirallinie, also wenn ZHCM = v und der Radius Vector CH Zır 
gesetzt wird, ihre Gleichung 


Diw=.a, 
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wo a constant ist. Die gerade Linie TMR sei eine Tangente an 
der Curve, dieselbe bilde verlängert mit der Axe ACR einen Win- 
kel—=6d. Ferner sei CT=p das von C auf die Tangente gefällte 
Perpendikel, endlich CG=.x und NG=y die rechtwinkligen Coor- 
dinaten des Punktes M in Bezug auf C als Anfangspunkt und CR 
als Abseissenaxe. Da nun 


2) ze = —recosv, 
3) y=rsinv; 


so ergiebt sich durch Differentiation der Gleichungen 1), 2) und 3) 
und Verbindung derselben: 


b rcosvdv 
4) de=rsinvde + EFETREHTE 


r sin vdv 





5) dy=r cosvdv — 


Hieraus folgt: 
! 'd SIND — VCOSv 
6) tang I 
E dr” cosv-+ vsinv 
{ sin 9 — v COS® 
7) sın ö — ——— 
V1l-+e 


Ferner 


DT, in) SORT DeM?D, 
> sino— 0 cos v 
9), CR=x +4 subtang = da Als 
sin v—vcosv 
endlich, weil CT= CR sind: 


ar 


rd 
10 pn eg ar en nee LE eo 
nr VI+2 Vrr+a 





Aus 10) folst: 
dp___« 
r dr 2 (02 172)3 
und so nach XV. 
r(1+ 72) 
ae 


Substituirt man statt » seinen Werth durch v nach 1), so erhält 
man auch : 


al + v2? 
I ET 


5% 
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v2. 


Bemerkungen über die Kurve der 
Krümmungsmittelpunkte. 


Von dem 


Herrn Doctor F. Arndt, 


Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


nn nen 


Dass der geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte für 
die Punkte einer Kurve von doppelter Krümmung keine Eyvolute 
der letztern ist, hat unter Andern Lacroix im Traite du cal- 
cul diff. ete. Tom. 1. p. 625. Paris. 1810. synthetisch und 
p- 630 —31 auch analytisch erwiesen *). Die Ketifmangstäufen 
tangiren weder den Ort der Krümmungsmittelpunkte, noch ist das 
Differential des Bogens der leiztern dem Differential des Krüm- 
mungsradius gleich. Ich habe die Relation zwischen den beiden 
Differentialien, sowie die relative Lage der Tangente und des 
Krümmungsradius aufgesucht, was meines Wissens noch nicht ge- 
schehen ist, und deshalb hier mitgetheilt wird, weil es bei manchen 
Untersuchungen von Nutzen ‚sein kann. 


Bezeichnet x, y, z einen beliebigen Punkt einer Kurve im 
Raume, «, ß, y den ihm zugehörenden Krümmungsmittelpunkt, 0 


den Krümmungshalbmesser,, 
1. A@-0) + Bg—d) + Ce—)=0 


die Osculationsebene im Punkte: 2, %, z, deren Durchsehnitt mit 
der Kugel 


2. (0)? + y-M? + c-= 
den OÖsculationskreis giebt, so gehören dem letztern, weil er. durch 
drei unendlich einander benachbarte Punkte der Kurve geht, bekannt- 


lich noch folgende Gleichungen an, die durch zweimalige Differen- 
tiation der beiden vorhergehenden nach ©, %, z entstehen : 


*) Manvergl. auch Littrow analyt. Geometrie. p. 294. Wien. 1823 
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w 


. dx + Boy + C:—=0, 

. (2 o)d2 + (y—- My + a—YVı=(, 

. A022 + Bo?y + 006% —=0, 

. (©— 0) 620 + (y— PB) 8°y + (2— 7) + 0°=0; 


wo 05? = 022 + Oy? + 022 ist. Man findet hier die Coefficienten 
der Osculationsebene: 


DD Sm 


A=0y0% — 020°, 

B= 8: 0°?7 — 020%, 

C= 020 y—oyo?r; 

und für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes die Glei- 
chungen 


8. D?(@—«) = Pös? , D*(y—P) = Qds? „ D2@—y)= Rs; 


% 





wenn wir zur Abkürzung 
Cıy—Bo:=P, 
1A: — CR, 
Box— Ay=R, 
42+ B?+0?=D? 


9. 


\ 


setzen. Eliminirt man aus den drei Gleichungen 8. x (also auch 
y, z als bekannte Funktionen von 2), so bekommt man zwei Glei- 
chungen in «@, ß, 7, welche die Kurve der Krümmungsmittelpunkte 
ausdrücken. 

Es sei nun © der Winkel, welchen die Tangente an die Kurve 
der Krümmungsmittelpunkte in einem bestimmten Punkte derselben 
&, ß, y mit dem entsprechenden Krümmungsradius bildet; da die 


Gleichungen der Tangente sind X -a= (2) Y-=2): 
die Gleichungen des Krümmungsradus X — 2 = More (Z— 2), 


2—y 


Yy=I= (2-3): so ist 


DOT @—)0e+ 2 oß + (z—Y) ei 








wo do—N da? + 0ß? +02 das Differential des Bogens der Kurve 
der Krümmungsmittelpunkte ist. Die Differentiation der Glei- 
chung 2. mit Rücksicht auf 4. giebt aber 


1. (@— 0) de + y- MP + E-Ny=—ode; 
folglich nach 10. und 11. 
12. do= 4 cos 900. 
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Es kommt jetzt darauf an, den Winkel © zu bestimmen. Zu dem 
Ende muss man eine andere Relation zwischen den Diflerentialen 
00, 06 suchen. | 

Differenziren wir die Gleichungen 1. und 4., indem Alles ver- 
änderlich gedacht wird, und berücksichtigen dabei 3. und 6., so 
kommt 

— Ada — BOB — C9y + (ae) 9A + (y—P) IB + «—Y)IC=0, 

0x20« + Oyoß + 020y—=0. 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen der Reihe nach 0% 
oß, da und setzt zur Abkürzung | 


13. (@—e)d A + (y—P)IB+ («—y)e C= Ada + Boß+ CYy=T, 
so erhält man 
Qu Fra Poß = Toz, 
14. Roß — Qdy = Tor, 
' Poy — Roö« = Toy. 
Nun betrachte man die Gleichung 11., multiplicire sie der Reihe 
nach mit P, ®&, R und setze im ersten Falle für P0ß, Poy, im 
zweiten für Qd«, @öy, im dritten für Ada, Roß ihre sich aus 14. 
ergebenden Werthe, so kommt für P(x—e) + &(y—-P) + Ra y)=U: 
Uda = Toz(y— PB) — Toy(z—y) — Poöoe, 
15. uUOß = Tdx (2<—y) — T9: (x — «) — Ro0g, 
U, = Tdy(@—«) — Ti (y— ß) — Roos. 
Jetzt quadrire man diese Gleichungen, addire die Quadrate und 
ziehe die Wurzel aus, so erhält man | 
16. Vds= v[(Tiz(y—B)— Tay@—y)—Peöo)? 
+ (T0x (2<— y)— T9z (2 — @) — @o0e)? 
+ (Toy(2— e) — Töx(y— P) — Rede)? ]. 
‚ Setzt man aber für 2&—«, y—f, z—y ihre Werthe aus 8., so 
BE N EN OL SA TO Se 
wird Ü= Type 052; bekanntlich ist aber P2+Q?4+ R2 
— D20s?, also 
a 
Auf der rechten Seite der Gleichung 16. giebt die Entwickelung 


| Töz(y-B)— Toya—y)? + 1702 —»— Ta)? 
+: Toy (ce — eo) — Tox(y— PB)? — 729205? ; 
ferner, mit Berücksichtigung von &.: 
Pix (y—-—)—-Iya@—yYı-t A182 (@—y) lc) 
+ Rioyla— )— 0a y— Pi =d, 
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und somit verwandelt: sich die Gleichung 16. in 
18. 05°06 =oY T2+ D29e2. 


; 083 
Weil endlich der Krümmungsradius dur so hat man statt 18. 


die Gleichung | 


19. N. iz "+ 89%. ; 


t T 
Aus dieser Relation folgt leicht = sin 906 oder snO = —;, 


Bern An Er Daraus sieht man, dass © zugleich der 





Winkel ist, welchen die Tangente mit der Osculationsebene bil- 
det, dass folglich die Projeetion der Tangente auf die 
Osculationsebene der Krümmungsradius ist. 


Für die Grösse 7’ ist jetzt ein Ausdruck zıf suchen, in wel- 
chem blos die Elemente der: ‚gegebenen Kurve vorkommen. Ein 
solcher ergiebt sich leicht aus 


T=(@—0)04 + (y—P)OB + («—y)dC. 
Denn man hat | 
A dy03z — 0203y, 
oB = 920° — 020%, 
I C=d20y — 9yo°z ; 
folglich, wenn man diese Werthe in die vorhergehende Gleichung 
einführt und für «— «a, y—P, z—y ihre Werthe aus 8. nimmt: 


„4 
W. TO (Aö%2 + B3dy + 00% 


05 [da (02 0% — 8223) Hay (Order — 00%) 
+02 (0220%y — 0?y0°&) ]. 
Bezeichnet r den Flexionswi nk el, so ist bekanntermassen 
21. T=:ds, | ; 


und die Grösse r, also auch 7’ verschwindet, oder es wird de = +06, 
0 —=0, wenn die gegebene Kurve von einfacher Krümmung ist. Nur 
in diesem Falle ist folglich die Kurve der Krümmungsmittelpunkte 
eine Evolute der gegebenen. 


Für die Verhältnisse = , = ei 2 endlich kann man die Cosi- 


nusse der Neigungswinkel der Osculationsebene gegen die Ebenen 
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der yz, 2, xy einführen ; ‚heissen diese resp. v, w, A, so ist 
nach 2. : | 


4 
Bar (cos vo®%x + cos uO°y + cos A0°r) 


— 005 (cosvo3r + cos uö?y + cos A0%:). 


‚VER. 


Beweisseines Theorems von den 
Kegeischnitten. 


Von dem 


Herrn Doctor F. Arndt, 


Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


mn 4 on 


Durch vier Punkte in einer Ebene sei ein beliebiger Kegelschnitt 
gelegt; es wird die Richtung der beiden Axen (der einen Axe 


der Parabel) gesucht. 


Nimmt man zwei Gegenseiten des durch die vier Punkte bestimm- 
ten Vierecks als Coordinatenaxen an, welche den Winkel x ein- 
schliessen, und bezeichnet die Coordinaten der heiden auf der 
Axe der x liegenden Punkte durch «, 0; «', 0; die Coordinaten 
der beiden andern auf der:Axe der y liegenden Punkte durch 0, ß; 
0, 8’; die Gleichung des Kegelschnitts, der um das Viereck be- 
schrieben worden, durch 


Ay? +2Bxzy +(C2?+2Dy+2Ece+F=0; 
so hat man folgende Relationen: 
. C2+2Ece + F—=0, 
. Ce 2 +2E! + F=0, 
. 42? +2DB + F=0, 
. 4B?+2DP’ + F=0. 


Eliminirt man EZ aus den beiden ersten Gleichungen, D aus den 
beiden andern,»so konımt 


a 
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N F F: 
D. ( = val? ABB" 


Ist nun & der Winkel, welchen die Axen des Kegelschnitts mit 
der Axe der x bilden, so hat man bekanntermassen 


6. tang = Csin2u—2Bsinu 


—)Bcosu-+t Ccos2u’ 
folglich, wenn man die Werthe von A und C aus 5. in 6. einführt: 


FBB' sin 2u— 2B au! BP’ sinu 
F (au«' + BP’ cos 2u) — 2B au BB’ cosw 





7. tang?5= 


Damit ist die Richtung der Axen nur von dem Verhältniss 5 ab- 


hängig und somit noch unbestimmt, wie es auch sein muss, in 

dem durch vier Punkte unendlich viele Linien zweiten Grades gelest 
werden können. 

. B 

Indessen giebt es einen Fall, in welchen tang 2& von y un- 

abhängig ist, und um diesen aufzufinden, setze man tang 2&=y, indem 

y eine constante Grösse bezeichnen soll. Bringt man die Gleichung 


FBP' sin 24 — 2 Bau’ BP’ sin u 


Fee’ + BP’ cos 2%) — 2 Bau’ PB’ cosu 
auf Null, so erhält man 
F'\ BB’ sin 2u — y (ae'-+BPß' cos 2u) !— 2.Ba«’ BP’ (sin u—y cos u)—0, 
und. da diese Gleichung für jedes 2 gelten soll, einzeln: 
8. BP’ sin 2u— 7 (au' + PP’ cos u) —=0, 
9. sinu—y cosu=(. \ 


Eliminirt, man 7 aus: diesen beiden Gleichungen, so entsteht 
(Bß’ — ae’) sinu=0, also, da sin « nicht verschwindet, 


10. Pß'=uu'. 

Man erhält ferner aus 9. tangu=y, also 

11. tang2& = tang wu. 
Man übersieht leicht, dass der Gleichung 10. der Fall entspricht, 
in welchem die vier Punkte in einer Kreislinie liegen, und da 
nach 11. 

=3u und E=9W0°% + }u, 
so haben wir folgendes Theorem, welches mir vor längerer Zeit 


als ein von Clausen gefundenes von dem Herrn Herausgeber 
gelegentlich zum Beweise vorgelegt wurde: 
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„Beschreibt man durch vier in einer Kreislinie 
liegende Punkte unendlich viele Linien des zwei- 
ten Grades, so sind deren Axen einer und der- 
selben Richtung parallel,’ derjenigen nämlich, 
welche die von den Gegenseiten des Vierecks 
sebildeten Winkel halbirt.“ 


WAHnl. 


Elementare Darstellung einer höchst 
einfachen Berechnung des Kreisver- 
hältnisses. 


Von 


Herrn Doctor Wilh. Matzka, 


Professor der Mathematik zu Tarnow. 


1. J. Schwab (gestorben 1813 zu Nancy) hat bekanntlich 
in einem kleinen Werkchen (Elemens de geometrie. 8. Nancy. 
1813. p. 104) ein äusserst einfaches Verfahren gelehrt *), das 
Verhältnissxder Kreislinie zum Durchmesser näherungs- 
weise zu bestimmen, welches auch bereits einige (freilich nur 
wenige) neuere Lehrbücher der Geometrie aufgenommen haben ; 
z. B. Vincent in seinem Cours de geometrie. | 

Es gründet sich dieses Verfahren auf den leicht nachweis- 
baren Zusammenhang umfangsgleicher regelmässiger Vielecke, dass, 
wenn /?, r bei einem regelmässigen necke, und R', r' bei einem 
regelmässigen 2necke, welche gleiche Umfänge haben, die Halb- 
messer der um- und eingeschriebenen Kreise vorstellen, 


ET, R—=NRır 


*) Terquem weist in Liouville ..Journal de mathem.‘ t.3. 
an. 1838. p. 98. nach, dass schon Descartes („Oeuvres de Descar- 
tes‘‘ publ. par V. Cousin. t. 11. p. 442.) diesen Vorgang gelehrt.und 
Euler im J. 1763 (,„,Novi comm. Petrop.“ t. 8. p. 157.) darauf auf- 
merksam gemacht hat. — So muss das in den Bibliotheken Vergrabene 
immer wieder neu erfunden werden! an. 
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ist. Verdoppelt man nun die Seitenzahl fortwährend und stellt die 
Halbmesser der successiven Vielecke in die Reihe 


DR; TR, Rt; m" Rms u. 


‚so ist vom dritten Gliede an jedes folgende erst das arithmetische 
und dann das geometrische Mittel: ja sogar, wenn bei weiterem 
Vorschreiten die Glieder sich hinreichend einander genähert haben, 
auch nur das arithmetische Mittel seiner beiden Vorgänger. Und 
die Grenze der Glieder ist der Halbmesser des Kreises, von dem- 
selben Umfange, wie alle diese regelmässigen Vielecke. 

Sind dann einmal zwei solche Glieder A und erreicht, deren 
geometrisches Mittel mit dem arithmetischen in. so viel Dezimal- 
ziffern als man für die Grenze verlangt, übereinstimmt, so findet 
| B—A 

3 

2. Leider lässt diese so leicht herzuleitende und höchst ein- 
fache Rechnung, weil der Zusammenhang der eigentlich zu suchen- 
den Zahl, x, mit der vorläufig zu berechnenden Hilfsgrösse — 
Halbmesser des Kreises von gegebenem Umfange‘ — nicht offen 
und klar vor Augen liegt, nicht überschauen, wie man dem vor- 
gesteckten Ziele, d. i. dem Verhältnisse der Kreislinie zu ihrem 
Durchmesser, durch allmälige Feststellung seiner nach einander 
folgenden Dezimalziffern, Schritt für Schritt näher rückt, was man 
bei einem mündlichen Vortrage dieses Verfahrens ungern vermisst. 
Das bewog mich, eine andere Hillsgrösse ausfindig zu machen, 
welche diesem Mangel abhilft. Als solche fand ich, wie die nach- 
folgende Herleitung ausweisen soll, am zusagendsten das umgekerte 





man sogleich die geforderte Grenze: = D+ a 


[7 . 1 . “ % 
obige Verhältniss, 7 nemlich jenes des Durchmessers zur 


Kreislinie, so wie zum Umfange des ein- oder umge- 
schriebenen regelmässigen Vieleckes; da man hier die- 
selbe bequeme wiederholt abwechselnde Berechnung des arithme- 
tischen und geometrischen Mittels benützen darf. 


3. Sei (in Taf. 11. Fig. 1.) d der Durchmesser eines. Krei- 
ses; von dem ihm eingeschriebenen regelmässigen necke und ?necke 
eine Seite AB und AC, der Umfang p und pP’; von’ dem umge- 
schriebenen regelmässigen necke und 2necke eine halbe Seite CE 


und GA, der Umfang P und P'; ‘so dass man hat: 
p=n:AB=n.2AD, 
p'=an.AC= in.2AF, 
DEN.2CH, 
P'—=2n.2GH; 


also 
ER Piraten 
"ZADTZAF=AC CETICH: 


4. Hiervon benutzen wir vor Allem die Proportion 


P':p = 2GH:DA, 
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verlängern CO zum "Durchmesser CJ und führen A1J, wodurch 
AJDAwSOGH wird *). Aus diesem folgt: 
GH: DA=0G:JD=z S:JD, 


daher wird P':p=d:JD. 


Zur Wegschaflung der JD betrachten wir das Dreieck OCE, 
in welchem DA|| CEıOC; daher erhalten wir 


OD:DA = OC:CE, 
also wegen DA:p=CE:P: 


OD: Pe OD+ S HP 
=JD:p+P, 


und hieraus 
P) 
d#DZSP: ee 
Mithin geben beide Proportionen vereint 
pe. 
P'WP: ars 


und sofort, wenn p, P, P’ in Bezug auf eine beliebige Längen- 
einheit: die Maasszahlen oder Zahlwerthe der betreffenden Viel- 
ecks-Umfänge vorstellen: 


an DR DE 
BR ne @+P):2 


So einfach auch diese Gleichung schon ist, so wird sie doch noch 
einfacher, wenn man ihr Umgekehrtes nimmt und die Theilung 
einzeln vollbringt, da dann 


1} IA 

p=(pt,)® 
wird. Ihr gemäss ist für jede Längeneinheit der umgekehrte (re- 
ciproke) Werth des Umfanges P' des umgeschriebenen 2necks das 


arithmetische Mittel der umgekehrten Werthe der Umfänge p und 
P der ein- und umgeschriebenen necke ; oder der Umfang PP’ des 


*) Aehnliche so wie auch congruente Dreiecke pflege ich jederzeit 
so zu bezeichnen, dass gleichvielte Buchstaben die Spitzen gleicher Win- 
kel andeuten; wonach auch jede zwei mit gleichvielten Buchstaben be- 
zeichneten Seiten homolog sind, und man demgemäss sehr leicht über- 
sieht, welche Winkel gleich und welche Seiten gleichliegend seien. 
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umgeschriebenen 2rtecks ist\das harmonische Mittel der Umfänge 
p und P der ein- und umgeschriebenen recke *). 


5. Die bei F und D rechtwinkligen Dreiecke CDA und CFO 
haben den Winkel an € genteinschaftlich; also sind sie ähnlich, 
und daher ist 


\ 4 


CA:DA= C0O:FO, und nach dem Obigen in 3. 


Em 
folglich 
a 


p':p Er 5:F'0. 


Ferner ist zur Elimination von FO im Dreiecke OGH die FA|| GH 
1L@0G, mithin 


G0:FO = GH: FA, 
nemlich 
N, | 
5:F0=P':p'; 
also giebt die Vereinigung beider Proportionen die neue 
Pıip=:p'p» 
und hieraus, wenn wieder pP; pP» ;P' die Zahlwerthe der betreffen- 
‚ den Umfänge vorstellen, ist 


Nimmt man, der Gleichförmigkeit wegen, auch hiervon das Um- 
gekehrte, so wird | 


ER 


1 1 


Bm top Bi 

6. Zwischen ‘den Umfängen p und .P der beiden regelmässi- 
gen necke besteht eines Theils die Proportionalität derselben zu 
den Halbmessern OD und 5 der ihnen eingeschriebenen Kreise, 
nemlich (wie auch in 4.): 


u on: 


3: 
und andern Theils ist im rechtwinkligen Dreiecke OAD: 





*) Die letztere Auslegung obiger Gleichung fand ich blos in van 
Swinden’s „Elem. d. Geom.‘, übersetzt von Jacobi, Jena 1834, 
angezeigt; obwohl sie schon Lamy (7 1715) und Horrebow (1737) 
kannten. 
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0B=02-4D=(5) (4) 
- n 


7 2 
m=a_ (le). 


Diese Proportion wird vereinfacht, wenn man durch »? und d? 
theilend ihr die Form anweist: 


daher 


en 
B393 (nd)? 


G-6)-c 


so dass man danach aus jedem der umgekehrten Werthe der Um- 
fänge p und P den des andern leicht berechnen kann. 


oder 


7. Die letzte Gleichung macht dadurch, dass sie noch mehr 
an Einfachheit gewinnt, wenn man sie mit d? multiplizirt, d. h. 
die Umfänge p und P zu dem Durchmesser d ins Verhältniss 


nimmt, folglich in 
d\? d\2 1 
d.) (5) (> n? 


übergeht, darauf aufmerksam, dass dieses Verfahren füglich auch 
auf die früheren zwei Gleichungen anzuwenden sei. Geschieht 
dies, indem man selbe mit d multiplizirt, so erhalten sie folgende 


Gestalt: 
% d Pe \ d z } d . 


d d d 
(3.) p' rue p . P' 
8. Kennt man demnach eines der beiden Verhältnisse 4 und 


E so sucht man das andere mittelst der Gleichung (1.), dann zu 
ihnen gemäss der Gleichung (2.) das arithmetische Mittel Si und 
zu diesem und zum nächst vorhergehenden Verhältnisse  gemiise 
der Gleichung (3.) das geometrische Mittel 2 

Auf diese Weise liegt jedes nachfolgende Verhältniss zwischen 
den zwei unmittelbar vorhergehenden und diese Verhältvisse nähern 


sich, bei unendlichem Wachsen Jer Seitenzahl 2, einer Grenze, 
welche, weil für lim ra —=%, wenn man die Kreislinie c nennt, 


sowohl lim p==c als auch lim P==c ist, @1:5=1:7= sein 
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muss, Da.nun auch diese Grenze zwischen jeden zwei nach ein- 
ander: berechneten Verhältnissen lie t, so müssen diejenigen und 
so viele Anfangsziffern derselben richtig.bestimmt.sein, als welche 
und wie viele in beiden Verhältnissen die nemlichen Mrz 


9. Legt, man,z. B. das eingeschriebene, regelmässige Sechs- 
eck, n=6, zu: Grunde, so ist. seine Seite gleich dem Halbmesser 
© daher sein Umfang | 


| ER und sonach So 


Daraus findet man 


1 
Zunfad Be vPelegya 


Bedient man sich beider weitern Rechnung. der 7stelligen Loga- 
rithmen , so findet man allmälig folgende zusammengehörigen Ver- 
hältnisse: 


n d:P | d:p 

6 0:288675 0.333333 
12 0.311004 0-321975 
24 0-316489 0.319220 
48 0:317854 0-318536. 


Von 0.319220 und 0:317854 ist das arithmetische Mittel —(0- 318537 
hinreichend nahe gleich dem geometrischen 0'3185364. Nimmt man 
vun die beiden letzten Zahlen 0'317854 

und 0318536 


so ist ihr Uiltergikiät Silo AN gm . . 682 
Bar rer Sa 227 


unle Hie'Gienke Aa — 09-3183. 


Es ist demnach in 6 Anfangsziffern nahe richtig 2- d:c—0'318309 ; 


daher findet man das eigentlich verlangte Khelsväohältnide ner 63d 
—=3-14160. Der richtige Werth ist #==3'14150265, daher der ge- 
fundene erst in der 6ten Ziffer um 1 zu gross. M 


Nachtrag: 


10. Eben als ich das Manuscript zur Kngchadhif bereit lege, 
fällt mir noch der Gedanke bei, dass sich selbst der Methode 
Schwab’s der Vortheil verschaffen lässt, nicht erst die entfern- 
tere Hilfsgrösse, den Halbmesser des Kreises, ‚von voraus festge- 
setztem Umfange, sondern die dem gesuchten x nächste Hilfs- 


grüsse, e, sogleich zu bereehnen, indem man gleich im Anfang 
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der Rechnung von den Halbmessern der regelmässigen Vielecke 
auf die Verhältnisse ihrer Durchmesser zu ihrem sich gleich blei- 
benden Umfange übergeht. | 


11. Hiebei nehme ich zugleich Gelegenheit, obige Beziehungs- 
sleichungen zwischen den Vieleckshalbmessern nach einem Verfah- 
ren abzuleiten, das noch einfacher und überschaulicher als das von 
Schwab a. a. O. gewiesene ist, und welches, wie mir mein ver- 
ehrter Freund, Herr Professor und Regierungsrath von Ettings- 
hausen, im Juli 1838 erzählte, sein damaliger Adjunct, nunmeh- 
riger Professor der Physik zu Innsbruck, Herr Baumgarten, in 
einem alten Buche gefunden habe. 


12. Sei (in Taf. III. Fig. 2.) AD die Seite eines regelmässi- 
gen, einem Kreise eingeschriebenen Vielecks. Führt man auf sie 
senkrecht den‘ Halbmesser OC, so halbirt dieser den Winkel 
AOB, und die Sehnen CA, CB werden einander gleich. Verbin- 
det man die Mitten A’ und 2’ derselben durch die Gerade A’B'; 
so ist sie die Seite, OD’ der kleinere und O4’ der grössere Halb- 
messer eines regelmässigen Vieleckes, welches doppelt so viel 
Seiten, aber doch denselben Umfang wie das gegebene hat. 

Denn so wie OC den Winkel AOB halbirt, eben so halbiren 
die zu den Mitten A’ und 2’ der gleichen Sehnen (A und CB 
gehenden Radienvectoren OA’ und OB’ wieder seine Hälften COA 
und COB; folglich ist 


C0O4'=4'04=C0OB'=B'OB=1!1AOB 


und 


A'OB'—=(CO4' +COB'—=1,40B, 


Ferner liegen die gleichen Sehnen CA, CB, also auch, ihre Mit- 
ten A’, DB’, vom Mittelpunkte gleich weit ab, nemlich es ist O4' 
—OB', daher das Dreieck A’OBD' gleichschenklig, und des Win- 
kels A’OB’ Halbirungslinie OD’ ı 4’B'; folglich ist: A’OB’ der 
Winkel am Mittelpunkte, 4’B’ die Seite, O4’ der grössere und 
OD' der kleinere Halbmesser eines regelmässigen Vielecks von 
doppelt so viel Seiten, als ihrer das gegebene besitzt. 

Weil endlich im Dreieck, ABC. die A’B’ || AB, als zugleich 
senkrecht auf der-OC, ist, dabei CA’ und CD’ die Hälften der 
Seiten CA und CB, also zu diesen proportional sind: muss A’B’ 
gleichfalls die Hälfte derselben AB sein. Das entstehende regel- 
mässige Vieleck hat daher doppelt ‚so viel, aber halb so kleine 
Seiten als das ursprüngliche, mithin einen eben so grossen Um- 
fang wie dieses. 

13. Seinun 0A=OB=0OC=R der grössere, OD=r der 
kleinere Halbmesser im ursprünglichen regelmässigen Vieleck; da- 
her im doppelt- so viel-seitigen der grössere Halbmesser 04’ 
—OB =R':und der kleinere OD'’=r'.. a. 

So wie CA’—=.44' muss wegen A’D' || AD auch CD!=DD', 
also 2’ die Mitte von CD sein; dann ist. OD’. das arithmetische 
Mittel von OC und OD, nemlich er | 

| ey, Berk OR wi A: 


oder 


Die OA’ ist, weil auf ihr die ,A4C senkrecht steht, eine Projec- 
tion der OC; und OD!,, weil;auf ihr die A’B’ senkrecht steht, 
ihre Rückprojection; oder in dem bei A’ rechtwinkligen Dreiecke 
O4’C ist A'D'ı OC; daher ist, OA’, die mittlere Proportionale 
zwischen OC und OD’: nemlich ""  " nr 2 


NV OCHOA = OA':OD'; 
oder i sol mogido Mi of a 
END? ! ur and 
Mithin ist Y\ 
EN 

14. Bezeichnen ‚wir ‚jetzt. bei, diesen zwei regelmässigen Viel- 
ecken ihre. kleineren, Durchmesser, mit.,d, .d’, und ihre grösseren 
mit D, D’, so dass diese Durchmesser. die Doppelten der, gleich- 
namigen Halbmesser r, r’, R, R’ vorstellen; so bestehen zwischen 


den Durchmessern ähnliche Gleichungen wie zwischen den gleich- 
namigen Halbmessern, nemlich: 
= HU D-NDR. 

Stellen wir endlich noch durch » den in beiden Vielecken gleichen 
Umfang vor, so gelten offenbar auch noch ähnliche Gleichungen 
für die Verhältnisse der vier verbundenen Durchmesser zu diesem 
sich gleich bleibenden Umfange,” nämlich | 


(2 Pr TEE IR 


Folglich ist , 


e 
erstlich % das arithmetische Mittel von a und 4: h 
a ag p 
I ö ur 3 3 » f 
dann das geometrische Mittel oh und Ga 
2 2 p 


15. Geht man nun auch hier vom regelmässigen Sechsecke 
aus, so ist ee k, daher sein Umfang p=6R, und 
das Verhältnis n=6R- a Zugleich 'macht die "halbe Seite 2 


“mit den beiden RI r und R ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Hypotenuse 2 ist; folglich hat man ww on 0 om 


*) Zur Ableitung dieser, Sätze in 12. und: 13, ‚würde Auch schon die 
auf) einer ‚Seite ‚der OC liegende Halbscheid der ‚Figur ausreichen. |; - 


Theil IX. 6 


32 
2 ? 
r2+ (5) — R? und daraus = y3. 


Mithin ist das Verhältniss 


Man läuft daher von denselben zwei Zahlen 6 Ärz und 3 
_— 2 aus und rechnet in: gleicher Weise; ‚folglich erhält man auch 


dieselbe Zahlenreihe wie in obigem Täfelchen in Art. 9., nur wird 


das Verhältniss as durch z ersetzt. Demnach findet man auch wie- 


BD RR 
der als Grenzverhältniss Tr 


15. Schlusshemerkung. Diese letztere Rechnungsweise 
des Kreisverhältnisses lässt sich also nicht blos am einfachsten 
durchführen, sondern auch am leichtesten rein geometrisch ablei- 
ten und sohin dürfte sie wohl die vorzüglichste sein., 


EX. 
Veber den Satz. von dem Inhalte der 
©Obelisken. dan 


| Yon 
dem Herausgeber. 


— nun 


Herr Oberlehrer,K. Koppe.an dem ‘Gymnasium ‚zu Soest 
hat sich bekanntlich durch die sehr zweckmässige Einführung einer 
neuen.(Art von Körpern unter dem Namen Obelisken. in die: Ele- 
mente der Stereometrie verdient‘ gemacht, und deren Inhaltsbe- 
stimmung auf einen bemerkenswerthen Satz zurückgeführt. Für 
diesen Satz hat Herr Koppe selbst in einem besondern, unter 
dem Titel: Ein neuer L klare der Stereometrie. ‘Von 
Karl Koppe. Essen. 1843. erschienenen Schriftchen ‘und’ in 
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seinen Anfangsgründen der reinen Mathematik. Zwei- 
ter Theil. Zweite Auflage. Essen. 1846, ferner Herr Pro- 
fessor Steiner in Crelle’s Journal. Band 23. Heft 3., und 
Herr Professor Bretschneider in seinem Lehrgebäude der 
niedern Geometrie. Jena. 1844. elementare Beweise gegeben. 
Ich glaube aber, dass diese Beweise, wenn auch nicht in ihrem 
Wesen, doch in der Form noch. einer Vereinfachung fähig sind, 
da der Satz wirklich an sich so einfach ist, dass er sich eigent- 
lich, bei nur einiger aufmerksamen Betrachtung, auf der Stelle 
ganz von selbst darbietet, und will daher in diesem Aufsatze die 
Art und Weise, wie ich den. Beweis darstellen würde, in der 
Kürze mittheilen. N 


11%; 


Ein Obelisk ist ein Körper, welcher von zwei parallelen 
Vielecken von gleich vielen Seiten als Grundflächen und eben so 
vielen: Trapezen, als die Grundflachen Seiten haben, als Seiten- 
flächen eingeschlossen wird.’ | 


Die Anzahl der Seiten der beiden Grundflächen bestimmt zu- 
gleich auch die Anzahl der Seiten des Obelisken. | 


Die Entfernung der beiden ‚parallelen Grundflächen von einan- 
der wird die Höhe des Obelisken genannt. 


Die Figur, welche entsteht, wenn ein Obelisk von einer sei- 
nen Grundflächen parallelen Ebene in gleichen Abständen von den 
beiden Grundflächen geschnitten wird, heisst seine mittlere 
Durchschnittsfigur. 


Wenn man durch einen beliebigen Punkt in der Ebene der 
einen der beiden Grundflächen Parallelen zu den Seitenkanten eines 
Obelisken zieht, so heisst das Vieleck, dessen Ecken die Durch- 
schnittspunkte dieser Parallelen mit der mittlern Durchschnittsfigur 
sind, die Ergänzungsfigur des Obelisken *). 


Sehr leicht lässt sich beweisen und bedarf daher hier keiner 
besondern Erläuterung, dass die beiden: Grundflächen eines Obe- 
lisken und dessen mittlere Durchschnittsfigur jederzeit gleiche 
Winkel haben und dass jeder dreiseitige Obelisk eine abgekürzte 
dreiseitige Pyramide ist, d. h. dass die Seitenkanten eines drei- 
seitigen Obelisken, gehörig verlängert, jederzeit in einem und dem- 
selben Punkte zusammenstossen. Eben so leicht erhellet, dass 
die mittlere Durchschnittsfigur und die Ergänzungsfigur immer 
leiche Winkel haben. Endlich fällt auch auf der Stelle in die 
ugen, dass die Seiten der mittleren Durchschnittsfigur die hal- 
ben Summen, die Seiten der Ergänzungsfigur die halben Differen- 
zen amt ihnen parallelen Seiten der Grundflächen des Obelis- 

en sind. 


. *) Dies weicht von der Koppe’schen Erklärung der Ergänzungs- 
figur, nach welcher man die Parallelen mit den Seitenkanten durch einen 
beliebigen Punkt in der Ebene der mittlern Durchschnittsfigur ziehen 
soll. ab, kommt aber offenbar im Wesentlichen auf dasselbe hinaus und 
erleichtert, wie es mir scheint, die Darstellung des Beweises. 


6* 


B.; 


1. 


‘Weun man in Taf. Ill. Fig. 3. durch eine Ecke A. eines: drei- 
seitigen Obelisken ABCA’B'C' eine der dieser Ecke gegenüber- 
stehenden Seitenfläiche BCB'C’ er Ebene AD’E' lest, so 
entsteht ein Körper ABCB'D’E'C', welcher ‘von dem Dreieck 
ABC und Viereck B’D’E'C' als parallelen Grundflächen, und dem 
Trapez BCB'C', den beiden Parallelogrammen ABB’ D' und ACCE' 


und dem Dreieck AD’E' als Seitenflächen eingeschlossen wird. 


Jeder Körper ABCDEFG (Taf. 11l. Fig. 4.) dieser Art 
ist einem Prisma gleich, welches die mittlere Durch- 
schnittsfisur D'EF'G' des Körpers zur Grundfläche 
und die Entfernung seiner parallelen Grundflächen 
von einander, .d. h. seine Höhe, zur Höhe hat. 


Die Richtigkeit hiervon 'erhellet auf: der Stelle, : wenn‘ man 
durch die Linie D’E' eine den parallelen Lmien AF, C@ parallele 
Ebene legt, welche die nöthigenfalls gehörig erweiterten Grund- 
fiichen ABC und DEFG in den Linien 4J und KL, die eben- 
falls, wenn es nöthig ist, gehörig erweiterten parallelen Seiten- 
flächen BCDG und AEF in den Linien ZK und JL schneidet. 
Dadurch erhält’ man die beiden dreiseitigen Prismen ABHJD'E' 
und DEKLD'E', von denen auf der Stelle erhellet, dass sie zur 
Deckung gebracht werden können, wobei man sich am besten 
etwa das obere Prisma um die Linie. D’E’ gedreht und in das 
untere Prisma gelegt denkt. Hieraus ergiebt sich aber. ferner auf 
der Stelle durch die einfachsten Schlüsse die zu beweisende Gleich- 
heit des Körpers ABCDEFG und des Prisma ACHJFGKL, was 
hier nicht weiter erläutert zu werden braucht. a 


IV. 
Wenn nun ABCDEA’B'CD'E’ (Taf. Il. Fig. 5.) ein Obelisk 


von beliebiger Seitenzahl ist, so lege man durch eine beliebige 
Ecke A die den Seitenkanten BP’, CC’, DD’, EE' parallelen 
Linien AB”, AC”’, AD”, AE”, und ziehe die Linien 2’C"”, 0” D", 
D"E", wodurch man die Pyramide 4A’B”C"D"E” erhält. Zieht 
man nun. noch die Linien AC, AD und C’'C”, D’D"’, so sind 
ABCB'CB"C", ACDCD'C"D"’, ADED'E'D"E” oflenbar Kör- 
er von der Beschaffenheit der in III. betrachteten Körper. Ueber- 
est man daher jetzt nur, dass der Obelisk , dessen mittlere Durch- 
‘schnittsfigur, Ergänzungsfigur, Höhe und Inhalt wir respective 
durch M, E, H, O bezeichnen wollen, die Summe der Pyramide 
AA'B"C"D"E" und der drei vorher genannten Körper, so wie fer- 
ner, dass nach einem allgemein bekannten stereometrischen Satze 
der Inhalt der Grundfläche der Pyramide offenbar AE, dass end- 
lich die Summe der mittlern Durchschnittsfiguren der drei die 
Pyramide zum Obelisken ergänzenden Körper augenscheinlich 
M— E ist; so erhellet nach dem bekannten Satze von dem In- 
halte der Pyramide und aus III. auf der Stelle die Richtigkeit der 
Gleichung | 119 
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; 0=3.4E.H4+ (MBH, 
d, ; 
4 „ 
O=(M—E +3 E)H ;, 


folglich 


O=(H+3 E)H, 


woraus sich unmittelbar der folgende Satz ergiebt: 


Jeder Obelisk ist der Summe eines Prisma und 
einer Pyramide gleich, welche respective die mittlere 
Durchschnittsfigur und die Ergänzungsfigur des Obe- 
lisken zu Grundflächen und Se Höhe des Obelisken 
zur gemeinschaftlichen Höhe haben. 


Stellt man den Beweis dieses von Koppe gefundenen Satzes 
auf die obige Weise dar, so bedarf man des sogenannten Schlus- 
ses von n auf n+1 gar nicht, der Beweis gewinnt, wie es mir 
scheint, überhaupt in mehrfacher Beziehung an Einfachheit, und 
legt auch die grosse Einfachheit des Satzes an sich deutlich vor 
Augen. Was bei der obigen Darstellung der Kürze wegen etwa 
noch unerörtert geblieben ist, wird Jeder leicht selbst hinzufügen 
können. Ueber die Anwendung des Satzes zur Berechnung ver- 
schiedener Arten von Körpern findet man vielfache Belehrung in 
dem oben angeführten besondern: Schriftchen von Koppe, auf 
welches daher zu verweisen für deutsche Leser völlig genügt. 
Weil jedoch das Archiv sich auch einer grossen Anzahl von Lesern 
ausserhalb Deutschlands, ich darf wohl sagen fast in ganz Europa, 
selbst auch jenseits des Oceans, in Amerika, erfreuet, so mag, 
um den Satz, wie er ungeachtet seiner grossen Einfachheit aller- 
dings verdient, in einem möglichst grossen Kreise bekannt zu 
machen, hier in der Kürze noch Folgendes dem Obigen hinzuge- 
fügt werden. 


V. 
Eine abgekürzte Pyramide ist offenbar ‚ein Obelisk mit einan- 
der ähnlichen Grundflächen. Bezeichnen wir daher die eine Grund- 


fläche einer abgekürzten Pyramide durch F und: das: Verhältniss 
einer beliebigen Seite derselben zu der gleichliegenden Seite der 


andern Grundfläche durch m:n, so ist nach II. m:z (m +n) das 
Verhältniss der gleichliegenden Seiten der Grundfläche Z und der 
mittlern Durchschnittsfigur M, und m:4+5(m—n) das Verhältniss 


der gleichliegenden Seiten der Grundfläche F und der Ergänzungs- 
igur E. Daher ist nach einem bekaunten Satze aus der liehre 
von der Aehnlichkeit 


F:M — mm n)?, 
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F:E = m?: mn) 
folglich 








2 NS 
M_ ) F, E=(” ”) F; 


Im Im 
also nach IV. 





0= (or 2 977; 


2m 2m 


1 n\2 .1 N? ? 
0=7/(14}) +3(1-%) | HF. 


Entwickelt man die Quadrate, so ergiebt sich 


oder 


1 n .n? : 


Bezeichnet man aber den Inhalt .der andern Grundfläche der abge- 
kürzten Pyramide durch F’, so ist 


Eii — ment, 


also 
aa WALSER" apiahh Wit 
m F'’ m2.; FF’ 
folglich | 
7 7 All 
hy 0o=3(14 Vz Hp)HR 
oder | 


0 = H(F+ VFF+F), 


welches die aus den Elementen der Stereometrie bekannte Formef 
zur Berechnnng des Inhalts der abgekürzten Pyramide ist. 

Ein Pohton ist ein Obelisk, dessen beide Grundflächen Recht- 
ecke sind. ° Bezeichnen wir nun die parallelen Seiten dieser Recht- 
ecke durch @, a’ und 5, b’; so ist nach 11. ofienbar 


oe 1 a 
M=z(a+«‘) zörHN)Fylrte)bH0), d 
1 1 1 i 
E=z(— a). 20-N)=-a-e)(b-d); 
folglich, wenn A die Höhe des Pontons ist: 


O=hl(at a’) (b +0") +3 (aa) (—D')}, 
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oder, wie hieraus durch leichte Rechnung folgt: 
O= 4 htalb PATER OT 
oder auch £ 
O=ghtb@a+ a) Hd (+20); 


welches die gewöhnlichen Formeln zur Berechnuiig der Pontons sind: 

Auch aus diesen wenigen Beispielen sieht man Schon, dass 
Herrn Koppe’s Satz zu vielen bemerkenswerthen Resultaten auf 
sehr einfache Weise führt, und jedenfalls sehr verdient, in den 
stereometrisehen Elementarunterricht immer allgemeiner aufgenoni- 
men zu werden. | 


x. 


Ueber die Entstehung der Obelisken. 
und eine geometrische Aufgabe. 


Von 


dem Herausgeber. 


— 


In der euclidischen Geometrie hat es von jeher als Regel 
einer guten Methode gegolten, und wird auch immer dafür gelten 
müssen; dass jederzeit erst die Realität eines geometrischen Ob- 
jeets nachgewiesen werden müsse, bevor man es überhaupt unter- 
nehmen dürfe, weitere Untersuchungen über dasselbe anzustellen, 
woraus sich auch überall die öfters scheinbar, willkührliche An- 
einanderreihung der. geometrischen Sätze in dem euclidischen 
Systeme auf das Genügendste erklären lässt, so dass sich, wenn 
man nur diesen Gesichtspunkt stets festhält, dieses System, was 
man'auch in neuerer Zeit hin und wieder dagegen gesagt, und wenn 
män auch öftersmit einer gewissen Geringschätzung von einer Veral- 
tung desselben gesprochen haben mag, in allen seinen. T'heilen 
auf das Vollkommenste und Schönste abrundet. Auch wüsste ich, 
selbst äuf'die Gefahr hin, mit einer, gewissen Hartnäckigkeit am 
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Althergebrachten festzuhalten beschuldigt zu werden, in der That 
kein neueres System, welches sich in Bezug auf wahre geometri- 
sche Strenge und Evidenz der Darstellung der eigentlichen geome- 
trischen Grundelemente — denn nur von diesen, keineswegs von 
den grossen und schönen Erweiterungen, mit denen in neuester 
Zeit die Geometrie durch Auffassung allgemeinerer Gesichtspunkte 
so sehr bereichert worden ist, deren hohe Wichtigkeit Niemand 
mehr als ich anzuerkennen bereit'sein kann, ist und kann hier die 
Rede sein — dem euclidischen Systeme an die Seite stellen liesse, 
weshalb ich denn auch dieses System namentlich für. den strengen 
geometrischen Schulunterricht — ohne daneben auf die Einführung 
neuerer ‚Entdeckungen in denselben zu verzichten — durchaus für 
das: geeignetste halte, und es fortwährend als erste und eigentliche 
Grundlage. jedes strengeren mathematischen Studiums betrachte, 
wobei ich auch nicht umhin kann, zu bemerken, dass sich nach 
meiner Ansicht die Art und Weise, auf welche manche neuere 
Bearbeiter der Elemente gewisse bekannte Knoten, deren Lösung 
Euclides uns hinterlassen hat, etwas cavalierement zu durchhauen 
suchen, keinesweges billigen lässt, wie auch in dieser Zeitschrift 
schon hin und wieder hervorgehoben werden ist. 

Die Einführung der besonderen Art von Körpern, welche man 
Obelisken genannt hat, in die Elemente der Stereometrie, ist jeden- 
falls sehr verdienstlich uud verdient alle Anerkennung. Man hat 
die Inhaltsbestimmung dieser Kürper auf einen sehr einfachen 
Satz zurückgeführt, welcher eine Quelle vieler anderen Inhalts- 
bestimmungen geometrischer Körper ist, und ich selbst habe in 
dem vorhergehenden, absichtlich von dem vorliegenden getrennten 
Aufsatze eine für den Elementarunterricht so wünschenswerthe, 
möglichst einfache Begründung dieses Satzes zu geben versucht. 
Aber noch. Niemand hat, so viel mir bekannt geworden ist, den 
strengen Nachweis der Möglichkeit oder Realität der Obelisken 
zu führen! gesucht /' was: sich nach» meinen. oben. dargelegten. An- 
sichten über die geometrische Methode nicht rechtfertigen lässt. 
Nach der Erklärung der Obelisker ‚hat man, ohne um deren Reali- 
tät sich weiter zu bekümmern, sogleich einige Eigenschaften der- 
selben bewiesen, und hat dann; “wahrscheinlich um recht bald 
etwas in der Praxis Anwendbares zu gewinnen, mit einer gewis- 
sen Eile den körperlichen Inhalt dieser besonderen Art von Kör- 
pern zu bestimmen gesucht. Die Nachweisung der Realität der 
Obelisken dürfte aber um so nöthiger sein und ein besonderes 
Interesse gewähren, weil man, wie sich "nachher zeigen wird, 
wenn man dieselbe zu geben versucht, zuletzt auf'ganz natürlichem 
Wege zu einem Probleme geführt wird, welches sich, so viel ich 
weiss, bis jetzt in den stereometrischen 'Elementen' noch. nicht 
findet, und nach meiner Ansicht durchaus aufgelöst werden’ muss, 
bevor man überhaupt zur weiteren Betrachtung der Obelisken über- 
gehen darf.” Es ist hier eme Lücke im geometrischen 'Systeme 
vorhanden, welche man’ sich hätte auszufüllen "bemühen "sollen 
Wir werden bald sehen, welches dieses Problem ist. Eine Auf- 
lösung bloss mit’ Hülfe der synthetischen Geometrie, welche aller- 
dings, um jene Lücke genügend auszufüllen, erforderlich‘ ‘sein 
würde und' vielleicht ziemlich einfach sein’ kann, "zugeben, ist'in 
diesem Aufsätze nicht meine Absicht. "Es genügt mir vielmehr 
für jetzt, auf das Problem aufmerksam zu machen und die syn- 


89 ? 


thetische. Auflösung ‚den Lesern, zu überlassen ; dagegen werde 
ich aber, um eine genauere Einsicht. in die. Natur desselben zu 
vermitteln, im Folgenden eine analytische Auflösung geben, welche 
mir, sowie die Aufgabe selbst,, nicht, ganz uninteressant zu sein 
scheint. | | 

Wir wollen uns also. jetzt zuerst mit der Entstehung der Obe- 
lisken,, deren Erklärung wir als bekannt voraussetzen, beschäftigen, 
indem wir vorläufig nur bemerken, dass man im. Folgenden stets 
festzuhalten hat, dass in Folge der Definition alle einen Obelisken 
begränzende Flächen ohne Ausnahme Ebenen sein sollen. Hier- 
nach kann man sich aber die Entstehung eines Obelisken auf fol- 
sende Art denken, wobei wir im Folgenden der Kürze wegen, 
wenn das Schneiden zweier geraden Linien gefordert wird, deren 
Parallellismus dabei nie ausschliessen werden. 

Es sei eine beliebige ebene geradlinige Figur A, A,Az3A;-.. An; 
welche wir im Folgenden der Kürze ‚wegen durch F bezeichnen 
wollen, gegeben. Durch den Punkt A, lege man eine beliebige, 
nicht in die Ebene der Figur F fallende gerade Linie. Hierauf 
lege man durch‘ den Punkt A, eine nicht in die: Ebene. der Figur 
F fallende ' gerade. ‚Linie, welche die vorhergehende durch den 
Punkt A, gelegte gerade Linie in einem gewissen Punkte schnei- 
det, was offenbar jederzeit möglich ist. Ferner lege man durch 
den Punkt A; eime nicht in die Ebene der Figur F fallende gerade 
Linie, welche die vorhergehende, durch den Punkt A, gelegte 
gerade Linie in einem gewissen Punkte schneidet, was wieder 
offenbar jederzeit möglich ist. ‚ ‚Auf diese ‚Art weiter gehend wird 
man endlich, zu. dem Punkte A„ gelangen. Durch diesen Punkt 
werden wir. wieder eine nicht: in die Ebene der Figur F' fallende 
gerade Linie: legen, welche die vorhergehende, durch den Punkt 
An-ı gelegte gerade Linie in einem gewissen Punkte schneidet, 
zu legen haben, was offenbar. jederzeit möglich sein würde. - Soll 
nun aber, wie es nach der Definition des Obelisken erforderlich 
ist, auch die letzte durch die Kante A„A, gehende Seitenfläche 
desselben eine Ebene.sein, so ist,.es augenscheinlich nöthig, dass 
die letzte durch den Punkt A„ geleste, nicht in die Ebene der 
Fisur F fallende gerade Linie nicht bloss die vorletzte, durch den 
Punkt An-; geleste, sondern zugleich auch die erste, durch den 
Punkt A, gelegte gerade Linie schneidet, und wir werden also, 
indem wir den Nachweis der Realität der Obelisken zu führen 
suchen, offenbar zuletzt zu der Aufgabe: — wenn zwei gerade 
Linien im Raume und. ein in keiner derselben liegender Punkt ge- 
geben sind, durch diesen Punkt einelie beiden gegebenen gera- 
den Linien schneidende gerade Linie zu legen — geführt. Die 
Auflösung. dieser. Aufgabe muss also im geometrischen Systeme 
nothwendig der Theorie der Obelisken vorangehen. Ist aber die 
Möglichkeit derselben nachgewiesen, so wird man ohne Weiteres 
mittelst einer der Figur. F parallelen Ebene einen nach allen Sei- 
ten hin von Ebenen begränzten Körper von der Natur der Obelis- 
ken herstellen können, und also die Realität der letzteren, wie es 
die. geometrische Strenge fordert, bewiesen haben. 

Alles kommt also, wie man hieraus sieht, auf die Auflösung 
der oben namhaft gemachten Aufgabe an, welche wir nun, die 
Aufsuchung einer synthetischen 'Auflösung für jetzt den Lesern 
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überlassend, Na auflösen wollen, um eine etwas genauere 
Einsicht in ihre Natur zu vermitteln: > 
Au f9 abe. 

Es seien zwei gerade Linien im Raume und ein in 
keiner derselben liegender Punkt gegeben; man soll 
durch diesen. Punkt eine,die beiden gegebenen geraden 
Linien .schneidende gerade Linie lesen, 


Pat Auflösung. 
Die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien seien 


X — (0 y—b, z—C, 
cos . cosßL  cosyı! 


2 


zn. y—b' z—& 
‘ C080%  cosß, Cosyy’ 


und a3, d3, €; seien die Coordinaten des. gegebenen Punktes. Da 
die gesuchte gerade Linie: durch den Punkt (a3Ö3c3). gehen soll, so 
sind ihre Gleichungen von der Form: 


I Le 
 c0Sp cos cos 


Weil nun diese gerade Linie sowohl die erste, als auch die zweite 
der beiden geraden Linien 1) schneiden soll; so haben wir, wenn 
die Coordinaten der respectiven Durchschnittspunkte durch ‚2 , %Yı> 
2); und &,, Y2, 22 bezeichnet werden, die folgenden Gleichungen: 


BEL et Yızbı Pr 
COS cos ßj COS yı 
3 h 
a  y-b la-a 
C0oS® ., ,cosy C0SY 
und 
gg _ Ya—ba _ 2260 
COS  .CcOSsPg  .COSy2’ 
4) 
7243 _Ya—bz __. 27763 
cos coSsV  cCOosYX 


Nimmt man zu diesen acht Gleichungen endlich noch die be- 
kannte Gleichung 


5) cosp? +cosw? + cosy? —=1, 


so hat man neun Gleichungen, mittelst welcher die neun unbekann- 
ten Grössen 215 Y1> 45. 20» Ya» 225 9, %, y bestimmt werden 
müssen. Sr a 1 
Eliminirt man aus den‘ vier Gleichungen 8) die drei Grössen 
2%» Yı, 715 So erhält man nach leichter Rechnung die Gleichung: 
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6) H(d1 —b3)c0osy} —(cı —C3) cos ßı}cosp 
+ lc —63) cos — (41 — 43) 605 y,} cos y 
+! (a, — a3) cos Bi — (bı — b3) COS dı }C0SY 


—0; 





und: auf ganz ‘ähnliche Art ergiebt sich durch Elimination von 25, 
Yy, 3 aus den vier Gleichımgen 4) die Gleichung: 


7) (bg — 53) C0SYg — (Ca —C3) cos Pz} cosp 

+ l(Cy— 63) C0Sty — (aa —4y) C0SYz} CS 

+!(a3 — 43) cos Pag — (ba —bz) C0S &, }cosy 

Diese beiden Gleichungen liefern in Verbindung mit der Glei- 
chung 5) die zur Bestimmung der drei N Grössen 9, %, 


7 erforderliche Anzahl von leichungen. 
Setzt man der Kürze wegen 


0. F 





A, =(a, —a;) cos, — (db, — 63) cos , 
Ag = (a3 —43) 608 Pg— (b2— 03) 0805; 
Bı= —(b, —b3) 6089, — (Cı — 63) c0SP} , 
B,= (b2 —b;) 08 Ya — (Ca — 63) COS Pz; 

1 =(Cı —C3) 608 & — (a) —A3) cosY, , 


5) 


(2 (63-63) C08.03— (Ag — 43) COS 5; 
so werden die beiden Gleichungen 6) und 7): | 


B, 6089 + Ci cosyw + A, c0sy—=0, 


e B,cosp + („cosy + Agcos1=0; 
woraus sich 
ne cos y anzu >" 
| B&-—GB; 


c0osYy— (Pr ERYT EUR cos op 
ergiebt. Also ist nach 5): 





cosy ah N 
? N (A,B-—-B 4° +(B,G-— CB)? +(04— 40% 


woraus sich, in Verbindung mit 10), die folgenden Formeln zur 
Bestimmung von 9, %, y ergeben, in denen die obern und untern 
Zeichen auf einander zu beziehen ‚sind: 








COB pe ee Mob wre 
V (AB,—B,4,) 4, +(B 6-0 B)+HGA—A, GC, 
A, B,— BA: 
a N (ABB A,HB, HB, G — C By)?4+(C,A2—A, 6)? 0% 
BG-—Cı Ba 
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Hat man aber. .die Winkel 9, %, x mittelst. dieser Formeln ge- 
funden, so erhält man die Coordinaten ©), yı, zı und 29, %2, 22 
leicht mittelst der Gleichungen 3) und 4), was wir hier nicht wei- 
ter entwickeln ‚wollen. | St. m) | 

Die Gleichungen der gesuchten durch den Punkt (az 53 63) ge- 
henden und die beiden gegebenen, durch'.die Gleichungen 1) cha- 
rakterisirten Linien schneidenden geraden Linien sind nach 2) und 1): 


12) Ü—Mg Ei Kae u 3 (gi 2 [3 5 

N Ad ia de Ben Br Ani Bla GBs 
Zu einer andern Auflösung gelangt man auf-folgende Weise. 
Die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien seien 


= a2 tb, yet h; 
= 0: + b,, y=üg: + Po; 


13). 


und f, g, A seien die Coordinaten des gegebenen Punktes. Also 
sind die Gleichungen der gesuchten geraden Linie von der Form 


1A) 2 —-f=AGt—h), y—y=Al@—h). 


Sind nun 2, %ı> 2 und 22, %95 22 die Coordinaten der Durch- 
schnittspunkte dieser Linie mit den beiden gegebenen geraden 
Linien, so haben wir zur: Bestimmung der: acht:unbekannten Grös- 
sen 21» Yı> A135 %2> 92» 2; A, A die folgenden acht Gleichungen: 


satt ra th; 
15) 09492, 4 da, Ya 0g22 + Pa; 
4 —/=Ala—h), 1—9=Yla—h), 
Da — f=-Aßg—h), a —9=U@—h). 
Aus den vier letzten (Gleichungen erhält man durch Elimination 
von A und X%: 
(a —f) 2 —h) (a —f)( 1 —AM)=V0, f 


® | (yı — 9) @a— W—(a—) (a1 —M=0; 


also vermöge der vier ersten Gleichungen: 


| 7 (42 +b1 —p) (23— A) —(a2:2+62—f) (a —h)=0 R 
(2 +ßı —g) a — A) — (a +2 —g) 1 -M)=0; 


oder 
m) tlak+b—f)! 22 
18) = (b—b)hrayR+b—f)i; 
(m) + (mit N! 
elf —Po)htlkehH P2—9) u 
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folglich 


19) ta + —f+ (a1—-@5) 2 ICH — Pr) h+HaktR- Nat | 
—=t0gh+Pı — 94 (9 —0) 21 \ (db, —b,)h+(ah+ b2—f) 2 Fr 
also, wie man nach leichter Entwickelung findet: 
20) O=1(b, —b3) (agh+ PL —g) — (Pı —P2) (aah+bı —f)}h 
(4 —a,) (d—bo)h+ (ah +3—f) (hi tpı—g) y N 
— (10) (A—Bo)R— (zb) (ht —g) N" 
+ ! (0103) (ah +b—f) — (dı — a5) (ch + Peg)”. . 


Für z,=h wird, wie man leicht findet, die Gleichung 19), folg- 
lich auch die Gleichung 20), erfüllt, so dass also 


= (6, —ba)(eh + Pr —N— (Pı — Pa)(aplı +h1—f)}h 
| (402) (dı—bz)h+ları+b2—f) (ah +Pı—g) ) 
— (4 —a, (fr —PBz)R—(agh+6,—f) (eh t+P2—g) 
+1 (a —a)ah+b2—f)— (az) (sh HB —g)) A? 
ist. Subtrahirt "man diese Gleichung von der Gleichung 20), so 
erhält man, wenn der Kürze wegen | 


h 


(M= el bo)t ht Naht ng) 
21) | (a — a) Po) h—lagh + —f)ahtR2—g): 
N= (4%) (ah + 2. —f)  (d1 — az) (ah +2 —9) | 
gesetzt wird, die Gleichung: 
2) (a-h)iM+ Na + h)\ N 
so dass also’ entweder ' 
21 0% I = 0 
oder 
M+Na+h)=0, 


d. h. entweder 


Zah en 
oder N 
- M 
24). 2; +th=—-y: a=—ı- N 
ist. 


Wollten wir aber „==h setzen, so würde aus der fünften und 
sechsten der Gleichungen 15) &,=f, y1=g folgen, und wegen der 
ersten und zweiten dieser Gleichungen müsste also 


= uhrbd,9g=uhtß, 
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sein, d. h der gegebene Punkt (/gk) würde in der ersten der bei- 
den gegebenen Linien liegen, was gegen die Voraussetzung strei- 
tet, da wir angenommen haben, dass der gegebene Punkt in kei- 
ner der beiden gegebenen Linien liegen soll, 

‚Hiernach können wir also bloss‘ 


12224 Dal 2 > 

setzen. e 

‚Bis hierher haben wir die Rechnung. absichtlich ganz allge- 
mein geführt. Um uns jedoeh die fernere Rechnung zu erleichtern, 
wollen wir, was oflenbar verstattet ist, jetzt den gegebenen Punkt 
als Anfang’ der Coordinaten annehmen, d. h. wir wollen im Vorher- 
gehenden (—=g=h=D0 setzen. 

Dies vorausgesetzt, ist im Vorhergehenden 


36) MZb;z8, —bıß2; 
| N=b,(a — %)— fe(aı — 9); 
. folglich nach 25): 


VE b1ß2 — baßı 
(a, — a) fg — (& — %)ba 





ar 


Nach der ersten der beiden Gleichungen 18) ist 
Age, b321 Beh 
"Th t+m—a)2’ 
also, wenn man den vorhergehenden Werth von z; einführt: 
O5 bBe—behı 
(a — 42) 1 — (&ı — @)bı 
Führt man nun ferner die gefundenen Ausdrücke von z, und 
in die aus 15) bekannten Gleichungen 
= +6, yzazı th 
23— A525 +02, Ya 022 + Pz 


ein, so erhält man für die Coordinaten der Durchschnittspunkte ‘der 
&esuchten Linie mit den beiden gegebenen Linien überhaupt die 
folgenden Ausdrücke: 


x 0 (&9ba An (5P2) Ya bo (a,b, — aß) 
; i (Ay — 42) Pa — (01 — 2) bg 
Pı (&ob2 — 985) — Pa (dıdı -Uhı) " 
pi NR ENFTEIRT TONER = 7 MED PT N vr AN 
Aaz (ai — 42) — (ec — 09) bg 
| LE | bßoa— baßı Hola) al) u9l8 19: 
"(ai — a) fo — (a — 0) ba ıalars 


Gall! 


und 
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„ei b1 (ü2b2 — aß2) — ba (bi - aß) 


dr (a — a9) fı — (ti — %)br 
30) !, Pi (bg —aaß5) — Pr (di —aıßı) 
ya (a, — a3) Pı — (&ı — %)bı 
u Deo bau ns) 
77 (1 —M)Pı — (dt — 8)br 


Die Gleichungen der gesuchten Linie sind 


2 bi (üb = a2») —bz, (aıbı —MPpı) N 


öl): Hab b1ß2 7 b2Bı 
1 (green a te ki 
r k bißa- boßı 
oder 
f | ip 


bı (0262 — d2P,) 5,6 aß) 


en nu an, 
Pı (202 — 4282) — B2 (01dı — Aıfı) ' 


Tu baßı 


Ist der gegebene Punkt: nieht der Anfang der Coordinaten, son- 
dern: überhaupt durch die Gaordinaten ‚f, 9; 4 bestimmt, so hraucht 
man sich durch denselben bloss ein‘dem primitiven Coordinaten- 
systeme\paralleles Coordinatensystem ‚gelegt zu denken, und wird 
dann leicht finden, dass man, um die nöthigen Ausdrücke zur Be- 
stimmung der Lage der gesuchten Linie zu erhalten, in den vor- 

hergehenden Formeln bloss für | 


U, 2 


_ respective 
TA YA; 
hd für 
61» Pı; 62» Pr 
respective Yyntyicd Y\ 


Gh+ı—f ahth—g; Qhrtba—f; flirt ag 


setzen, alles Uebrige aber ungeändert lassen muss, was wir wei- 
ter auszuführen dem Leser überlassen. 

Schliesslich wiederholen wir, dass wir eine Auflösung der vor- 
hergehenden Aufgabe bloss durch Construction, so dass dieselbe 
Platz in den Elementen der. Stereometrie' finden kann, für wün- 


schenswerth halten. x 
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AL 
Sur les derivees d’une fonction de 
| '- fonction. 


Par 
Monsieur Ubbo H. Meyer 


de Groningue. 


—— 


Divers procedes ont dte proposes. pour determiner, en forme 
finie, les derivees d’une fonction qui depend d’une autre fonction. 
Ce probleme, loin d’etre generalement 'resoluy,; n'est aborde que _ 
pour des cas tres speeiaux. "" CGonvaineu”'de limperfection ' de la 
theorie des derivees, M. Oscar-Schlömilch (Archiv. T. VI. 

. 204.) 'a tente de determiner les derivees'des fonetions'fs4 et’fer. 
l a trouve DE am met li! nf 
nl SI apa de oo 
Or fx een 3A,® fx +4 f E +... + Anz? r en 


dans laquelle 


DAR YE 


ß n I a — 
13.7 PM) — (p—1Mnpı + (p — Mapa. An Ppp—ı ;, 


n n a n 
On fer = Ar erfler + Age2&f"er +... 4 Aner? Lr ! 


in’»: \ " . er gu ni. i : yı 
le coefficient A, etant donne dans cette formule par l’equation 





Den Das ur pay A u u FE A Er 7 une 5 297 
en observant que dans les deux formules p, 5:P35 .... designent les 
coeflicients binominaux de l’exposant p. L’auteur'a'\demontre ces 
formules par induction, en indiquant qu’elles seront verifiees pour 
les derivees de Fordre n+1, lorsqu’on les suppose exactes pour 
Vordre n. Il a ajoute etre parvenu ä la determination des coeflicients 
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par une methode qui lui est propre; et il est ä regretter qu’il ne 
l’a pas communiquee, puisque la methode est souvent plus in- 
structive que le resultat n’est interessant. | 

Depuis longtemps darde trouv6 les memes formules, mais, 
oceupe par d’autres recherches, je ne les avais pas redigees. En 
lisant recemment lartiecle eite de M. Schlömilch, jai fixe de 
nouveau lattention sur ee sujet, et, en attendant que l’auteur faisse 
connaitre la methode par laquelle il est parvenu a ses formules, 
jeexposerai le procede qui m’a conduit & une formule generale qui 
embrasse les formules citses comme cas particuliers. 


Puisqu’on a generalement 


path = 0, Prtn, 
il faut que soit 
0. PrÖ, Prte, 


lorsque & designe une variable qui s’evanouit apres les differentia- 
tions. Si done y represente une fonction de x, et qu’on pose 


Yy — Yz> 
on aura de meme 
() = ftere: 
et lorsqu’on fait 
2) Yıte=yHt 9%, 


il s’ensuit 
fer: =/y+9,; 


ce qui change l’equation (]) en 


(3) hd, fyr 9, 
De plus, on tire de l’equation (2) 
(4) 9: = Yet. —Y; 


ce qui montre, non seulement que ©; depend de x et e, mais en- 
core que ©, s’evanouira avec e, du moins si l’on excepte les,va- 
leurs particulieres de x pour lesquelles il ya solution de continuite. 
On aura par suite 


. 


1 1 
/y+9; =fy er f'y 9; + 13/7 02+ 133% 9;° +... 


et, en vertu de l’equation (3), 
Theil IX. | h 
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n 1 [ Ä 
a Atfa9et gt Tat It 
ou, puisque y est independant de :, | 
5" Ze ©) 1 mn eRna ı mar 3 
(5) u=l'y € e+ 15/ yo, ©; +793/ y0, 0 + ... 


On s’assurera aisement que la serie dans le second membre de 
cette formule s’arretera au terme 


1 (A) an an 
Day 0 


_ parceque, selon l’equation (4), le premier terme du developpement 
de ©. suivant les puissances entieres et positives de e etant pro- 


. x . > m 
portionel & &, le premier terme du developpement de ©, serapro- 


. x m 41.4 ® 
portionel & e”, et qu’un terme de la forme 0, e”g. s’evanonıra avec 


€, lorsque m est plus grand que n, et que @. reste fonction conti- 
nue pour e=0. La formule (5) peut done etre mise sous la forme 


k=-n+1 
RR) >, plk):on k 
= 2 Hl, 900 
dans laquelle on a pose, pour abreger, 
(6) Ki 2.3: 
et, si l’on substitue & ©. sa valeur tiree de l’equation (4), il.viendra 
| KREIS. 
DE ein 


Posons encore, pour abreger, 





m k(k—)D) (k—2) .. (k7m+1 
% ee 
on aura, en developpant le binome (yr4+.— ya)", 
ıE ARE L (k) a? 2 n. ‚k—m 
a 2, Kl he Se (My, Ir}: i 


et, sil’on a egard & l’equation (1), et qu’on observe que d.y 
— 1, il resultera enfin zu 


M k=n41 m=k — Im m | B. ter 
rl Ra ee . & 

Voici la formule generale annoncee qui subsistera pour toute 
fonetion fy de y et pour toute fonetion y de x, en exceptant-tou- 
jours les cas particuliers oü l’on attribue A z une valeur telle que 
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la eontinuite sera interrompue. En prenant successivement „=? 
et y=er, elle fournira les formules de M. Schlömilch rapportees 
au commencement de cet article. I faut observer toutefois que, 
quoique la formule (9) soit plus developpee que la formule (7), 
celle-ei Femporte par sa simplieite: c'est pour quoi nous allons 
nous en occuper encore un instant. 


Faisons | 
Y-Yıze,. 
on aura | 
Yate = ext: = eX et, 
d’ou 
Yataoy Ze" (ee — 1), 


et la forınule (7) donnera 
. k=n+1 1 1 i 
(10) lem 2 met ile—dr 
Or, & etant egal ä zero, 
1 
0, (ee —1)* 
sera le coefficient de «* dans le developpement de 


(eu — DE 


suivant les puissances entieres et positives de vu. Donc, si l’on 
desisne ce coefficient par Dk,n, on aura 
” RR Er "5 k . 
(11) 0 fe Ei 71 Bh,n e BB, 
Lorsqu’on voudra appliquer la formule (7) a la determination de 


la derivee 0,/,u, il sera plus commode de substituer d’abord ze & 


- 


g et par suite RL ä 0,, ce qui la changera en 


1 -=rtı 1 


P 


2) man 2, hen 


Maintenant si Yon fait 
YZzYy— x“, 
on aura 
Yzıı4+93 = “(1 +89)“, 
d’ou Y 
| | ya) -y=zetlar)t—]), 
et Von trouvera, ä l’aide de la formule 2), 


7* 
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j nt] | 
rn A k 2 N Ku Pr 
zn En Ag fu trade —lik; 


A) ft 


done, si Yon pose 


j =n+ln! 
na 
(14) A leer en) 7,1“k,n schw fol, 
ıl suivra que Ak,n sera le coefficient de u” dans le developpement de 
(+ Wa — 1% 
suivant les puissances entieres et positives de x. Soit encore 
eye le, 
on aura 
Yyaıyg9zlali+9)—mlice+lite), 
d’ou 


ya ymld+o). 
Cette valeur de y substituee dans la formule (12), il viendra 


4 kn+1 1 5 
fe au 2, nf AH, 


et, si Yon pose 


k/nt+19y! 
ofi Au ger ee fr 
J zliE Bu RR Z! k,nlız ° 


on sera assure que Ck,n represente le coeflicient de «“ dans le 
developpement de 


Ara) 


suivant les puissances entieres et positives de «. On voit, par ce 
qui precede, en quoi consiste lavantage, que fournit la formule (7), 
puisqu’elle montre origine des coeflieients A, DB, C, de maniere 
Yu on pourra maintenant etudier ces coeflicients independamment, 
es formules dans lesquelles ils se sont presentes. 
Nous examinerons done ces coefliecients dans un article special. 


— 


Anmerkung des Herausgebers. In Theil VII. Nr, XXXIH. und 
Nr. XLI, befinden sich no«h zwei Abhandlungen des Merrn Professor Dr. 
Schlömilch über höhere Differenzialquotienten, 


101 


En. ; 


Sur le developpement de la fonction 
n je a % 
u r 


a 


Bar 
Monsieur Ubbo H. Meyer 


de Groningue. 


Les applications du No. precedent nous ont conduit aux coef- 
licients des puissances de u dans le developpement des fonctions 


A H+We—LR, (u —1)E et si +Fu)%. 


La determination de ces coefficients oflre beaucoup de diflicultes, 
et jusquiici on n’a pas trouve d’expressions dont la simplieite soit 
comparable ä& celle des coefficients binomjaux. Afin de contri- 
buer ä la connaissance de ces coefficients, je vais en signaler 
quelques relations. 


Le developpement de la fonction 
At —1 


en serie suivant les puissances entieres et positives de x commence 
par au, donc le developpement de 


(1 + u—1 
uu 
eommencera par Vunite. Au lieu de la fonction 
Ad +aw)e—1}* 


nous eonsiderons done plutöt la forfetion 


Me 


102 


dont le developpement aura l'unite pour premier terme. De meme 
nous nous occuperons des fonetions 


eu—17* IA +W;* 
; = et a 
au lieu des fonetions 

jeu—1% et it! +W)Y%; 


et nous posSons 


(A+uB—1,* 79 

(1) aerrannt GE „2, etnun 

FR | K h=% 
(2) It = 2 B,nUuR, 

u NN 
1 % na 
(3) Em? E44. C;,nuR; 
u nz 


n etant un nombre entier et. positif, tandisque # et u designent 
des nombres quelconques. Tl suit de la queentre les coeflicients 
A, B, C de Vartiele preeedent et entre les coeflicients 4, 3, € 
il y a les relations 


(4): Arne u Ben EBE ni nein | 


% etant un nombre entier et positif, On s’assurera de plus, par 
le theoreme de Cauchy, que les &quations (1) et (3) ne subsistent 
que pour un module de x inferieur ä 1, et que l’equation (2) ne 
subsiste que pour un module de x inferieur & 2%. 

Desisnons 'maintenant par e une variable qui s’evanouit Apres 
les differentiations, on aura, par le theoreme de Maclaurin; 


In eu 





(3) Yan uni 0: 8 De 
1 ncee—1 "4 
(6) Dunn; r ! ; 
3 A yaigdlb + 8)9* 
(M RE 


equations qui suflisent pour determmer A, 3, E& pour tout nombre 
entier et positif n, et auxquelles on pourra joindre 


| Miu 1, Buy 1, CE, = 


& 2. OR SR) 


En remplagant e par = et par suite 0; par ude, on tire de l’equa- 


tion (5) { 


€ x 
(1 pe —A n 
1 9" ara u 4 Yx,n, TB 
x u 


n! € 
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Or, lorsqu’on fait u = Pr ou A la valeur de 1 + ri se chan- 
gera en e‘. Donc si la valeur de ı est egale & zero, on aura 
IE a Te \. 
ou, en vertu de l’equation (6), 
(9) Dx,n = %;, n,- . : 
Si, au contraire, on pose u=ı=(, il suit de l’equation (5) 


l ın tet 


n!’e € 


$ —Nyn6; 
ou, suivant l’equation (7), 
(10) 5 Ey,n — Yy,n, I» 
. On voit done quiil suffit de determiner d’une maniere generale le 


coeflicient X, Bun Jae: les dsanalions (9) et (10) fournissent le moyen 
de deduire 8 et & d 


Posons, pour abreger, 


1 a DE, 

(11) Kl a it ; 

on aura | 
k (1 + .g)u-1 % 

(12) Öelfe = Mg gt 

d’ou 1 
e(1+2)defe= rue Art +&o)fe 
et puisque 
(L-+ &)% 1 


arg art 


‚ on tire de la precedente: 


(13) z.(A+o d fe=r le + rel e—1)fe; 
ou, suivant l’equation (11), 


e(l+ 2)defe,x = nf, 2—ı +x(uw—1le-A)fex; 


puis 
Ay El + ef fe + ee Ye. 


Pour developper les derivees de cette equation, on peut se servir 
de la formule de Leibnitz 
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m=n+ı m AR 


(15) d, Prey = a (n) 0, px 0, , 
m 
n et m etant des nombres entiers et positifs, et (n) donne par 
l’equation 
m nln—I)n—2%..(n— mr) 
N WET an 
En effet, si Yon suppose que 9. reste fonction continue pour =—0, 


et quon fasse y.—xP, p etant un nombre entier et positif, la for- 
mule (15) se reduira & 


n! gr=p 


ver n P — 
(1 7) ö, EP 9: = (n) p! PR ! I mp) a 


P%- 
En appliquant cette formule & l’equation (14), on obtiendra 
nd, [524 n (n—1) fan fen trat) nd, fer Hlfe 
d’oüu l’on deduit, en ayant egard aux equations (5) et (11), 

(18) (HN) Ar,n = #r_1,n + (u 1a—n Hi) Ur,n-ı: 


On pourra partir de cette equation aux differences partielles pour 

determiner Yy,n, en y joignant les equations (8) et la condition 

que A,,n ne contienne point de termes periodiques par rapport ä x. 
Posons pour cela f 


(«+ 1)(# +2)....(a HR)’ 
substituons cette valeur de 4 dans l’equation (18), et faisons dis- 
paraitre le facteur commun aux deux membres. On: trouvera 


P;,n Bun P;-ı,n + (u—1x—n + 1) P,,n-ı . 


(19) 2 fe an 


douü 
A P£-,,n= (u—1r—n-+ 1) P;,n-ı ; 


et Bar aus Wo,n=0, sin n'est pas egal A zero, on aura de meme 

0,n=0 sous la m&me condition. Si done k, represente une vari- 
able dont l’accroissement est egal aA Funite, on deduit de la pre- 
cedente | 


de ER ERRE 
a (v—1lia—n-+ 1) Pr sn-ı 


ou 
kı=x+ 
(20) N en ie 


1 


125 
a 
ayant soin de®eduire A zero la fonction periodique par rapport A # 
que lintegration finie introduit, si # n’est pas un nombre entier et 
positif. 

En changeant 4, en Äg, zen k,, et nen n—1, lequation (20) 
se reduit ä 

k,=kıt1 £ 
Pin h 8 (v—1li,—nH+?2) Pi, ,n—2 
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et substituant cette valeur de Pk, ,n—ı dans l’equation (20), on ob- 
tiendra 
k=+tık=k+1 ___ EN LeA he 
Pon= Ee en (v—lk—r+1) (u—14,—n-+?2) P,.,n- 
= 2—1 
En continuant ainsi, et observant que 


= 4 Pı,o=%o=1; 
il viendra 


P;ı,n = 
kactikmkırı nn tt Pal NT 
ie 2 2 (lin +1l)(u—lia—n+2).(u—1 in), 
ı—1 k,=1 km 


et, en vertu de l’equation (19), on aura enfin 








0. a. Pe — 
karte im —n +1 v—llsn+2  w— lin 
> >. ... Br En ET DIT Fe —— a 2 
a Ki kn! »+n u 5 n—1 +1 


hs ka. lin designant des variables dont l accroissement est 1, et 
les integrales etant prises de maniere que les fonctions periodiques 
par rapport ä % s’evanouissent. Üette equation est pen commode 

our l’evaluation du coeflicient X, toutelois elle semble meriter 
quelque attention, parcequlil n'est pas impossible de reduire l’inte- 

ration multiple ä une integration simple. Ajoutons ‚que les equa- 
tions (9) et (10) fournissent le moyen d’obtenir innmediatement des 
relations analogues pourles coeflicients Het€. L’equation (18) donnera 


(22) (#% Fr n)Dx,n = D+—1,n =r #D2,n-1 
(23) (#4 n) Cy,n Hl nn (#+n—1) C,;, n—1 5 
et l’equation (21) se reduira ä 


k=k 











De tt kı | Ik ib 
2) Dun = a 3, R% ul »+n a+n—1"x+V’ 
(25) Cyr,n = 
erhebt Fat! Ye. pnfuhn—l Au di 
wer each kml s+n „s+n—l""s+1 


L’equation (13) conduit encore & dautres relations. On en 
tire d’abord 


1+.)% —1 
#f: ET er | u Pet 


el +8) f—alu—le—Dfe: 
puis 


R 1 * J N RE | BEIES NL 
ef, A ea + 9er: yprt 
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En y appliquant la formule de Leibnitz (15), qu’on peut mettre aussi 
sous la forme 


ya m—n4 1 OS "Pax I, dr 





TEN Inn 

on trouvera 

% 

EEE 
m—n+1 , 1 A 6 ern : 
Bit (n — m)!” e ur 20, el HE er 
Or, on.a | 

1 .nmdrgr—l .. (—D 





(n— m)! © WE m p—m+r’ 
et, eu egard ä “ formule (17), : 


AT e+ def let fe) 





_ M om m—]1 zm— Auer, je 
m! 0, ft Men 1 (m— fer pe he 
; H m—ı 


0” BEN i 
Laie pen (anal DC 
done Frequation Ben se changera en 

n—m 


Rom. _ ee @-D. $4 HM ‚m u„—1#z—m+1 EL 


Dis no namHLt mie amt 


ou, en vertu des equations (5) et (11), 


m—n+1 2) 1) 
dei! n—m a 


(6) #Ux,n= tem) Pe nn (USE EET 
Le second membre deviendra plus simple, si Von observe au en 
general on a 
m—n4-1 
2 pm + Ym-)=9n + Y-ı + = 2 19m +Um), 


met 


et que par suite l’&quation (26) peut £tre Aa en 


| #Asn—(#+n) Yx,n — m 1++ DD U,-ı 





n—ım EN] 1 


m=0 ee am 
Mais, suivant l’equation (,« on a 


Yu,-, = 0, 
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et de l’equation (16) on deduit 


am N 
(#0 n—m (u ]); 


done, apres quelques reductions, l’equation precedente deviendra 


ee re 


m—0 (n — m) (n—m+D) 


Remarquons encore qu’& l’aide de la relation (18) on deduit de 
l’equation (26) 

n—m 

BkıSi-(U — ]) 

= n—m+1 








(28) Ar, n— 


9) PR In» 


- On parvient ä une relation semblable a l’equation (27), en ope- 
rant sur l’equation (12) presentee sous la forme 


N Au DR 
delfe = 1+.:.-(1+9Wu 8’ 
d’ou Von tire y i h 
en 
det ufe). 


En prenunt la derivee de l’ordre. 2 par rapport & & des deux mem- 
bres de cette equation, et se servant des formules (15) et (17), on 
obtiendra apres quelques reductions 

n—m+1 


(29) nn =, (#4 m) ur ea 


ou, ce qui revient au m&me, 


m]  ,. G4m(d-n) , mi 
(30) nAx,n — ER (— 1) (n — m) (n om + 1) (utn—ım 1) A,, m» 





Ajoutons encore que l’on trouvera des relations analogues pour les 
coeffiecients 5 et E ä l’aide des equations (9) et (10). L’equation 
(27) conduira ä Ru 

MENT HM 


(51) DENE sa ET D,,m: 
“+ m 


m—n 
(32) nEx,n= ah (— u Ci,m- 


m) (n — m +) 
L’equation (25) donnera 
m_ntı 1 
mo (n—m+D)! Arm 
m=n+1 — ])2—m 
(34) C,,n zZ... >} gb Aal EBEN 


mo r—-m-+]1 


(33) Dr,n= 


Enfin Pequation (29) ou (30) fournira seulement 
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“m 
RM m+ Tide m 
car pour u—=0 elle coincidera avee l’equation (27) et se reduira 
donc ä la relation (32). 

A ces relations Beunen, se joindre celles qu’on obtient, en 
appliquant la formule de Leibnitz au second membre de l’equation 


. dA+MB—lr nk ltIe pr Aral, 
er —ö Br EHE 


—=0, = 


mn 
5)  ndun= 2 (rer! 
m=( 


On arrivera & 


m=n+1 
(36) Az, na. Ar, m Uri, n—m; 
m=O 
puis, au moyen des equations (9) et (10), 
m—n-+1 
(37) Dx, n = u D,m Dr—i,n—m; 
m—n4 1 
(38) h E;, n — Er CE}, m Ey, „ N—IM+ 
—0 


Dans toutes les formules rapportees ci-dessus la valeur de 
u reste invariable; c’est pour quoi nous avons e&erit partout simple- 
ment %Yz,n au lieu de Ux,n,u.  Cherchons & present des relations 
dans lesquelles il entre a-la-fois diverses valeurs de u. 

Soit y une fonction de x determinee par l’equation 


(39) y=zYy—=(l+a)—]; 


il s’en suit | 
EA en laurt, 
RR ur air 
De plus on tire de l’equation (39) 
1 
z=(l +y)" —1 E) 
d’ou 
u Aryl, 
er 
u3 
done on aura h h 
ae A ty 


uXx uX 1 { 
us 


(40) 


yuls 
t 2, 


EB Bi 
je [AN ze ar pin 
X Ur 2 eh hi 
nY 
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Rappelons nous maintenant la formule (7) du No. preeedent 


m=n+ı ] 


(41) .h= = a, Se lyare—y lm, 


ig) 
et appliquons cette formule au second membre de l’equation pre- 
cedente; nous obtiendrons, en egard & l’equation (39), 
nn A+2)%—1] 
Er 
ve) 
a 
HAH+zr+IR— Arm. 
2a ; 
wF 


7.4 


BY 


L 
m—n41 1 m Ad+y)%—1 
mo m! y N... 


En faisant z==0), et observant que y s’evanouit avee z, on deduit 
de la precedente jointe & l’equation (5): 


m—_n+1 ap . 
Aı,n,u= Fe A_k,m, 1 Te tld + eu — 1m. 


n! 
Mais, ä l’aide des equations (5) et (17), on trouvera 
. En m [UHDR-I m 
n! n! e WE 
nen KR — 1) 
 Rd—m)!e ! we | 
done on aura 


At) 1m 








= u Ym, nm; u; 


m=n-- 4 
Yy,n,u = 7, ur Y_,.,m, u m, nm, u, 


ou, en eerivant — x au lieu de x, 


‘* m=n+1 
(42) Mr n, u — < u Yr ‚m, ” Am, n—m, U. 


-_ 


De plus on en tire, en vertu des equations (9) et (10), 


m—nHt1 
(43) 25.7, PR Dm,n—m; 
m=O 
m—nt1 
(44) E_,,n = N Dx,m Em, n—m» 


‚ Le theoreme de Burmann conduit encore & une relation plus 
simple. En eflet, en vertu de ce theoreme, on a 


(2) Öy Fr > 


en faisant 20 apres les differentiations, -et supposant que y 


n on 
Ö, 9% — Ö, 





s’6vanouit avec 2, tandisque la rapport z reste fini. Il s’en suit 
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(yV”_ mal y N (INT fy ehr 
ee 


Yy 0” nl Yy ”+n 
6% ur un N 1 


et 





Si done y depend de x par l’equation (39), d’oüu Fon a deduit 
l’equation (40), on obtiendra 


- Tl. 
% ; TEL u 
zn gb 1° 0% zn \ NL 
€ AR „tn Y 1 
u 


et puisque les valeurs de x et.y sont nulles apres les UINErERNNE 
tions, on aura, suivant l’equation (5), 


(45) Ar, 1, Mm — Un, n, Ar 3 


er Er n 
d’ou encore, en ayant An aux en (9) et (10), 


(46) m E_3Tn, TR > 


- 


(47) €E,,n = > 2: n IT, n« 


Avant de terminer cet article, nous ferons connaitre les for- 
mules par lesquelles les coeflficients 4, 8, € sont exprimes d’une 
maniere independante, 

Considerons d’abord le cas ou # sera un nombre entier et po- 
sitif, que nous designerons par p. On aura 


1+9%—1 
nn) $) we 2 


d’ou, suivant la formule (17), 





I 1 ok ' 
A,,n = ur 91 ERY, (dl + E)U— ) ‚Pr, 
puis 
(br IRRDON »An 
Ana „(ba Oremı nyt te re 

ou | 

(48) Ap,n — ran ch 7 (p) es 
Soit ensuite u une fonction de & determinde par l’equation 

(49) U—Ur tr _ 1, Se 


d’ou 
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n (1.+z)“—1 Bf (7) 3 
0, eh — {1 ra) . 


Appliquons l’equation (41) au second membre, et observons que 


1 m m 
tu Aare) AH rm, 


il viendra 
e ar NE X m—n+ m. E 
0, app, = 23 ; («) (1 + wm ro (Ute — u)”; 
m) , 





uX 


‚et, puisque vu=0, lorsque z=0, on trouvera, en prenant 2—= 0 
et recourant & l’equation (), 
m—n-4-1 m 
(50) Yr,n= Med Cm,n(%), 


dans laquelle on a fait, pour abreger, 
1 9” m | 
mn ler 
ou, suivant l’equation (49), 


van... a, ne 
RN we 


a 





Om,n — 


de plus, m etant un nomhre entier et positif, on tire.de la prece- 
dente jointe ä l’equation (5), 


p=m+1 
5) emn=I" 2 (-Drmi,n. 


Done, lorsqu’on aura trouve la valeur de %,,n par l’equation (48), 
on evaluera &m,n par lequation (51), et l’equation (50) donnera 
enfin la valeur de %,,n, quel que soit x. 

On trouyera pareillement, pour l’evaluation de 9, 


m=_n-4-1 m 
(52) Dr, N ei Pm,n (#) > 
P=m+1 p 
(53) Pm, n=- Vene 1” en, ne 1) (m) Sp, N > 
(—1)p rt q 
54 n= > — +, 
(4) &n, (ptn! no (—1)r(p)gP 
Quant au coefficient €, on aura encore 
m=n-1 m 
(55) CG,n= 2 Ym,n (#) , 
m—O 
p=m+1 p 
6) Imm=(-m 2, (-Drm En: 


mais, lorsqu’on voudra deduire la valeur de E,,n de l’equation (48), 
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0 


en y faisant u=0, on sera conduit & la forme 0° Pour eviter cet 
inconvenient, on differentie p fois par rapport & e l’&quation 
g=-r+1 q pt 
EP Yp,n,e=(—DP =, (—Dr(p) (g3); 


et l’on trouvera, en ayant egard aux €quations (10) et (17), 


pH q p+n 
PlEon= NM 2, DIE (9), 


x 


ou, si l’on substitue & ä eg et par suite g0.ä Ös, ü 


p+n q=r+1 q 
p! Ep,n—Ö! (e) (—1)P Zn did. 


Or, comme on a 

Dp, 0 — 1 > 
on deduit de l’equation (54) 
—brerti q 


ce qui change l’equation precedente en 


- 1:2 


+n 
(57) En=; 


x 


[2 1 . 
d’ou l’on voit que — Cp,n sera le coeflicient de xP dans le deve- 


‚loppement de 


tr Er dE—2%)... (2 -p—n2+D 
En RT RR RE (p-Htn) 


suivant les puissances ’entieres et positives de x. Ayant evalue 
ce coefücient, soit par le theoreme de Girard, soit par d’autres 
moyens, on calculera Ym,n par l’equation (56), et l’equation (55) four- 
nira ensuite la valeur de C;,n pour tout #. 1l faut remarquer tou- 
tefois gi sera plus simple de deduire la valeur de € des equa- 


tions (47) et (52), ce qui donnera immediatement 
% m=n+H1 m 
ER BE 
&;,n % +n at Pm,n ( % n), 


ou, ce qui revient au meme, 


m—n-+1 m 
GB Eun=,ın ZZ, CD" Bmalatntm-1). 
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XHHIE. 
Uebungsaufgaben für Schüler. 


Von dem 
Herrn Doctor J. Dienger, 


Lehrer. der Mathematik und Physik an der höheren Bürgerschule zu 
Sinsheim bei Heidelberg. 


1 1 Le 1 ua 
sts aıtmıteoit- m" Ink. 

1 1 1 1 ER 
7 tezitezıtezit.- in inf. — 


> 1 1 | 
ei tritt ezıt.- in inf. =3-35- 


DO me 009 





ag 


1 de 1 en | 76 ehe 
jtang at jztang 55 ta5tangzt-- in inf. = = 
1 el r„ .1 TC KR: 4 
5 tang 53 + 32 tang zz + 53 tang 55+ ... In inf, = Mirl 


Zwischen den Schenkeln AB und AC des Winkels BAC soll 
die Linie DE so gezogen werden, dass der innerhalb des Win- 
kels BAC gegebene Punkt F der Schwerpunkt des Dreiecks 
ADE werde. 


(Die Figur zu dieser und der folgenden Aufgabe wird sich ein Jeder 
leicht selbst entwerfen können.) 


Ausserhalb der Schenkel AB, AC des Winkels BAC ist einPunkt 
E und innerhalb dieser Schenkel eine durch die Spitze A des Winkels 
gehende Linie AD gegeben; man soll die, die Schenkel AP und 
AC in M und N schneidende Gerade MN dersestalt ziehen, dass 
sie verlängert durch’ E gehe und, wenn O den Durchschnittspunkt 
dieser Linie mit AD bezeichnet, zugleich NMO=ON sei‘. 


Theil IX. 8 
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Auf einer Geraden OP rollt ein Kreis, dessen Halbmesser R 
ist, mit einer Geschwindigkeit V. Auf dem Umfange dieses Krei- 
ses rollt ein zweiter Kreis, welcher den ersten im Anfange der 
Bewegung in einem bestimmten Punkte @ berührt, mit einer Ge- 
schwindigkeit v. Ist nun r der. Halbmesser Hieses Kreises, so 
verlangt man den Ort eines bestimmten Punktes M des Umfangs 
des letztern Kreises am Ende der Zeit t, so wie die Kurve, 
welche‘ dieser Punkt beschrieben hat. 


Es ist 


ab + (a+d be +ra+?2d)be2-+ (a+3d) bed + .... + (a+(n—]) d)ber—t 
_(e — Da + —b)a)ber — (r—Dbd—(a—d)b u} 








(e—-D? 
So findet man für a=1, e=b, d=1: 
n+2 __ n+1 
DH HBBSH ABEL. nn 9 a a 


Es ist | 
(r—-D(r—2)...1+(r + Dr(r—)D..2.24+2) (+) ..3.22+ ... 
4 (+ m)(r +m—])... (m + 1) zr 
amtH—_z_m+tr+1l amt] 
= r(r—))... aa | un aller zungen; (2 — "G@-)rt + 1, (ee 
„ mtrtDmtr) a Bi + (m+r+l)(m+r)m+r—-])) zmt—2 





4 DD at er 1.2.3 "(@—-1r— 
Hasena) IR (m+2) mtl 
“u..0000+ ng 9er ENT | 


wobei das obere Zeichen für ein gerades, das untere für ein un- 
gerades r silt.. 


So findet sich z. B. für r=3: 
3.2.1 +4.3.2.2 +5.4.3.22+....+(m +3) (m+2) (m-+ )z” 
a air: amt3—1l (m+4)(m+3) mt? 
=s| — (c—Dt tm+t. (e—D)3 12 '&@—D% 
MAG L Kon) s)(m-+2) amt1 Ä 


"z—1 





Für z=1 bietet sich die Summe unter der Form ‘ deren wah- 
rer Werth jedoch alsdann leicht zu ermitteln ist. | 
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bxz + ab2?+(a+1)bx°+(a+?2)d2*+ .... +(a+n — 2) bar 
zur: r” +b (n— 2) 2? — (n —))zrt142(2° — 29) +2 
<—1 (2 — 1)? 5 





ab 





xIv. 
Miscellen. 


Die durch grosse Gelehrsamkeit, namentlich auch in philolo- 
ischen Dingen, ausgezeichnete Schrift: Denkschrift zur Säcu- 
ARE der Universität Erlangen am 3—25. Aus. 1843 
im Namen der vereinigten Universität Halle und Wit- 
tenberg dargebracht von Dr. J. S. C. Schweigger, Pro- 
fessor der Naturwissenschaft in Halle. (Ueber natur- 
wissenschaftliche Mysterien in ihrem Verhältniss zur 
Litteraturdes Alterthums.) Halle. 4. enthält auch manche für 
die Geschichte der Mathematik interessante Bemerkungen, und ver- 
dient daher in dieser Beziehung um so mehr hier empfohlen und 
in Erinnerung gebracht zu werden, weil solche Gelegenheitschrif- 
ten oft weniger Beachtung finden, als sie verdienen. Ich werde 
daher hier und gelegentlich wieder in den folgenden Heften des 
Archivs Einiges aus derselben ausheben, wünsche aber, dass da- 
durch Niemand abgehalten werden möge, sich mit dem ganzen In- 
halte dieser gewiss recht sehr Beachtung verdienenden Schrift des 
würdigen Herrn Verfassers und anderer, eine ähnliche Tendenz 
habender Schriften desselben näher bekannt zu machen, was ins- 
besondere auch den Herren Philologen anzurathen sein möchte. 


Ich hebe für diesmal die folgende, das herühmte Problem von 
der Verdoppelung des Würfels betreffende Stelle mit einer aus- 
führlichen Note zu derselben heraus, die sich S. 12 und 13 und 
S. 44 und 45 finden, und hoffe, dass beides für sich verständlich 
sein wird, indem ich nur noch bemerke, dass die Note sich haupt- 
sächlich auf die im Texte mit Cursivschrift gedruckten Worte 
bezieht, G. 


» Wenn Aristoteles, da wo er in seiner Physik vom Raum 
redet, die ungeschriebenen Lehrsätze (ayoa«p« doyuare) des Plato 
erwähnt, so ist es klar, dass man sich dabei nicht ein eigenes, 
dogmatisch geordnetes philosophisches System zu denken habe, 
wie Tennemann meint, eben so wenig aber, wie neuerdings Zer- 
mann annimmt, „eine weitere Entwickelung der Sokratischen Keime 
unter dem Einfluss anderer Philosophien oder eigener Erfahrun- 
gen “, was auf spätere, von der schriftlichen Mittheilung verschie- 

ene Zusätze hinauslaufen würde, von denen jedoch schwer zu 


8* 
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beweisen wäre, dass sie lediglich eine weitere  Entwiekelung So- 
kratischer Keime waren, also der Hauptsache nach auf Moralphi- 
losophie sich bezogen. Eher das Gegentheil lässt sich wahrschein- 
lich machen mit Beziehung auf eine Andeutung Cicero’s, der aus- 
drücklich hervorhebt, dass Plato sich von ägyptischen Priestern 
in astronomischen und mathematischen Dingen habe unterrichten 
lassen, auch die Pythagoräer aufgesucht, um sich über Dinge zu 
belehren, welche Sokrates verschmähte. Und man darf nur einen 
Blick werfen auf die Geschichte der Mathematik, um sich zu 
überzeugen, dass Plato und seine Schule auch in mathematischer 
Beziehung einen bedeutenden Ruf habe. Von Aufgaben ganz an- 
derer Art handelt es sich hier, als diejenigen sind, worauf wohl 
zuweilen in den Platonischen Schriften angespielt wird. Im mathe- 
matischen Fache müssen wir also ganz entschieden ungeschriebene 
Platonische Lehrsätze annehmen. Selbst mit einem Ausspruche 
des Delphischen Gottes hängt Platos Ruf als Mathematiker zu- 
sammen, indem er das geometrische Problem gelöst haben soll, 
wovon das Delphische Orakel das Aufhören der Pest in Athen 
abhängig machte. Was man auch halten mag von dieser Sage 
oder Fabel: auf alle Fälle ist ihre Entstehung nur unter der Vor- 
aussetzung denkbar, dass nicht bloss im. Orient, sondern auch in ' 
Griechenland, und namentlich in dem durch seine Eleusinischen 
Mysterien berühmten Athen, mathematische und religiöse Bezie- 
hungen in engerer Verbindung standen, als man gewöhnlich sich 
vorstellt. Wie aber, aus ganz guten, wissenschaftlichen sowohl 
als moralischen Gründen, wir lieber gar keine Mathematik und 
Naturwissenschaft werden haben wollen, als eine solche traditio- 
nelle, welche noch heut zu Tage bei den Brahminen in Ostindien 
religiös sich geltend macht: ‘so konnte dasselbe auch .bei Sokra- 
tes der Fall sein, welcher eben darum bloss auf Moralphilosophie 
sich einliess, die ihrer Natur nach entgegengesetzt ist jedem fal- 
schen Mysticismus.“ | 

13. „Cicero de finibus V. 29. -—— Die übrigen hierher gehörigen, auf 
Plalo’s mathematische nur mündlich, nicht in seinen Schriften vorgetra- 
gene Lehrsätze sich beziehenden Beweisstellen, findet man gesammelt in 
Montucla’s Geschichte der Mathematik, B. I. S. 163—185, wo umständ- 
lich die Rede ist von den bedeutenden Verdiensten Plato’s und der Plato- 
nischen Schule um Mathematik. — So wie aber der Ruhm des: Sokrates 
mit dem Ausspruche des Delphischen Gottes, der ihn für den weisesten 
erklärte, zusammenhängt: so reiht eine Sage den Ruhm Plaio’s als 
Mathematikers au den Ausspruch desselben Gottes an. Um sogleich zu 
verstehn, dass von dem sogenannten Delischen Problem, die Verdoppelung 
des Cubus betreffend, die Rede sei, lese man 8. 13.2. 12 (— oben 2. 18. — G.) 
statt „„das Delphische Orakel‘‘ vielmehr ‚‚das Delische Orakel‘, obwohl der 
Orakel gebende Gott derselbe ist, nämlich Apollo. Apollo soll die Ver- 
doppelung der Masse seines cubischen Altars, gemäss den von Hontucla 
angeführten Zeugnissen, zur Bedingung des Aufhörens einer Pest in At- 
tica gemacht haben. Natürlich darf man nicht an jene berühmte: Pest 
denken. welche den Perikles hinwegraffte, sondern mtss eine spätere 
Rückkehr der Seuche annehmen, sofern nänilich Plato das Problem ge- 
löst haben soll, obwohl Honfucla gezeigt hat, dass es schon vor ihm 
gelöst war. Uebrigens giebt es noch eine ganz andere, hinsichtlich auf 
Namen und Localität verschiedene Erzählungsart der Entstehung dieses 
Problems. Und eben darum, weil von einer ganz schwankenden und 
ihrer Natur nach nicht an eine bestimmte Localität zu bindenden -Fabel 
die Rede ist: so kann man (wie Hulton es that und ebenso auch Bar- 
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low, jeder in seinem mathematical and philosophical dictionary, ) das 
Delische Problem bloss als Appollinisches Problem auffassen, da Apollo; 
auch Delius heisst; und mag dann, wie es gleichfalls von Huiton und, 
Barlow geschah, auch Deiphisches: Orakel: schreiben, statt Delisches 
Orakel. Letzteres aber müsste nach der P/utarchischen Erzählung (de 
genio Sokratis c. 7.) genannt werden, obwohl Plutarch in derselben 
Stelle uns schon auf eine wel allgemeinere Auffassung der Erzählung 
hinleitete. — Schon erwähnt nämlich wurde, wie günstig sich das Del- 
phische Orakel über Sokrates aussprach, was in der Platonischen. Apolo- 
gie als ein Aufruf des Gottes dargestellt wird zu einer den Forschungs-_ 
geist anregenden Lehrweise. Und gerade aus demselben Gesichtspunkte 
fasst Plato das geometrische Problem desselben Gottes auf. Es erzählt 
nämlich Plutarch, dass Plato, über Lösung dieses Problems befragt, 
sich an etwas erinnert habe, was bei seinem Aufenthalt in Aegypten 
sich ereignet hatte. Es sei nämlich eine Nachzeichnung einer ägypti- 
schen Aufschrift, welche in einem Grabmal der A/kmene, der Mutter 
des Herkules, auf einer Tafel gefunden wurde, nach Aegypten gesandt 
und diese Aufschrift von Chonuphis, dem Propheten wie er genannt 
wird, erklärt worden in folgender Weise: die Griechen würden zu einem 
ruhigen und friedlichen Leben ermahnt, sie sollten der Philosophie (d.h. 
im alten Sinne des Wortes Nalurwissenschaft) sich befleissigen und mit 
Gründen statt mit Waffen ihre Streitigkeiten entscheiden. — In diesem 
Sinne nun habe P/ato geantwortet: Apollo wolle, indem er ein geome- 
trisches Problem vorlege, die Griechen wegen ihrer Unwissenheit ver- 
höhnen und sie erinnern, dass sie fleissiger Geomelrie treiben möchten. 
Der Gott verlange gar nicht die ‚Verdoppelung der Masse seines cubi- 
schen Altars, sondern befehle den Griechen das Unheil des Krieges zu 
vermeiden, sich den Musen zu widmen, und freundlich mit einander zu 
verkehren, nachdem sie durch Wissenschaften und namentlich Mathema- 
tik die Leidenschaften besänftiget (dıa Avywv zur dıa uadnuatew ra nadn 
zaranroauvovras). — Vergleicht man damit eine Stelle des Pluztarch in 
dem Leben des Nikias e. 23.: so wird man mit Verwunderung erfüllt, 
zu sehen, wie viele Mühe es kostete und wie künstliche Umwege man 
wählen. musste, um der Mathemätik und. den Naturwissenschaften zu- 
nächst nur Duldung wenigstens im Leben‘ und endlich allgemeinere Ver- 
breitung zu verschaffen, wobei man dann getrost der still wirkenden 
Kraft der Wahrheit vertrauen konnte. Selbst Orakelsprüche mussten in 
dieser Beziehung zur Hülfe genommen werden. Das lange Sprechen 
des Sokrates in der Platonischen Apologie über den ihn betreffenden 
Ausspruch; des Delphischen Orakels erscheint in diesem Zusammenhang 
in einem ganz anderen Lichte. Zugleich merkt man, dass bei den Ora- 
keln des Apollo wohl mehr unterrichtete Priester in Thätigkeit mögen 
gewesen sein, als jene erblichen waren in den Eleusinischen :Mysterien 
aus der Familie ‚der Eumolpiden. — Ueberhaupt hatten die Mysterien 
vorzugsweise die Traditionen der alten Zeit, die Orakel aber die Gegen- 
wart und Zukunft im Auge;; theilweise eben darum den durch. die 
Mysterien veranlassten Hemmungen entgegengesetzt. Als diese ihren Ein- 
fluss verloren und namentlich die mathematischen Wissenschaften Ge- 
meingut der Menschheit wurden, schwiegen bald auch die Orakel und 
mussten schweigen. ‘* 


Ueber Dezimalbrüche. 
Von Herrn Simon Spitzer zu Wien. 
(Von Herrn Director v. Littrow dem Herausgeber zur Aufnahme in das 
Archiv gütigst mitgetheilt.) 
Bei Abfassung des gegenwärtigen Aufsatzes war es nicht 
meine Absicht, die Anzahl der bestehenden Rechnungs - Vortheile 
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um Einen zu vermehren, da ich weiss, dass sie selten weiter als 
in der engen Sphäre der Schule ihre Anwendung finden; es war 
bloss meine Absicht, auf die zahlreichen Gesetze aufmerksam zu 
machen, die in den De&zimalen herrschen, die wie aus einer un- 
ausschöpfbaren Quelle jedem darüber Denkenden von selbst auf- 
fallen. 

Die Verwandlung mehrerer gemeiner Brüche in Dezimalen ist 
das erste, was ich hier betrachte. Es wird gewiss Jeden über- 
raschen, wenn ich behaupte, ja selbst durch die T’hat zeige, dass 
ich gemeine Brüche, deren Nenner 19, 29, 39, 49, u. s. w. sind, 
so schnell in Dezimalbrüche verwandle, dass kaum Jemand das 
Resultat so schnell abschreiben könnte, als ich es ausrechne. 


Ich will zuerst den eigentlichen Rechnungsmechanismus durch 
mehrere Beispiele erläutern und dann die Richtigkeit des Verfah- 


. . D . ° 16 
rens durch einen einfachen Beweis bestätigen. Es sei m das ge- 


wählte Beispiel, so sage ich: 2 in 16 geht 8mal (der Quotient 
wird jedesmal aufgeschrieben und als neuer Dividend betrachtet), 
2 in 8 geht 4mal, 2 in 4 geht 2mal, 2 in 2 geht Imal, 2 in 1 geht 
Omal, bleibt 1 (der Rest wird immer verzehnfacht), ‘2 in 10 geht 
5mal, 2 in 5 geht 2mal, bleibt 1 (1 als Rest wird. verzehnfacht 
und der Quotient 2 dazu addirt), 2 in 12 geht 6mal, 2 in 6 geht 
3mal, 2 in 3 geht Imal, bleibt 1, 2 in 11 geht 5mal u. s. f., so 


dass man hat 1,—084210526313.... 


Zweites Beispiel. = Hier ist der beständige Divisor3; also 3 


in 9 geht 3mal, 3 in 3 geht Imal, 3 in 1 geht Omal, 3 in 10 geht 
3mal, bleibt 1, 3 in 13 geht Amal, bleibt 1, 3 in 14 geht Amal, 
bleibt 2, 3 in 24 geht Smal, 3 in 8 geht 2mal, bleibt 2, 3 in 22 
geht 7mal, bleibt 1, 3 in 17 geht 5mal, bleibt 2, 3 in 25 geht 


Smal, bleibt 1 u. s. w.; daher 5, =0-31034482758.... 


Drittes Beispiel. a Hier sage ich 5 in 1 geht Omal, 5 in 10 


geht 2mal, 5 in 2 Beh! Omal, 5 in 20 geht Amal, 5 in 4 geht Omal, 5 in 40 
geht Smal, 5 in 8 geht 1mal, bleibt 3, 5 in 31 geht 6mal, bleibt 1, 
5 in 16 geht 3mal, bleibt 1, 5 in 13 geht 2mal, bleibt 3, 5 in 32 


geht 6mal, bleibt 2, 5 in 26 geht 5mal, u. s. w., so dass = 
— 0'020408163265.... 


Wer sich die Mühe nimmt, diese angeführten Beispiele auf- 
merksam durchzulesen, sie selbst auf dem Papier zu arbeiten und 
sich durch dreibis vier Stunden in mehreren ähnlichen Beispielen übt, 

wird sich gewiss überzeugen, dass ich vorher nichts Uebertriebenes 

behauptete. 


Jetzt zum Beweis. Es sei Z der Zähler und 10N —1 der 
Nenner, so heisst der Bruch DN-T und wenn man den Zähler 
durch den Nenner dividirt, findet man: 
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A / Z Z Z 

DN-i0UXtem'mn tmmt-- 
d. h. es entsteht eine unendliche Reihe, deren Istes Glied 10tel, 
deren tes Glied 100tel, tes Glied 1000tel u.s.w. enthält. Ferner 
sieht man aus der Reihe: man findet die :1ste Dezimalzifler, wenn 
man Z durch N dividirt, die 2te Ziffer erhält: man aus der ersten, 
wenn man diese durch N dividirt, eben so erhält man die 3te 
aus der ?ten, wenn man diese durch N dividnt u. s. f. Dass 
man den jedesmaligen Rest verzehnfacht, folgt ebenfalls aus der 
Betrachtung der Reihe oder auch unmittelbar aus dem Geiste des 
dekadischen Zahlensystems. 

Fast noch öinfäches lässt sich der Satz beweisen durch An- | 
wendung der Fourierschen Divisions-Methode, die ich hier als 
bekannt voraussetze.: Ich bezeichne ‚der Einfachheit wegen 79 mit 
81, 29 mit 31, so dass der Punkt über dem Einer minus bedeu- 
tet; es ist auf diese Art z. B. 


£ — 50:81 = 0-06329113 „08:6 — 0135593 
26 N 
23 Ä 33 
72 35 
4 9 | 55 

11 19 
31 13 

I ER U. 3: W. 


Dass die jedesmalige Verbesserung nicht abgezogen , sondern 
hinzuaddirt wird, folgt daraus, weil die Einheit im Dividend nicht 
positiv, wie bei der gewöhnlichen Fourierschen, sondern nega- 
tiv ist, daher sich die Subtraction in eine Addition verwandelt. 


Bei der Verwandlung gemeiner Brüche in Dezimalbrüche sties- 
sen mir oft solche Perioden auf, deren Gesetz in der Zifferfolge 
ganz jenem der arithmetischen Reihen glich, z. B. 


0:24 27 30 33 36 39 42 45 48 51... oder 0105 110 115 120 125 130 135 140... 


Sie nach der gewöhnlichen Methode in gemeine Brüche zu 
verwandeln, ist gewiss unausführbar und ausserordentlich zeitrau- 
bend. Ein bedeutend einfacherer Weg dürfte der folgende sein: 


Ss. 0:24 27 30 33 36 39 42 4... ; 


multiplicirt man diese Gleichung mit 100 und zieht man die Gege- 
bene von der so erhaltenen ab, so ist | MN ONE 
Ä 100 S=2% 27 30 33 36 39 42 45 48..., 


folglich 
995 = 4: 0303030303030303.... 


oder 
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3. 2379 2379 2379 
WEM + 05700 > daher S= og 


Eben so erhält man aus 








 0082=20:105 110115 120 125.... 
"1000. S= 105-110 115 120 15 130.... 
999. 5105 003 003 005.003 005... — 105 + 2 — 10900 . 
| Ara ae 999 "7999 
daher | 
s._ 104900 _ 104900 


9992 7 998001 ' 


Nachdem ich diese Aufgabe so einfach gelöst, versuchte ich Pe 
rioden, deren Ziffern in arithmetischen Reihen höherer Grade fort- 
schritten, in gemeine Brüche zu verwandeln, welches mir auch 
eben so leichi gelang. Es ist z. B. 


S—0:01 0409 1625 36.49... 
100.5 1:04 09 16 25 36.49 64... 
DWSEIBBNWIETE.... 


Dadurch reduzirt sich die Aufgabe auf die frühere, weil die Ziffern 
nach arithmetischen Reihen des 1sten Grades fortschreiten; man hat 
nämlich 


9900 S= 103 05 07 09 11 13 15 17... ; 


daher j } | 
9900 5 — 99 Ss —.102.. 02.02 0202 02 02 02... — KR LE 
10100 , 10100 __ 10100 
99 S(100— ]) = 9° > daher S= 953 7 9703299° 
. Es sei 


S—=0:001008027064125216.... 
, 1000 Ss = 1:008027064125216343.... 
999 S— 1:007019037061091127.... 


Die Ziffern dieser Reihe sind nach einer arithmetischen Reihe des 
zweiten Grades gebildet; daher reducirt sich diese Auflösung wieder 
auf die nächstvorhergehende. Aus den wenigen Beispielen kann 
man den Schluss ziehen: Alle gemeinen Brüche, deren Nenner 
Potenzen von 9, 99, 999, 9999, u. s. w. sind, geben, in Dezimal- 
brüche verwandelt, Perioden, deren. Ziffern nach arithmetischen 
Reihen des so vielten Grades gebildet sind, als der um 1 ver- 
srösserte Exponent anzeigt. | a 

Ich ende hier mit diesem. meinen ersten Aufsatze mit der Hofl- 
nung, dass er den geneigten Leser nicht ganz unbefriedigt gelassen. 
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Veber das Elektron der Alten und die 
praktische Bedeutung alterthümlicher 
Naturwissenschaft, namentlich der 
symbolischen Hieroglyphe, für die 
neuere Zeit. 

Von 


Herrn Professor Dr. J.. S. C.;Schweigger 


an der Universität zu Halle. 


Einleitung. 
Es giebt dreierlei Anwendungen der fortschreitenden Natur- 


+ 


wissenschaft, unter denen die älteste die auf Mediein ist. Diese : 


wurde in neuester Zeit dadurch beschränkt, dass die Medicin sich 
abgetrennt (auf unsern Universitäten sogar der Facultät nach) von 
der Pharmacie, und die sich geltend machende Homöopathie, der 
alten Pharmacie Hohn sprechend, mehr einen zeitgemässen dun- 
keln mystischen, als einen heitern naturwissenschaftlichen Cha- 
rakter angenommen hat. Erfreulicher ist es, hinzublieken auf die 
srossartigen Fortschritte, welche die Technik dem Einflusse_ fort- 
schreitender Naturwissenschaft verdankt, wozu:in England vorzugs- 
weise die sogenannten Institutions beitragen, jene nachahmungs- 
werthen praktisch “naturwissenschaftlichen Bürgergesellschafien, 
welche den geistigen: Mittelpunkt der &ewerhthätigkeit Englands 
bilden. Es giebt aber noch eine dritte Anwendung der fortschrei- 
tenden Naturwissenschaft, nämlich die zur Aufklärung’ der'Dunkel- 
heit des Alterthums, welche Dunkelheit durch Verbreitung 'nächt- 
licher Schatten von jeher nur allzu einflussreich war auf die neuere 
Zeit: Das vorliegende Archiv für. Mathematik und Physik, auf 
‘allen -gelehrten‘ philologischen Schulen. unsers deutschen ‘Vaterlan- 
des verbreitet, ist gegenwärtig; die, einzige Zeitschrift, worin’ es 
möglich, 'alterthümliche; naturwissenschaftliche Dinge auf‘ eine 
gründliche Weise zur Sprache ‘zu bringen.‘ ‚Denn die philologischen 
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Journale mögen sich nicht auf naturwissenschaftliche, die natur- 
wissenschaftlichen nicht auf philologische Gegenstände einlassen. 
So gab mir allerdings die Histoire de la Ühimie depuis les 
temps les plus recules par Dr. Ferdin. Höfer. Paris. 
1842., wovon in einem chemischen Journal zu sprechen wenigstens 
zulässig scheinen musste, eine wohlgegründete Veranlassung im 
Journal für praktische Chemie. B. 34. S. 385. ff. vom 
Elektron der Alten wenigstens nebenbei zu sprechen in einer 
sich dem Hauptinhalte nach auf experimentelle naturwissenschaft- 
liche Gegenstände beziehenden Abhandlung. Sehr gern würde ich 
mich mit dieser kurzen Mittheilung begnügt haben, wenn nicht 
Missverständnisse entstanden wären , deren Aufklärung im Interesse 
der Wissenschaft mir eine Ehrensache für dieses chemische Jour- 
nal zu sein schien. Da aber die auf Missverständnissen beruhen- 
den Einwendungen in. einer von demselben, Verleger herausgege- 
benen Zeitschrift (in Poggendorff’s Annalen der Physik. 
B. 65... 8. 621—637.) mitgetheilt worden waren , und zwar ‚in gros- 
ser Ausführlichkeit, wodurch es nöthig wurde, die Sache umständ- 
licher und philologisch strenger zu behandeln: so war kein Raum 
mehr zur. Fortsetzung. der. Abhandlung. .in «derselben; Zeitschrift, 
worin sie angelangen wär. Für die entstandene unangenehme 
Verspätung in Publication der folgenden Mittheilungen giebt nun 
die vorliegende Zeitschrift reichlichen Ersatz. Denn es ist ein 
sehr günstiger Umstand, dass ‚bei dem zunächst unsere höheren 
Lehranstalten ins Auge fassenden Archiv für Mathematik und Phy- 
sik zugleich mathematisch und’ philolegisch gebildete Leser vor- 
ausgesetzt werden können. : Gern werden dieselben sich die um- 
ständlich darzulegenden Einzelnheiten gefallen lassen; aber sie 
werden nicht dabei stehen zu bleiben verlangen, wozu andere, 
sich in Einzelnheiten verlierende Diseiplinen oft nur allzusehr, ja 
in dem Grade geneigt machen, dass man, um mit Göthe zu 
reden, ‚Unordnung und Wust als das wahre Element ansieht, in 
welchem das Wissen einzig gedeihen könne.“ ' Dagegen wird durch 
die mathematische Anschauung: der rechte Sinn geweckt, eine 
‚lange Reihe von Gedanken zw verfolgen, Ueberblicke zu gewinnen 
und zerstreut liegende Bruchstücke geistig zu einem Ganzen zu 
vereinen, wodurch scheinbar Unbedeutendes erst Bedeutung gewinnt. 
Da aber nicht vorausgesetzt werien kann, ‘dass die Leser dieses 
Archivs mit jener frühern in einem chemischen Journal mitgetheil- 
ten, wie gesagt, nur nebenbei vom Elektron der Alten sprechen- 
den Abhandlung bekannt seien, so ist daraus einiges hervorzuheben, 
wozu wenige Nummern ausreichen werden. | Eye 


| 1. Höfer sagt in der oben :-angeführten Histoire.de la 
Chimie. p. 133.: @uant au metal: que l’on: reneontrait ‘dans les 
mines d’or (elutia), et qui, apres le lavage du minerai, se pre- 
sentait sous la forme de calculs noirs, variesde taches 
blanches ä peu pres du meme poids  que:l’or;il et:se trou- 
‘want pele-mele avec les sables auriferes au fond..des.|corheilles 
destinees & recueillir ce metal, ce n’est lä certainement pas l’etain. 
@juel etait alors ee metal blanc, et aussi pesant que’ For? —: Ce 
metal ne pouvait &tre que le platine.. ‚D’ailleurs, il n’est pas 
etonnant que les anciens aient connu le platine,; puisque ce, metal 
se rencontre souvent dans: les mines »d’or, ‚et qu'il' se, presente, 
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ainsi que l’or, avec l’aspeet qui le characterise. In der Note wird 
(oieama Stelle des Plinius angeführt: Inveniuntur (eae arenae) et 
in aurariis metallis, quae elutia vocant, aqua immissa eluente cal- 
eulos nigros paulum candore variatos, quibus eadem gravi- 
tas quae auro, et ideo in calathis, in quibus aurum colligitur, rema- 
nent eum eo. (Hist. nat. XXXIV. 16.) — Plinius nennt diese 
Körner von getrübtem weisslichen Schimmer (da niger sehr häufig 
blos das Dunkelfarbigere bezeichnet), eben ihrer Schwere und ihrer 
dem Blei näher als dem Silber stehenden Farbe wegen, plum-- 
bum album oder candidum, und beginnt den Abschnitt, wel- 
cher die verschiedenartigsten Notizen über plumbum album und 
nigrum zusammenstellt, sogleich mit Hindeutung auf fabelhafte, 
dieses plumbum album betreflende Angaben, sowie auf das hohe 
Alterthum desselben: plumbi duo genera, nigrum atque candidum; 
retiosissimum candidum, a Graeeis appellatum cassiteron, 
'abuloseque narratum in insulas maris atlantiei peti. — Album 
habuit auctoritatem et Iliacis temporibus, teste Homero, cassite- 
ron ab ipso dietum. Aus dem weissen Blei, sagt er, kann man 
kein Silber ausschmelzen, wohl aber aus dem schwarzen (non fit 
ex albo plumbo argentum, cum fiat ex nigro). Wenn aber dabei 
steht: plumbum nigrum cum argento nascitur mixtisque venis con- 
flatur; ejus qui primus fluit in fornace Jiquor, stannum appella- 
tur, qui secundus, argentum: so sieht man leicht, dass in dieser 
Stelle das Wort stannum keineswegs seine gewöhnliehe Bedeu- 
tung habe, oder, den Angaben aller unserer Wörterbücher gemäss, 
durch Zinn übersetzt werden könne, sondern, wie schon Beck- 
mann in einer gelehrten Abhandlung über Zinn (Beiträge zur 
Geschichte der Erfindungen. B. IV. S. 321—381.) hervor- 
hebt, Plinius hier silberhaltiges Blei mit dem Ausdrucke 
stannum bezeichne. Ebenso wenig kann man an Zinn denken, 
wenn es von dem weissen Blei heisst: ‚Silber sei schmelz- 
barer als dieses weisse Blei und lasse sich eben deswegen damit 
nieht löthen; überhaupt sei dieses weisse Blei unvermischt mit 
andern Metallen zu nichts zu brauchen“ (albi plumbi natura plus 
aridi habet, contraque nigri tota humida est; ideo album nulli 
rei sine mixtura utile est; neque argentum ex eo plumbatur, 
quoniam prius liqueseit argentum). Diess heisst doch 
offenbar, man fand grosse Schwierigkeit bei der Bearkeitung. die- 
ses sogenannten weissen Bleies, oder, nach Höfers naturgemäs- 
ser Auffassungsweise, der im Flusssande neben Gold gefundenen 
Platinkörner, und konnte sie blos schmelzen durch Vermischung 
mit andern Metallen. In der That ist Platin, gleich remem Eisen, 
wohl schweissbar, aber nicht schmelzbar in unseren Oefen. 


"1:2 Man sieht, dass in den angeführten Stellen des Plinius 
(woher'er sie auch mag-entnommen haben) von der ältesten Be- 
deutung des Wortes plumbum album oder candidum die Rede sei. 
In die fabelhafte trojanische Zeit werden wir zurückgeführt und 
auf den gleichgeltenden Homerischen Ausdruck x&00iregog hinge- 
wiesen. Schneider, der einzige Philolog neuerer Zeit, der sich 
ernstlich mit Näturwissenschaften beschäftigte, sagt, um Einwen- 
dung zu machen gegen die Uebersetzung des Homerischen Kas- 
siteros durch Zinn, in seinem bekannten Schullexikon: ‚Aus der 
angeführten Stelle erhellt, dass'man den #«00iregos im Feuer er- 
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weicht‘ und mit dem Hammer zu Platten gearbeitet verbrauchte. “ 
Hephästos ist es, welcher zu Schienen für Achill den #«00frevog ver 
arbeitet, „der schrecklich schallte vom ' Speer getroffen.“ Von 
einem klingenden Metall also ist die Rede. Uebrigens führt Homer 
sogar in eine vortrojanische Zeit bei seinem Kassiteros uns zurück, 
indem der Harnisch des Agamemnon, worauf Streifen von Gold und 
Kassiteros angebracht, als Gastgeschenk dargestellt wird, das ein 
Urenkel Phaethon’s, der reiche Herrscher in Kypros, gegeben, 
welcher Paphos erbaut, wodurch wir in den berühmtesten Mythen- 
kreis hineinkommen, dem auch Achill und Diomed angehören. 
Bei diesen drei Königen allein ist Kassiteros als Schmuck genannt 
und schon dadurch als grosse Seltenheit bezeichnet. Wie aber 
Kassiteros bei Homer stets neben Gold steht: so kommt es auch 
in der Natur nach Poseidonius (dessen Zeugniss Strabo an- 
führt) neben Gold und Silber im Flusssande vor und wird zugleich 
mit diesen edien Metallen ausgewaschen. Auch bei Strabo ist 
alsö* dasselbe natürliche Vorkommen neben Gold bezeichnet, das 
Plinius hervorhebt. Und mit Recht legt Höfer eben hierauf das 
Hauptgewicht, wodurch zugleich der Beisatz eadem gravitas quae 
auro bedeutend wird. In dieser letzten Beziehung führte ich noch 
an, dass Herodot (I. 50.),'wo er von den Geschenken des Krö- 
sus für den Delphischen Apollo redet, Platten nennt aus gelbem 
im Feuer geläuterten Golde und aus weissem Golde, 
welche, ganz gleich an Grösse, dem Gewichte nach sich verhielten 
wie 15:2=3:4. Und da gehämmertes Platm nach Brisson 
ein specifisches Gewicht von 20,336, gewalztes sogar von 22,069 
hat, nach Mohs aber das natürlich in Geschieben vorkommende 
Gold von hochgelber Farbe ein specifisches Gewicht zeigt von 
14,857: so kommen wir dadurch, je nachdem wir das Gold weni- 
ser oder mehr im Feuer geläutert voraussetzen, ungefähr auf die 
Zahlen 15:20 oder 16,5:22=3:4, wie das Verhältniss gleicher 
Platten gelben und weissen Goldes von Herodot bestimmt ist. 
Und wir können uns die Angabe 3:4 um so mehr gefallen lassen, 
da man sich die Goldplatten gegossen denken kann, die von Pla- 
tin aber, nach der von Homer bezeichneten Bearbeitung des Kas- 
siteros, in heftigster Glühhitze mit dem Hammer geschlagen sein 
mussten. Jedoch diese Stelle Herodot’s wurde von den Philo- 
logen willkürlich corrigirt unter der Voraussetzung, dass bei weis- 
sem Golde man nothwendig an eine Mischung aus Gold und 
Silber denken müsse. Aber da, wo Herodot (Ill. 115.) von Elek- 
tron und Kassiteros redet, welche aus ihm ganz unbekaunten west- 
lichen Gegenden, aus Inseln kommen (wohin nach Strabo die 
Phönicier ihre Fahrt sehr geheim hielten), da fügt er am Schlusse 
bei: „Von dem äussersten Ende her kommt Kassiteros und Elek- 
tron. Auch dass im Norden Europas überaus viel Gold 
sei, ist offenbare Thatsache; wie es aber gewonnen wird, darüber 
"weiss ich nichts zuverlässiges zu sagen.“ Wenn nun das Alter- 
thum mit dem Gold im Norden Europas bekannt war, warum sollte 
die ebendaselbst vorkommende Platina durchaus unbekannt geblie- 
ben sein? Eben in Sibirien, das noch jetzt als ein heiliges Land 
den Indischen Brahminen gilt, finden wir die Ansicht W erner’s 
bestätigt, dass vorzüglich im zerklüfteten Erdreich, wo die Natur 
im Grossen die Auswaschung vorgenommen, edle Metalle reichlich 
zu finden sind, folglich in geognostischer Beziehung allerdings ein 
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soldenes Zeitalter anzunehmen sei, wo edle Metalle in reichem 
Masse umherlagen auf der Erde. Eben darum schloss ich meine 
Abhandlung über Platina (im. Journal für praktische Chemie. 
B. 34. S. 419.) mit, folgenden Worten: „wenn wir zugeben müs- 
sen, dass Platina dem höheren Alterthume bekannt war, so ist 
kein vernünftiger Grund mehr vorhanden, welcher uns hindern 
könnte, in dem Zusammenhange, in welchem Homer sein Kya- 
nos nennt, an das in der Natur gewöhnlich vereint mit Platina 
vorkommende Palladium zu denken. Man vergesse nämlich nicht, 
dass reines gediegenes Palladium in Körnern neben den Platinkör- 
nern natürlich vorkommt. Wollaston suchte solche Palladium- 
körner aus Brasilianischen Platinkörnern aus, indem das Ansehen 
der erstern wie faserig war und die Fasern von dem einen Ende 
aus zu divergiren schienen. Ein noch einfacheres Unterscheidungs- 
mittel möchte die Erhitzung sein nach Breant’s Methode, wobei 
die Palladiumkörner durch die blaue Farbe sich kenntlich machen 
würden. Und diese Unterscheidungsmethode scheint eben durch 
den alterthümlichen Namen Kyanos angedeutet, in welcher Bezie- 
hung also selbst aus dem alten Homer, dem nächsten Zweck 
einer ehemischen Zeitschrift gemäss, noch etwas zu lernen für 
praktische Chemie.“ 


Jetzt ist es Zeit, auf das in der oben angeführten Stelle des 
Herodot neben Kassiteros genannte Elektron überzugehen 
und die Hauptstellen anzuführen aus dem dritten Abschnitt jener 
Abhandlung über Platina, welcher überschrieben: ‚Platina unter 
dem mystischen Namen Elektron (nAexrgov).“ Vorangestellt ist 
folgende Stelle aus Höfer's Geschichte der Chemie. S. 109. 


3. L’eleetrum signifie chez les anciens deux choses bien diffe- 
rentes: d’abord l'electrum proprement dit, c’est & dire ’ambre 
jaune ou le sucein, qui est une substance organique (espece de 
resine fossile); en second lieu, une alliage d’or et d’argent, comme 
nous l’apprend Pausanias: @AAo 7Asxro0v dvauzuıyuivog 2oriv doyvow 
40v609, „il existe un 'autre electrum qui est une alliage d’or et 
d’argent.“ ‘Comp. Plin. AXXII. 4.: „Tout or est allie d’argent; 
la proportion en varie. Gest quelquefois la dixieme, la neuvieme, 
la huitieme partie du poids. Lorsque la proportion de l’argent est 
d’un einquieme, l’or perd son nom et prend lenom d’eleetrum. Un 
auteur italien Cortinovis (opuseoli scelti sulle scienze etc. 
Milano. 1760. 4°.) chercha ä& prouver dans une savante disser- 
tation, que le platine etait connue des anciens sous le nom d’elec- 
trum, pi raisons, quil en donne, ne sont pas valables.“ 


Es ist meine Absicht, mich an CGortinovis anzuschliessen, 
dessen Abhandlung ich übrigens noch nicht zu sehen bekam. Die 
gewö.nlich nur mit obigen Worten angeführte Stelle des Pausa- 
nias (lib. V. cap. 12. p. 406. ed. Casaub.) lautet nämlich im Zu- 
sammenhange gelesen nach wörtlich treuer Uebersetzung also: 
„Dieses Elektron, woraus die Bildsäule des Augustus gemacht 
und welches als Naturprodukt («vröuerov) sich findet im 
Sande des Eridanus,; ist sehr selten, und steht daher in hohem 
Werthe bei den Menschen; ‘das andere Elektron aber ist mit Sil- 
ber gemischfes Gold.“ Pausanias setzt offenbar das Naturpro- 
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dukt dem Kunstprodukt entgegen. Man suchte also das im Sande 
des Eridanus (welcher Fluss, wie schon Herodot a. a. O. an- 
deutet, dem noch unerforschten „äussersten Westen“ ange- 
hörte) vorkommende Naturprodukt (was unmöglich Bernstein sein 
konnte, woraus: sich auch ‘keine Statue ‚machen lässt) durch 
Mischung von Gold und Silber nachzuahmen. ' Also muss jenes 
Naturprodukt nothwendig ein edles (wie Pansanias sagt, ‚sehr sel- 
tenes“) Metall gewesen sein, das auch an Werth dem Golde ver- 
gleichbar, nur von hellerer Farbe war. Dem natürlichen Vorkom- 
men gemäss im Flusssande werden wir also.nothwendig an Platin 
denken müssen. ‘Ein Zeitgenosse des Augustus (von dessen Bild- 
säule aus Elektron in obiger Stelle des Pausanias die Rede ist), 
nämlich Virgil in seiner Aeneide (VII. 624.), lässt Beinschienen 
. aus Bleetrum und reinem Gold (ocreas electro auroque recocto) 
vom Vulcan für den Aeneas machen in offenbarer Nachahmung 
Homer’s, der (Il. XVII. 613.) Schienen für Achill vom Hephä- 
stos machen lässt aus Kassiteros. Virgil übersetzte also 
*x«66lregog durch electrum. 


Nun: aber wird es nöthig sein, vorzugsweise davon zu sprechen, 
wie das Homerische nach Plinius dem plumbum album 
gleichbedeutende zaootrsoog (d.h., dem Dargelegten gemäss, Pla- 
tina) zu dem Namen electrum („Asstoov) kommen konnte? — 
Buttman in seiner Abhandlung über Elektron (im Mytholo- 
gus. 8. 337—869.) spricht als Grammatiker mit etymologischer 
Gründlichkeit von diesem Worte. Er rechtfertigt die Ableitung 
des Namens YAextoov von fAxsıv, ziehen, nicht blos von gramma- 
tischer Seite vollkommen, sondern auch durch analoge Bezeich- 
nungen des Bernsteins in andern Sprachen. In diesem auf An- 
ziehungskraft sich beziehenden Sinne konnte die natürlich vor- 
kommende Platina mit gutem Grund Elektron genannt werden, 
weil sie wegen ihres Eisengehaltes magnetisch ist, und zwar nicht 
blos vom Magnet angezogen wird, sondern selbst in grössern 
Stücken geradezu polarisch vorkommt. Da also die natürlich vor- 
kommende Platina sich dem Magnet anschloss. so war sie schon 
dadurch im Alterthume der wissenschaftlichen Naturforschung ent- 
zogen und gehörte den Mysterien an, worin der Magnetismus eine 
so grosse Rolle spielte. Der Name Elektron für die natürlich 
vorkommende Platina ist also ein aus den Mysterien stammender, 
und. war. für die mit magnetischer Polarität begabten Platinastücke 
sehr verständig gewählt, wurde aber dann obwohl unpassend selbst 
übergetragen auf die Legirung aus Gold und Silber, womit man 
das Platin nachzuahmen suchte. : Man sieht zugleich, dass-der 
Ausdruck Kassiteros ein genereller, Elektron ein speeieller, 
auf eine mysteriöse Eigenschaft hindeutender, also vorzugsweise 
oder wenigstens zunächst der polarischen Platina angehöriger ist. 
Wer den letzten, auf die Homerische Iliade sich beziehenden 
Abschnitt meines Buches über die samothracischen Myste- 
rien (welches ich unter dem Titel einer Einleitung in die 
Mythologie auf dem Standpunkt der Naturwissenschaft 
herausgab) gelesen hat, kann nun leicht abnehmen, warum der 
(als Elektron polarisch vorkommende und daher den Mysterien 
sich auschliessende) Kassiteros in der lIliade allein mit den dios- 
kurischen Wesen Achill und Diomed in Verbindung gebracht 
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wird, und selbst: der von Agamemnon getragene Kassiteros dem 
verwandten kyprischen Mythenkreis angeschlossen ist. Da aber- 
in der lliade die mysteriösen Beziehungen ‚blos den dunkeln Hin- 
tergrund bilden, worauf, die &estalten der Helden ‚in so hellerem 
Glanze heryvortreten: ‚ so vermeidet Homer den mysteriösen Aus- 
druck Elektron in.der lliade gänzlich., Aberinder Odyssee, 
welche die magischen Fabeln ‚der Mysterien gewissermassen zur 
Schau trägt, ‚kommt umgekehrt nie der Ausdruck Kassiteros 
vor, sondern statt des Kassiteros gslänzt hier. Elektron neben 
Gold. Was ich hier andeute mit Hinsicht auf den Gebrauch der” 
Worte Kassiteros und Elektron, wo der eine Ausdruck der- 
selben Sache allein... der Iliade, der andere allein der Odyssee 
eigenthümlich ist, steht nicht so isolirt, als man vielleicht glauben 
möchte. Nur haben die Philologen den Wink unbeachtet gelas- 
sen, den ihnen, Plinius gab, indem er‘ sagt (Hist. nat. XXX. 
eap: 1. sect. 2.): „Es ist: sehr beachtungswerth, dass Homer 
bei: dem trojanischen Kriege so sehr stillsechweigt von magischer 
Kunst, ‚so sehr aber auf sie eingeht in den Irrreisen des Ulysses, 
dass fast das ganze Werk aus nichts anderem besteht.“ Plinius 
unterscheidet also die Ilias.‚und die Odyssee durch die Art ihres 
Verhältnisses zu den Mysterien. Aber da die Philologen nicht 
einmal darauf achteten, ‚wie beschränkt die Schriftsprache durch 
die Mysterien war: so gingen solche blos flüchtig hingeworfene 
Andeutungen, wie die eben angeführte des Plinius, gänzlich für 
sie: verloren. | 


Aus meiner Abhandlung im Journal für praktische Chemie 
(B. 34. S. 385—420), welche überschrieben „über Platina, Altes 
und Neues‘‘, war dieser kurze Auszug hier voranzustellen, damit 
die für dasselbe Journal ursprünglich bestimmte Fortsetzung so 
viel als möglich unverändert abgedruckt werden könne. — «In der 
That bezog sich jene Abhandlung ihrem Hauptinhalte nach nicht 
auf alterthümliehe, sondern auf neue, dem Platin sich anreihende 
Mittheilungen. Vorzugsweise von den merkwürdigen krampfhaften 
Zuckungen der Magnetnadel handelte es sich, welche entstehen, 
wenn eine Ladungskette, namentlich aus Platin, mit der zuerst von 
Wach im Jahre 1829 (s. Jahrb. der Chem. u. Phys. für 1830 oder 
d.g. RB. 58. S. 40—66.) construirten constanten galvanischen 
Kette verbunden wird. So schwach diese Kette ist in ihrer ur- 
sprünglichen Gestalt (da es zu galvanoplastischem Zwecke, oder 
wie man sich damals ausdrückte, zur Bildung figurirten Cäment- 
kupfers und anderer zum Theil krystallinisch auftretender fester 
Metallvegetationen, auf Schwächung des constanten elektrischen 
Stromes ankam): so heftig können doch bei Einschiebung einer 
Ladungskette aus Platin jene krampfhaften Zuckungen der Mag- 
netnadel , werden, welche mit der krystallinischen Bildung des 
festen Cämentkupfers zusammenhängen, und uns an die bei andern 
Krystallisationen. zuweilen hervortretenden blitzartigen Lichterschei- 
nungen erinnern. Von solchen dem Charakter. eines, chemischen 
Journals gemäss mitzutheilenden neuen Thatsachen handelte ‚es 
sich dort. Nur'nebenbei war von alterthümlichen Dingen die Rede. 
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wie gesast, ‘zunächst in der'Absicht, um auf Höfer’s Geschichte 
der: Chemie aufmerksam’ zu machen. Im entgegengesetzten Sinn 
ist die Abhandlung geschrieben : "Ueber''die vermeintliche 
Kenntniss der Alten’vom Platin, von E. L. Schubarth 
in Posgendorff’s Annalen der Physik (1845. No. 8: 8.621. 
— 637. J. Dieselbe ist dem: Geiste nach eine philologische, auf 
kritische Emendationen sich  beziehende. Jedoch dieses grammas 
tisch’kritische Prineip reicht nicht aus bei'allen naturwissenschaft- 
lichen‘, mit’ den’ alten Mysterien zusammenhängenden Dingen. Denn 
mit Recht macht Höfer ’in'seiner Geschichte der Cheilie, wie 
ausdrücklich von mir''hervörgehoben wurde; aufmerksam auf den 
innigen Zusammenhang der: alten Religionen mit Naturwissenschaft; 
wodurch nothwendig- über manche naturwissenschaftliche Dinge ‘ab- 
sichtlich 'ein'mysteriöses Dunkel ausgegossen wurde. ‚Und "damit 
hing zum Theil auch”die Doppelsinnigkeit bei: dem Gebrauche 
mancher ‘Worte zusammen’ Aber’'Herr Professor. Schubarth 
lässt sich‘ garnicht darauf>ein, dass ‘dasselbe Wort verschiedene 
Bedeutung‘ "haben könne; was doch selbst bei den Worten des 'ge- 
meinen Lebe so häufig der Fail ist. Vielmehr behauptet »er, 
Höfer und ieh hätten abweichend von einer ‚seit Jahrhunderten an- 
genommenen Meinung “, däss (das Plinianische plumbum can- 
didnm unser Zinn andeute, den Satz  aufgestellt,: dass darunter 
(wie bei einigen verwandten Ausdrücken) „nichts anderes als 'Pla- 
tin’ zu verstehen sei.“ Jedoch sogleich 'auf der‘ zweiten Seite 
meiner Abhandlung heisst es: „Bei der Chemie der Griechennund 
Itömer beginnt Höfer den Abschnitt vom Zinn mit den Wor- 
ten, dass eine grosse Dunkelheit in griechischen und römi- 
schen Schriftstellern herrsche hinsichtlich auf den Gebrauch der 
Worte stannum, plumbum album, plumbum argentarium, 
eassiteros,: öbäuchl man gewöhnlich sich beenüge, diese Aus- 
drücke durch Zinn: zu übersetzen. , Nachdem er Stellen angeführt, 
diesallerdingsiauf: Zinn passen, ‚sagt. er Folgendes.“ Und 
nun «sind ‚die, Stellen angeführt ,.‚ welche "nicht passen auf Zinn, 
wohl aber auf Platin, was andh Herr Professor Schubarth unbe- 
dinst zugeben! muss: Um jedoch die Bedeutung. Zinn festzuhal- 
ten, nimmt er nicht blos-zu willkürlichen philologischen Conjectu- 
ren,:sondern sogar zu’ der naturwidrigen Voraussetzung seine; Zu- 
flucht, dass im "Alterthume Zinngraupen. neben ‘Gold vor- 
sekommen und gemeinschaftlich ausgewaschen wurden aus dem 
Flüsssände. ni Allerdings,“ s sagt er, „ist ein Zusammenvorkommen 
von Zinnerz mit: &old ungew öhnlich 4), doch aber‘ nicht un- 
möglich. rn 





2) Statt „ungewöhnlich“ sollie stehen „un erhört.“ Der Ausdruck 
„ungewöhnlich“ aber könnte gerechtfertigt scheinen , weil der H. Verf, 
kurz zuvor gesagt: „Agricola (de re me La Br 1657. p- 269.) führt 
unter den unbe. "Metloden des: Waschens von Gold und Zinnerz eine 
in Portugal seiner Zeit gebräuchliche an.“ — Man könnte sonach glauben, 
zu Netiedıe s Zeiten seien Gold und Zinnerz zusammen vorgekommen. 
Schlägt man aber die citirte Stelle nach, so heisst sie in wörtlicher Ueber- 
setzung: „ich sprach bisher von den verschiedenen Arten den Goldsand aus- 
zuwaschen; nun will ich von der Auswaschungsweise der Materie sprechen, 
welche beigemischt den schwarzen Steinchen, woraus Zinn. bereitet wird.“ 
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Diess ist es, was ich zurRechtfertigung Höfer’s in Auffas- 
sung der Plinianischen Stelle, 'beiweleher vorzugsweise sein Geg- 
ner verweilt, zu sagen habe.‘ Denn was ich zur Bestätigung der 
Ansicht Höfer’s über das, wie Plinius selbst sagt; dem »plumbum 
album gleichbedeutende Homerische' Kassiteros‘ sagte, das: mit 
Gold combinirt wird und nach Poseidonius: gleichfalls natürlich 
vorkommt neben‘ “old, «während» Virgil dieses :Homerische 
Kassiteros durch Elektron übersetzte; woraus. man wieder 
sieht, dass von einem’ edlen‘Metalle die Rede sei; diess, sowie 
alles, was damit zusammenhängt, übergeht unser Gegner mit StilE- 
sehweigen. Unter solchen Umständen bleibt mir nichts übrig, als 
diese’ Veranlassung im vallgemein wissenschaftlichen Interesse zur 
Beseitigung von Missverständnissen zu benutzen. Ä | 

Zunächst ist über das naturwissenschaftliche Werk! des Pli- 
nius ein Wort zu sprechen ‚ da Herr Professor Schubarth Gewicht 
legt auf: den Ausdruck ,Plinianisches: plumbum ; candidum‘“, 
gleichsam als ob: in der Stelle, von: welcher er eine lange: Ueber- 
setzung mittheilt, Plinius die Absicht habe, seine durch Ünter- 
suchung gewonnenen Ansichten hinsichtlich auf das plumbum can- 
didum mitzutheilen. Demnach scheint sowohl der Herr Verfasser 
als die Zeitschrift, worin jene schon von Beckmann als höchst 
verworren bezeichnete Stelle des Plinius in ganzer Ausführlichkeit 
Platz finden konnte, es vergessen zu haben, oder wenigstens un- 
beachtet zu ‚lassen im vorliegenden Falle, dass die sogenannte 
historia naturalis:des Plinius eine Eneyklopädie sei, wie 
Plinius‘ selbst sie'nennt; ‘eine Eneyklopädie aus hundert der hesten 
Schriftsteller und etwa zwei tausend, wegen des dunklen Inhalts 
(propter secretum materiaee): von wenigen: gelesenen::Schrift- 
rollen zusammengetragen. Unter solehen -Umständen mag es daher 
Su angemessen scheimen, "daran zu erinnern, in welchem Sinne 

öttiger die Naturforscher bei ihrer Versammlung in Dresden 
zur Bearbeitung jener alten naturwissenschaftlichen und technischen 
Eneyklopädie des Plinius aufforderte. Es ist also zu sprechen: 


» 4 Ueber die.dem naturwissenschaftlichen 
Standpunkt unserer Zeit angemessene Benutzung. der 
us Plinianischen Encyklopädie. 


Bei. dem, Charakter, welchen die. Versammlungen. deutscher 
Naturforscher und Aerzte im Gegensatze zu dem, was. ursprüng- 
lich (bei dem: Aufrufe dazu von der Academia naturae curiosorum) 
beabsichtigt war, seit einer Reihe von Jahren angenommen haben 
und welcher darin besteht, dass jede Jahresversammlung die un- 
mittelbar vorhergehende in wissenschaftlicher Beziehung ignorirt 2); 





Nicht entfernt also ist angedeutet, dass diese schwarzen Steinchen, woraus 
Zinn bereitet wird, zugleich mit Gold irgendwo vorkommen. 

2) Was darüber gesagt S. 40. meiner Denkschrift zur Säcular- 
feier der Universität Erlangen im Jahre 1843, wurde gedruckt un- 
mittelbar vor der Versammlung in Gratz, wo ein erhabener Kenner und 
Freund der Naturwissenschaft mit den schönsten und »kräftigsten Worten 
einen 'edleren, dem Geist einer freien (an keine Lecalität gebundenen) Aka- 
demie entsprechenden Sinn bei diesen, mit so viel Kostenaufwand verbunde- 
nen Jähresversammlungen der Naturforscher anzuregen suchte. Möchte dieser 
Geist doch endlich siegen über die Anhänglichkeit am Herkömmlichen. 
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bei dieser Lage der Verhältnisse ist‘ es natürlich längst in Ver- 
gessenheit gekommen,’ dass einmal von einem Unternehmen die 

ede war, welches ein Zusammenwirken : mehrerer zugleich anti- 
quarisch 'gebildeter Männer aus allen 'Theilen der Naturwissenschaft 
voraussetzt, nämlich von einer Sichtung des im der Plinianischen 
Encyklopädie verworren zusammengehäuften Materials. Dazu er- 
munterte der verewigte Böttiger bei der Versammlung der Natur- 
forscher in Dresden im Jahre 1826. Sein Aufruf führte wirklich 
einige einleitende Schritte herbei, obwohl mehr im philologischen 
als naturwissenschaftlichen Sinne. Doch dieser Anfang war zugleich 
das Ende der bald in Vergessenheit gekommenen Sache. Mit 
Recht aber sagte Böttiger: ‚‚man hat nicht einmal die: Vorrede 
zu diesem, encyklopädische Notizen aus zweitausend Schriftrollen 
enthaltenden Wunderschatz, die’ Zueignung ‘an Vespasian, ruhig 
gelesen. Sonst würde’ man wissen was. man: fordern könne und 
solle.  Zeitgeiz, sagt man, und Excerptensucht: liessen den Gom- 
pilator bei seinem Dictiren an sein Dutzend ‚Geschwindschreiber, 
die ihn umringten, nie zur besonnenen Prüfung kommen. 
Daher strotzt sein Buch von missverstandenen $Stellen ®) 
anderer Schriftsteller, auch konnte er vieles gar nicht beurtheilen, 
er, der mit Staatsgeschäften stets überladene. Auf die meisten 
dieser Vorwürfe antwortet das von ihm mehrmals wiederholte 
Wort: „ut nihil, quod equidem noverim, praetermittam.“ 
Hierzu kommt, wie er selbst an Vespasian schreibt, dass diese 
Auszüge aus hundert Schriftstellern in abgerissenen Stunden zum 
Theile bei Nacht gemacht wurden. Hätte Plinius nur immer die 
einzelnen Schriftsteller da genannt, wo.er: sie ausschreibt.. Aber 
ihre‘ Namen (wenigstens die der berühmtesten) sind blos angeführt 
bei der Inhaltsanzeige der einzelnen Bücher, welche‘ unmittelbar 
folgt nach der in Briefform 'an' Vespasian geschriebenen Vorrede. 
Offenbar war also bei der (wie die Uebersetzung Schubarth’s 
am besten beweist) so höchst verworrenen Stelle *%) des Plinius 


3) Meine Abhandlung „über den Einfluss der naturwissenschaft- 
lichen Mysterien auf die Litteratur des Alterthums“ führt 
jedoch auf neue Gesiclitspunkte in Auffassung. verworrener Stellen des Pli- 
niuss. Wenn selbst ein Historiker wie Herodot absichtlich (was durch 
ein unverkennbares Beispiel nachgewiesen wurde) YVerkehrtheiten schrieb, 
blos um räthselhafte Andeutungen den Mysterienkundigen über Dinge zu 
geben, welche der Schriftsprache unzugänglich waren : wie vielmehr 
konnte einem naturwissenschaftlichen Schriftsteller, wie Plinius war) ‘ein 
solches Verfahren durch die akroamatischen (d. h. lediglich zur mündlichen 
Mittheilung bestimmten) Gegenstände jener naturwissenschaftlichen Mysterien 
nothwendig gemacht werden, propter seeretum malteriae, wieer in vor- 
hin angeführter Stelle seiner Vorrede sich ausdrückt. Es wird sich nachher 
Gelegenheit finden, diesen Gesichtspunkt bei Erklärung des Plinius durch 
Beispiele zu erläntern. 


2) Beckmann, der in seinen Beiträgen zur Geschichte der Er- 
findungen. B. 4. 5. 321—381 über Zinn und Verzinnung- schrieb, 
sagt 5. 336. von dieser Plinianischen Stelle: ‚man muss eingestehen, 
dass sie bei keiner Erklärung ganz verständlich wird,“ und entschuldigt 
S. 360. sein Bestreben, einige Widersprüche, welche darin vorkommen, 
einigermassen wenigstens zu beseitigez, mit den Worten: „ich bitte um 
Vergebung, dass ich mich so tief in die Kritik gewagt babe.“ Unbegreif- 
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vom plumbum‘ album das Verfahren Höfer’s ganz das richtige, 
indem er von der Voraussetzung ausging, dass die verschiedenen 
von Plinius ausgezogenen ‘Schriftsteller mit demselben Worte 
verschiedene Bedeutung verbanden. Denn will man der lexikali- 
schen Einfachheit wegen, damit dasselbe Wort wenigstens im 
Munde des Plinius stets dasselbe bedeute, die verschiedenen 
von ihm ausgezogenen Schriftsteller in Harmonie bringen und in 
diesem Sinne conjecturiren und emendiren: so versündigt man sich 
nicht blos an den einzelnen in der Plinianischen Eneyklopädie be- 
nutzten Schriftstellern 5), sondern am Ende selbst an der Natur. 





% 


tich aber ist es, wie Herr Professor Schubarth sagen kann: „Beck- 
mann habe nachzuweisen sich bemüht, dass das Plinianische plumbum 
candidum unser Zinn und x«ooirsoos höchst wahrscheinlich dasselbe Metall 
andente, und diese Meinung sehr glücklich gerechtfertigt; Beck- 
mann sagt vielmehr S. 346: „Nun komme ich zur Untersuchung desjeni- 
gen Metalles, welches die Griechen #«00{/rsgos, oder wie Plinius sagt. cassi- 
teron, und wie er ausdrücklich hinzusetzt, die Lateiner plumbum candidum, 
weisses Blei, genannt haben.“ — ‚„„Dass die Alten so früh, als wir bei 
ihnen das Wort zaoo/rsgos finden, schon unser Zinn gekannt haben, das 
kann ich mit nichts beweisen, und ich zweifle, dass irgend jemanden 
dieser Beweis möglich sein wird, vielmehr ist mir das Gegen- 
theil wahrscheinlicher.“ Es ist ihm nämlich nach 5. 348. wahrschein- 
lich, dass die Griechen in späterer Zeit „das wahre Zinn nur für eine Ab- 
art ihres alten Kassiteros oder des Stannums der Römer gehalten haben, 
so wie letztere das eine wie das andere für eine Abart des Bleies erklär- 
ten.“ S. 351. fügt er allerdings bei: „Es könnte doch sein, dass die Grie- 
ehen sehr früh das wahre Zinn durch den Handel und mit ihm: zugleich den 
ausländischen Namen, woraus xa00{r8008 geworden, erhalten haben.‘ — „Ueber 
die Frage, welche Meinung die meiste Wahrscheinlichkeit habe, will’ich 
nicht streiten; nur dabei bleibe ich, dass für Homers und Hero-- 
dots Zeitalter keine gewiss erwiesen werden kann.“ Man sieht, 
dass Beckmann geneigt ist, eine ältere und eine newere Bedeutung des 
Wortes xaooirsgos (und also anch des nach Plinius dem Homerischen 
KROOLTEOOS gleichbedeutenden plumham album oder candidum) anzunehmen. 
Für die neuere Zeit passt unstreitig die Uebersetzung durch Zinn, woran 
niemand noch gezweifelt hat. Aber als die frühere, in den alten Mysterien 
einheimische, nach Virgil’s Uebersetzung dem Elektr on gleichbedentende 
Geltung des Wortes müssen wir, den von Höfer und von mir angeführten 
Gründen gemäss; Platin anerkennen. 2 


°) So wollen wir dem Herrn Professor Schuharth gern zugeben, ‚dass 
Plinius gewiss „nie eire Wägung angestellt“ zur Bestimmung des specifischen 
Gewichts, was man einem so sehr beschäftigten Staatsmanne auch nicht, zu- 
muthen wird. Wir geben ferner zu, dass er ‘wenigstens bei der nachlässig 
geschriebenen Stelle vom Grunde, warum Gold zu so hohem Werthe se- 
langt, „keine Ahnung vom wirklichen specilischen Gewichte des Goldes “ 
gezeigt habe. Gilt aber nun sogleich dasselbe von‘ allen den zahlreichen 
Schriftstellern, welche Plinius-in seiner Encyklopädie benutzte, so 
dass man durchans keine in der Plinianischen Encyklopädie auf das specifische 
Gewicht sich beziehende Stelle im strengen Siune nehmen darf? Die 
genauen über das specifische Gewicht der Mischungen von Gold und Silber 
angestellten Untersuchungen eines Archimedes sind durch Hiero’s Krone 
so berühmt geworden, dass man unmöglich glauben kann, niemand ausser 
Archimedes habe im Alterthum genaue Versuche der Art angestellt und der 
Ausdruck eadem gravitas quae auro sei, auch von 'Technikern und Metallur- 
gen . deren Schriften Plinius anführt, stets nachlässig gebraucht worden. 
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Man sieht nun, in welchem Sinn allein eine nene Bearbeitung der 
Plinianischen -Encyklopädie zu wünschen wäre, indem: man näm- 
lich, ganz sowie es Höfer bei der vorliegenden Stelle gemacht 
hat, aus dem verworren zusammengehäuften Material das Bedeu- 
tende :heraussucht, wozu allerdings eine Gesellschaft von Männern 
aus ‘den verschiedensten Theilen der Naturwissenschaft sich ver- 
binden könnte. Ein Hauptgesichtspnnkt aber wäre dabei noch zu 
beächten ; nämlich die Beschränkung der schriftlichen -Mittheilung 
über 'naturwissenschaftliche Dinge durch die‘ Mysterien, worauf 
Plinius selbst) in der: Abhandlung vom Elektron mit einigen 
sehr starken» Ausdrücken die Aufmerksamkeit hinlenkt. Denn 
eben weil man (wie schon vorhin erwähnt wurde) nicht schreiben 
durfte über die einflussreichsten naturwissenschaftlichen Dinge. 
welche die Mysterien in ihr Bereich gezogen, war man zur bild- 
lichen Einkleidung für Mysterienkundige genöthigt. Und schon 
diese bildliche Einkleidung, die ersonnen werden musste, war eine 
Art von Poesie. Aus diesem Gesichtspunkte wird das, was Plı- 
nius von den wunderlichen, "auf das Elektron sich beziehenden 
Fabeln' der Poeten sagt, erst die rechte Bedeutung gewinnen. 
Und zum Theil auch darum mag es nun zweckmässig sein, in 
naturwissenschaftlicher Beziehung (ohne Furcht vor jenen 
Fabeln der Poeten, auf welche die starken Ausdrücke des Pli- 
nius nur unsere Aufmerksamkeit hinlenken zu wollen scheinen) ganz 
umständlich zu sprechen: | 


IH. Ueber das Elektron der Alten. 


Der dritte Abschnitt meiner Abhandlung über Platin handelte 
vom „Platin unter dem mystischen Namen Elektron“ 
und ging von einer Stelle des Pausanias aus, worin derselbe 
das Elektron, welches als Naturprodukt (evrouerov) im Sande 
des Eridanus als ein (wie er ausdrücklich hervorhebt) „überaus 
seltenes Metall vorkommt, vom Kunstprodukt unterscheidet, 
das, gewöhnlich Elektron genannt, blos eine Mischung sei aus 


Gold und Silber ?7). Jedoch auf diese Stelle des Pausanıas, 





6) Die höchst beachtenswerthe Plinianische Stelle (in der h.n. XXXVH. 
c. 2. in fin.) bezeichnet die dem electrum angereihte Fabelmasse als einen 
Ausdruck der grössten Menschenverachtung. Und man glaube nicht, 
dass diese Aeusserung isöolirt steht, sondern vergleiche damit die in meiner 
Einleitungin die Mythologie aufdem Standpunkte der Natur- 
wissenschaft. S. 145—179. dargelegten T'hatsachen, zu deren Zusam- 
menstelluug der Satz des Pausanias Veranlassung gab, dass die Mysterien 
in dem Grade höher standen als die Volksreligion, wie Götter höher 
sind als Heroen. In der 'T’hat würde es abgeschmackt sein; sich in die 
durch die Mysterien herbeigeführte Verwirrung einzulassen, wenn. nicht der 
verworrenen Schriftsprache eine ganz unzweideutige physikalische Zeichen- 
sprache (symbolische Hieroglyphensprache) zur Seite stände, deren Darle- 
gung und Benutzung zum Zwecke der neuern Physik den Haupt- 
inhalt ausmacht jener Einleitung in die Mythologie. 

ie, WAr&Lı welcher das Homerische xaoolrepog durch eleetrum 
übersetzt, lässt vom Vulcan für Aeneas Beinschienen machen, ,‚,ocreas 
electro auroque recocto‘“, was doch niemand übersetzen wird: ‚aus unrei- 
nem (silberhaltigem) Golde, gemischt mit ganz reinem Golde.“ ‘Vielmehr 
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worauf ich’ vorzugsweise Gewicht legte, eben weil sie, im Zusam - 
menhange gelesen, so klar ist und dennoch die daraus gewöhnlich 
entnonimenen einzelnen Worte stets missverstanden wurden, — auf 
diese ‘so umständlich, mit’ Beziehung auf Buttmann’s Auffas- 
sungsweise, von mir 'besprochene Stelle des Pausanias, liess 
Herr Professor Schubarth sich gar nicht ein; — stellt aber, was 
ich darüber gesagt, in der Art dar: „Schweigger behauptet, weil 
das‘ Elektron im Sande der Flüsse vorgekommen, so könne 
man an kem anderes Fossil als an Platinerz denken.“ Dies wird 
ihm aber niemand glauben, selbst wer meine Abhandlung nicht 
gelesen hat. Während der Abschnitt vom Elektron mit einer 
Plinianischen in Höfers Uebersetzung von‘mir angeführten Stelle 
„tout or est allie d’argent u. s. w.“ begonnen wurde, nimmt 
diese eigenthümliche Widerlegungskunst keinen Anstand in der 
Art zu argumentiren, als ob der Satz, dass fast alles Waschgold 
der Flüsse silberhaltig sei, geläugnet worden wäre. Auch sogar 
über die Farbe des Platins glaubt mein gelehrter Gegner mich 
belehren zu müssen; „Platin“, sagt er, .„‚hat eine stahlgraue 
Farbe, kann hinsichtlich der Farbe nie mit Bernstein verglichen 
werden.“ Denn ignorirt wird wieder alles, was ich gestützt auf 
Buttmann’s Sprachableitung des Wortes As#ro0v sagte, um 
nachzuweisen, wie das natürlich vorkommende eisenhaltige Platin 
durch die magnetische  Polarität, welche es zuweilen zeigt, zu 
diesem Namen kommen und zugleich dadurch in den Kreis der 
Mysterien hineingezogen werden konnte. 


Da übrigens eine der wichtigsten Lehren der neueren Physik 
ihren Namen vom Elektron erhalten hat und selbst der. Charakter 
der neuern Chemie durch das Wort Elektrochemie bezeichnet 
wird: so kann es den Physikern und Chemikern nicht gleichgül- 
tig sein, über die alterthümliche Bedeutung des Wortes nAexroov 
sründlich aufgeklärt zu werden. Und: dazu kommt noch ein spe- 
cieller Grund, den ich im Vorworte zu den neuesten, auf den Zu- 
sammenhang der Lichtpolarisation mit elektrischer und magneti- 
scher Polarität sich beziehenden Untersuchungen Faradays (im 
Journ. f. prakt. Chem. B. 36. S. 473.) nur mit einigen Worten in 
einer Note berührte. Getrost will ich daher dem, was über Elek- 


eben darum, damit niemand an das gemeine nachgemachte Elektron denken 
möge, fügt der Dichter auro recocto hinzu, was beigesetzt wurde, weil 
das seltene Naturprodukt electrum (woraus, ' wie Pausanias in obiger 
Stelle erzählt, eine Statue des Augustus gemacht wurde) oder das Home- 
rische (nach Plinius dem plumbum album gleichbedeutende) cassiteros, 
derselben Plinianischen Steile gemäss, ohne Beimischung anderer Metalle 
nicht zu benutzen ist. Auch bei Homer wird xa00itepos, wie schon Schnei- 
der (um die gewöhnliche Uebersetzung durch Zinn zu bestreiten) hervor- 
hebt, im stärksten Feuer erweicht und auf dem Amboss mit dem Hammer 
verarbeitet. — Kurz zuvor liess Virgil den Vulcan mit Beziehung auf 
diese Waffen des Aeneas versprechen, alles zu leisten, quod fieri ferro 
liquidove potest electro, wobei die Combination, wie sonst mit dem 
Golde, nun auch mit dem in Farhe und Härte dem (als Platin aufgefass- 
ten) eleetrum nahestehenden Eisen nebenbei vielleicht einige Beachtung ver- 
dient, da’eben der Eisengehalt des natürlich vorkommenden Platins die mag- 
netische Anziehung und eben dadurch den Namen electrum herbeigeführt.’ 
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tron mitgetheilt wurde, noch einiges: beifügen, um zü zeigen, 
dass es bei einer wohlbegründeten Wahrheit leicht sei, die Beweise 
dafür zu vermehren. Und diese Vermehrung der Beweise wird, 
unter den eben bezeichneten Nebenumständen, nun mehr an ihrer 
Stelle sein, als sie früher hätte sein können. 


1. Buttmann erinnert in seiner von. mir. angeführten Abhand- 
lung über Elektron: „Bei allen Lexikographen finden wir die Glosse 
nNAeRnTooVv oAA0Tvmov xXovoiov, d. h. Gold in anderer Gestalt“ 8). 


® . 

®) Suidas sagt unter yalroAlßavov: szidos mAfxroov TıuımWTrEgoVv Ygvoov 
!oru. Ö& TO nAsrroov alkorvmov yovolov uswyusvov vehm war Ardeia, Hier ist 
ganz klar ausgesprochen, dass es eine Art Elektron gebe, die kostbarer 
sei als Gold, was also gewiss nicht Gold sein kann mit Silber gemischt. 
Höchst wunderlich wird der Zusatz scheinen. dass diese Abart des Goldes 
gemischt sei mit Krystall und Steinart. Erwägt man aber, dass ein Lexi- 
kograph, wie Suidas, auch mysteriöse Andeutungen abschrieb, so kaun man 
auf ie weibliche Form 7 Ardsia Gewicht legen, indem (auf eine, wie wir 
nachher sehen werden, sinnige Weise), während der Stein überhaupt 0 Aldos 
heisst, 7 Aldos wo nicht geradezu den Magnet, doch stets einen durch seine 
Eigenschaften beachtungswerthen Stein bedeutet. Der natürlich vorkommen- 
den eiserhaltigen Platina ist aber zuweilen etwas von der Natur jenes gleich- 
sam miannweiblichen Steins, nämlich der “Hoaxksia Aldos, ds hs des Mag- 
nets, .beigemischt, indem sie polarische Eigenschaften. zeigt, wodurch die 
Aufmerksamkeit der Mysterien erregt und ‘die Benennung NhERTgoV herbeige- 
führt wurde.‘ Auch der Zusatz vE/o stimmt zu dieser Auffassungsweise. 
Diess «wird man schon daraus merken, dass Schneider, welcher nalturwis- 
senschaftlichen Gegenständen speciellere Aufmerksamkeit zugewandt, in sei- 
nem ‚bekannten Schullexikon hervorhebt: „7 valog (sonst auch veios 0 und 
n) bedeute in den ältesten Zeiten den Bernstein‘ (soll heissen Elec- 
trum)). Der Scholiast zu Aristophunes Wolken, worauf Schneider sich 
bezieht, macht nämlich ausdrücklich aufmerksam, dass valog in jener Aristo- 
phanischen Stelle in weiblicher Form gebraucht werde’ (welche aller- 
dings Aristophanes besonders hervorhebt), und fügt dann bei, dass statt 
»#4og bei Homer und den Alten 7jlexrgos vorkomme, vw@4og aber: im ‚der 
ältern Zeit überhaupt nicht Glas, sondern Krystall bezeichnete,‘ ‚Und da- 
zu stimmt eine Stelle des Plinius (Hist. nat. VIII. c. 38. seet. 57. XXXVli. 
c.2.,3. 7. sect. 11.13. und 29.), wo die Rede von Krystallen, die erwärmt 
an der Sonne leichte Körper anziehn. Einer, sagt er, der sogar auch Eisen- 
feile anziehe (was, wie er beifügt, Diokles und Theophrastus glau- 
ben) heisse lyncurion, und dieser werde von Damostratus als Elec- 
trum bezeichnet, wobei eine bestätigende Stelle des Strabo schon Har- 
duin in seiner Ausgabe des Plinius angeführt, während auch Hesychius 
geraderu sagt: , Avyxovgıor, TO nAszrgov. Die Indignation, womit Plinius 
über diedem lyncurion,.den er als gemma hezeichnet, angereihten Fabeln 
redet, verräth, dass von einem mysleriös behandelten Krystall ‘die Rede sei. 
Watson und Beckmann denken an unsern 'l'urmalin (worüber die nöthi- 
gen Nachweisungen in meiner „Einleitung in die Mythologie“ etc. 
S. 156. und 366. zu finden). Diess wenigstens ist nicht:zu leugnen, dass 
auch in neuerer Zeit der 'Turmalin durch seine Aschenanziehung (Aschen- 
trecker und Geyloniseher Magnet darum genannt) selbst «die roheste 
Aufmerksamkeit auf sich gezogen. Unter diesen Umständen wird die Stelle 
des‘ Scholiasten zu -Aristophanes verständlich, gleichsam alsı Nachklang aus 
den Mysterien. ‘Mit Beziehung darauf kommt auch Bochart, der, im Hie- 
rozoicon (B. 1II. S, 876— 900 ed. Rosenmülleri) eine sehr gelehrte Ab- 
handlung, über Elektron schrieb, zw.dem Resultat: „ex his quae. diximus 
conkicitur, NAERTEoV apud veteres'tria significasse,,, nempe 1) succinum 
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Auch fügt.er.die Bemerkung bei, dass der Ausdruck «AAorvmov 
auf die,blassere Farbe des mit Silber gemischten Goldes' schwer- 
lich bezogen werden könne. Offenbar ist, nach wörtlicher Ueber- 
setzung, ein anderer Typus des @oldes,, oder Gold von anderer 
Bildutig, !von anderer Art gemeint, ‘wie man denn lange genug 
auch in neuerer Zeit Platin ‘gleichsam als eine Abart des Goldes, 
als »weisses 'Gold ‚ bezeichnet hat. 


'2., Num ‚aber entsteht die Frage, ob. dieses eigenthümliche 
Goldivon,.anderer Bildung und Natur, oder ob der Bern- 
stein ‚zuerst als, 74&%T00v ‚bezeiehnet: worden sei. ' Da in einer 
Stelle.bei Sophokles (Antigone v. 1019) das ‚Elektron von 
Sardes (das berühmt als Residenz des Krösus und wobei der 
Seholiast. ‚an den. Gold führenden: Fluss Paktolus erinnert) mit dem 
indischen! Golde combinirt;' und: auch bei Homer das. Elek- 
tron, zwisehen Gold. ‚und Silber gestellt ist, dasselbe gleichfalls bei 
Hesiod im Schilde des Herakles (v. 142) neben Gold und Kya- 
nos vorkommt, so bemerkt Buttmann mit Recht: „mich dünkt, 
wer bei jenen ältesten Dichtern unter Elektron ausschliessend das 
Metall versteht, giebt zugleich zu erkennen, dass diess der ältere 
Gebrauch des Namens sei.“ Aber Buttmann, der auch die Auto- 
rität des Plinius (hist. nat. XXXIH. c. 4. sec. 23.) dafür hätte 
anführen können, dass Homer das Metall meint, wenn er vom 
Elektron redet, wird verlegen durch die Mythologie gemacht, deren 
Autorität, wie er sagt, wenigstens neben der von Homers Gedich- 
ten steht. Da nämlich das Elektron 'aus den Thränen der in Pap- 
peln verwandelten ‘Schwestern Phaethon’s gebildet, so’ glaubt 
er hierbei nothwendig an die aus Bäumen ausschwitzenden Harz- 
thränen denken und in diesem Zusammenhang Elektron durch 
Bernstein übersetzen zu müssen. Jedoch die Pappeln. gehören 
nicht zu den Harz ausschwitzenden Bäumen; sie werden also in 

anz anderer Beziehung hier genannt sein. Ohnehin weinen. die 
Schwestern des Phaethon (die Heliaden) am Eridanus, jenem fabel- 
haften Fluss, in welchen Phaethon stürzte; und in Flüssen (nament- 
lich im mythischen Eridanus, ‚der vorhin angeführten Stelle des 
Pausanias gemäss)  'kommt wohl Gold und goldartiges Elektron 
(in kleinen Körnern, die ausgewaschen wurden), keineswegs aber‘ 
Bernstein vor. Büttmann hebt späterhin selbst hervor: „Hesychius 
hat bei dem Wort nAextoos die Erklärung ueraAlov yovolov mit 
dem Zusatze, man sage, es seien“ (nämlich diese goldartigen 
Metallkörner seien) „die Thränen der Heliaden. Und Philostratus 
trägt kein Bedenken, die Elektronthränen jener mythischen 
Pappeln Gold zu nennen.‘ — Und nun wird man auch verstehn, 


2) metallum ex auro elargento conflatum, 3) lapidemcerystallinum, “ 
Versteht man unter 74sxrpov, der Sprachableitung Buttmann’s gemäss, 
einen mit Anziehungskraft begabten Körper: so weiss der Physiker aus der 
Stelle des Pausanias, welches (durch Mischung von Gold und Silber blos 
nachgebildete) natürlich'uneben Gold vorkommende seltene Metall, und 
durch die angeführte‘ Stelle des Plinius, welche krystallinischen 
Steine'ursprünglich in den Mysterien gemeint waren. Diese letzte von 
B.oochart sehr richtig als eine dritte angeführte Bedeutung des Wortes 
nhenepov ist übrigens." in weuerer Zeit, selbst in den griechischen’ Wörter- 
büchern, gänzlich unbeachtet geblieben. eg 
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warum Homer sein (von Virgil durch eleetrum übersetztes) #«606i- 
reoog mit dem Mythenkreise von Phaethon in Verbindung bringt. 


3. Betrachten wir die Namen dieser Schwestern des Phaethon, 
deren Anführung hier unnöthig ist, so beziehen sich ‚alle auf 
Schimmer und Glanz. Wenn also die runden, graulich weiss glän- 
zenden Körner im fabelhaften Eridanus ,. in welchem der glänzende 
Sohn des Helios, Phaethon, sein Grab fand, wenn diese unschein- 
baren kleinen’ Körnehen, welche dennoch Gold’ sind von anderer 
Art, als Thränen dargestellt werden der Heliaden:' so sieht man 
leicht, dass hierdurch auf eine mysteriöse Weise das natürliche 
Vorkommen des Platins bezeichnet und dasselbe als ein 
Gold, das seinen heitern Glanz abgelegt, gleichsam in Trauer 
sehüllt ist, dargestellt werden soll. Diess wird noch klarer, wenn 
wir auf eine andre Variante desselben Mythus Rücksicht nehmen, 
worin statt der Heliaden selbst Apollo °) genannt wird, der mit 





9). Um solches nachzuweisen genügen hier abgeleitete Quellen, ‚beson- 
ders darum, damit man sehe, dass die Urgeschichte der Physik wenig- 
stens. in früherer Zeit höher geachtet wurde, als gegenwärtig, Ich nenne 
in dieser Beziehung Philippi Caesii’a Zesen coelum astronomi- 
cum, poeticum sive mythologicum stellarum: fixarum. Am- 
stel. 1662. Denn ist es nicht uranständig für Naturforscher, in der Astro- 
nomie sich der Mythologie ‘bei Bezeichnung der Sterne zu bedienen, nnd 
doch ‘die dem. Naturforscher ' allein zugänglichen naturwissenschaftlichen 
Mysterien. des -Alterthums, ‚womit, diese Bezeichnung zusammenhängt, geflis- 
sentlich ignoriren zu wollen? In dem genannten gelehrten Werke werden 
bei dem Sternbild Eridanus, S. 228—245, eine Reihe gelehrter Nach- 
weisungen gegeben, und es heisst, nachdem von den Heliaden die Stel- 
len der Poeten angeführt waren, 5. 231: nisi potius electrum apud 
CGeltas, si Artemidoro credimus, ex lacrymis Apollinis natum dicas, ubi 
indignans patrem, quod filium suum Aesculapium de quo vidimus in Serpen- 
tario, fulmine- percussisset, ad Hyperboreos 'moestus contendit. — Auch 
Gesner in seiner gelehrten Abhandlung de electro (in den commentariis 
societatis Gottingensis. tom. 111. ad annum 1753) bezieht sich auf diese‘ Va- 
riante des Mythus S. 72. mit folgenden Worten: nondum inveni, quo auc- 
tore Phavorinus Gamers dicat, ipsius Apollinis, h. e. Solis, lacrimas 
esse .electra, quas profuderit cum tristis ob’ Aesculapii mortem ad Hyperbo- 
reos a palre reprehensus abiret, aut cum servire ob interfectos Cyelopas 
iussus esset. Ponenlur graeca, ut eo facilius inveniantur cuius sin, Und 
nun führt er die griechische Stelle an. — Besonders darum aber wünsche 
ich die Aufmerksamkeit der Physiker auf Gesuer’s gelehrte Abhandlung 
‚ über das Elektron hinzulenken, weil derselbe zum Schlusse der angeführten 
Abhandlung von den Fortschritten‘ neuerer Natırwissenschaft mit der 'edel- 
sten Begeisterung spricht. Denn nachdem er zuletzt auf die im Alterthum 
sogenannte Dioskurenerscheinung, die leuchtenden Lanzen und andere in dem 
Buche,des Bartholinus de luce animalium zusammengestellte wun- 
deryolle Lichtscheine, gekommen, schliesst er: mit folgenden ‘Worten seine 
Abhandlung: - , Dergleichen alterthümliche Nachweisungen dienen dazu, in 
».„ch glänzenderm Lichte zu ‚zeigen jene elektrischen. Experimehte, ‚welche 
auch. in’dieser Stadt, ihr, theuren Gollegen, ‘zu unserer grossen ‚Verwunde- 
rung gezeigt habt; nicht aber dazu, dem gegenwärtigen Jahrhunderte: ‚den 
Ruhm zu schmälern, gleichsam eine neue Welt entdeckt zu, haben. - Dass 
solches während ich lebte ‚ gelang, ‚darübef ‚werde. ich mich : stets ı freuen.“ 
Möchten diejenigen, welche ‚heut zu Tage die. Forschungen über Urgeschichie 
‚der Physik zu unterdrücken streben, ‚von. einem. Gesner lernen, .dass der 
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Gold umhüllte (ein goldenes Schwert, goldene Rüstung tragende) 
Apollo, dem die Gold im’ Norden Europas bewachenden Greife 
geweiht sind. Aus seinen Thränen, heisst’ es, bei dem Tode sei- 
nes Sohnes Aeskulap, entstand Elektron, d.''h. jenes in kleinen 
abgerundeten Körmern sich darstellende gleichsam . durch Trauer 
entstellte Gold von anderer Art. Man sieht nun, warum neben 
dem goldenen Dreifuss im Tempel des Delphischen Apollo und 
anderen goldenen Weihgeschenken ‘aueh dieses durch geheime 
magnetische 1% Beziehungen in den Mythenkreis ‚hineingezo- 
gene Gold anderer Art (@AA0rvrovV ygvoiov) nicht fehlen durfte. 
Und Licht wird dadurch geworfen auf das in der Abhandlung über 
Platina besprochene Weihgeschenk des Krösus, dessen grosse 
innere (d. h. mysteriöse) Bedeutsamkeit vielleicht blos durch 
absichtlich übertriebene. auf Aeusserliehkeiten, nämlich die Grösse 
der Geschenke, sich beziehende Angaben hervorgehoben und der 
Beachtung der Mysterienkundigen empfohlen werden sollte. 


Es giebt noch eine dritte Variante vom Vorkommen und der 
Gestalt jenes degenerirten, gleichsam in Thränenform sich darstel- 
lenden.. graulich weiss glänzenden Goldes, welche. wie Plinius 
mit Indignation anführt (vergl. Note 3 und 6), auf die Thränen der 
in Vögel verwandelten Schwestern des Meleager !!) sich be- 
zieht. Wir sind hier mitten in dem zugleich die Mysterien des 
Herakles umfassenden dioskurischen Mythenkreise, wozu uns Pli- 





Ruhm, eine neue physische Welt entdeckt zu haben, doppelt so gross, wern 
dadurch zugleich eine neue geistige aufgeschlossen ‘wird, die, verborgen in 
den Mysterien, so einflussreich war ‚auf die akte Litteratur, womit die neue 
aur allzueng zusammenhängt und. zwar in’ den auf das Leben einflussreich- 
sten Gebieten.: Höchst; heachtungswerth in mehr,, als einer Beziehung ist 
daher dieser schöne, Ausdruck nalurwissenschaftlicher Begeisterung. bei jenem 
alten Lexikographen.,. ‘Wo ist sie hıngekommen, möchte man. hier fragen, 
diese allgemeine Begeisterung für Naturwissenschaft, wie sie noch da war 
zu Anfang dieses Jahrhunderts? Sie ist theologischeh Streithändeln gewichen, 
und darum’ gewichen, weil das ängstliche Examinationswesen (zum "Theil 
über Dinge, welche im späteren Leben vergessen zu haben man Gott dankt) 
den Theologen und Philologen auf Universitäten nicht ‘mehr Zeit lässt‘ zu 
freien Studien, um die über allen Streit erhabenen, fortdauernden Offen- 
barungen Gottes in der Natur kennen zu lernen. | 

10) Möchte der Leser geneigt sein, im Register zu meiner Eirleitung 
indie Mythologie das Wort Apollo aufzuschlagen und sich mit dem 
hierhergehörigen, dort, erwähnten Bilderkreise zu befreunden. us 

11), Da die Liocalsage, von Meleager sieh dem dioskurischen Mythenkreise 
anschliesst, so tritt die Verwandlung in Vögel an die Stelle der im-Mythen- 
kreise'des Herakles ‚bedeutsamen Pappel (Silberpappel),.'in ‘welcher 
Beziehung ich wieder nothwendig, verweisen muss auf meine Einleitung in 
die Mythologie... S. 142, 234, .299,,333 und 345. Weisse. Vögel 
spielen:nämlich darum im dioskurischen Mythenkreis eine, ‚bedeutende ‚Rolle, 
weil nach dem ganz naturgemässen Ausdrucke des Plinius;-,die Dioskuren 
auf den Masten, ‚der. Schiffe erscheinen mit eigenthümlich. tänendem 
Laute, wie Vögel hüpfend von Ort zu Ort“ !— Zugleich versteht ‚man 
nun den Ausdruck Schwanengesaug.. 'Deun in. diesem Sinne (als, Sym- 
bol des Lichtes ‚aufgefasst ) singt! der Schwan wirklich vor seinem "Tode, und 
weissagend (von grosser Vorbedentung) (ist dieser Schwanengesang.- ;; 
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nius den: Schlüssel gegeben durch einige flüchtig  'hingeworfene 
Worte über die Natur der Dioskuren und der Helena, welche ich 
meiner zweiten, auf. diese naturwissenschaftlichen Mysterien, sich 
‚beziehenden Abhandlung über Urgeschichte der Physik vor 
anstellte (im Jahrbuch der Chemie und Physik. 1823. oder 
B. XXXVH. S..250:): Sichern Schrittes konnte ich dann weiter 
gehn in Erforschung jener Geheimlehren, mit Beziehung ‚auf welche 
:Sträbo geradezu sagt, er.wolle wiedersprechende Dinge zusam- 
menstellen, gleichsam als aufzulösende Räthsel ‚ob vielleicht einer 
„die Wahrheit errathe.“ Und dennoch derselbe Plinius, von 
dem man: ohnehin nicht wird annehmen wollen, dass er der Samo- 
‘thraeischen Mysterien ganz unkundig gewesen, stellt sich nun an, 
als ob er in allen auf) das Elektron sich beziehenden mysteriösen 
:Fabeln gar 'keimen Sinn finden könne, und als ob hier allein vom 
gemeinen, keineswegs, wie. er beifügt, zu den. Seltenheiten gehö- 
rigen Bernstein die Rede wäre. ‘Ja, er geht so weit, den Erida- 
nus, von dem er schon aus dem Sternbilde wissen musste, dass 
‚et: dem Fabelland  angehöre (oder, wie Herodot (HL 115.) sich 
‚ausdrückt, ‚dem äussersten Westen, worüber nichts Zuverlässi- 
ges zu sagen sei“) als den Fluss: Padus (Po) in Italien zu: be- 
‘zeichnen, mit dem Zusatze, ‘dass Italien 'Zeugniss: gebe für (die 
‚Fälschheit der diehterischen ‚Angabe. Dass er; aber: mit so \gros- 
ser Indignation von ‚der Menschenverachtun gösprieht} welche 
in ‘diesem, die Naturwissenschaft verschleiernden Fabelwesen liege, 
zeigt deutlich genug, dass er die Mysterien meine, als deren un- 
kundig er vielleicht absichtlich erscheinen wollte, während früher 
auch Aeschylus, angeklagt, mysteriöse Andeutungen gegeben zu 
haben, blos durch die Entschuldigung seiner Unkunde sich retten 
‘konnte. Man vergesse doch nicht, dass Lucrez das Elecetrum 
nieht einmal zu nennen wagt, so grosse Veranlassung er auch 
hatte, auf seinem Standpunkte davon zu sprechen 12). Ich hebe 
'diess hervor, um den Geist zu bezeichnen, in welchem 
die Naturgeschichte des Plinius neu zu bearbeiten sein 
möchte. Die Verworrenheit der Zusammenstellungen kann. mitun- 
ter (ganz so wie in der Physik des Aristoteles 13)) eine absicht- 
liche sein, um tiefere Wahrheiten zu verbergen, die, weil sie nicht 
aunmittelbar ausgesprochen werden durften, aus.den .verworrenen 
‚Andeutungen herauszusuchen sind: 1 Binnawslanılt 


-/ si 


12) Wie feindlich die Mysterien den Naturforschern waren, namentlich 
aus der Epikuräischen Schule, welcher Lucrez sich anschloss, solches 
habe ich durch angeführte 'Thatsachen, welche zugleich von Einfluss sind 
auf die Erklärüngsweise des Lucrez, in meiner Denkschrift zur Säcu- 
tarfeier der Universität Erlangen S. 11. nachgewiesen. (Vergleiche 
auch Note 24. in vorliegender Abhandlung.) [4 

13) Ich.beziehe'mich auf das, was in derselben Denksehrift $S. 14. und 
46. deni unzweideutigen Ausdrucke‘ des Aristoteles selbst gemäss darge- 
legt wurde. ‘Nebenbei bemerke ich, .dass Plinius an-einer andern Stelle 
(h n. XXXVI. c, 4 n. 7.) bei .den flüchtig hingeworfenen Worten: ‚‚Sco- 
pas fecit Venerem et Pothon et Phaethontem,; qui’ Samothrace sanctissimis 
'waerimoniis coluntur “ sich vertraut zeigt mit.den feinsten mysteriösen Beziehun- 
gen. '' Denr die Bedeutsamkeit dieser Combination wird män verstehn ; 'wenn 
man die Idylle Claudians auf den. Magnet liest, im Zusanımenhange mit 
dem, was darüber gesagt in meiner Einleitung in die Mythologie 
S. 239 und 240, womit 5, 218—220 zu verbinden, /) 
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Anmerkung.‘ Aus dem eben bezeichneten Gesichtspunkt ist 
auch. eine mysteriöse Sprachableitung des ‚Wortes electrum auf- 
zufassen, . Plinius recht absichtlich hervorhebt, und wobei 
er sich auf die Autorität beruft einer Reihe alter Dichter, mit 
dem: Zusatze, dass hier von‘ Poeten des ersten Ranges die. Rede 
sei; nämlich electrum) appellalum , quoniam Sol, vocatus sit 
eleetor. . Einleuchtend ist. es, dass zur Vergleichung mit. der 
Sonne. keine der geltend gewordenen: Bedeutungen des Wortes 
electrum passt, man: mag am. Bernstein, dessen harzartiges An- 
sehen doch wahrlich nicht an Sonnenglanz erinnern. kann, oder 
an das aus Gold und Silber, sei es von. ‚der , Natur ‚oder durch 
Kunst gemischte Metall denken, weil statt. an unreines, vielmehr 
an‘reines. Gold. der Sonnenglanz erinnert. Denkt man aber dar- 
an, dass die grössten Dichter des Alterikuns immer die. myste- 
riöse Bilderwelt 1) (d. h. symbolische Hieroglyphen) vor Augen 
hatlen, so zeigt uns die auf Tafel: 4. Fig.13..meiner Einleitung 
in die Mythologie abgebildete streng nalurwissenschaftliche, - auf 
einer Münze von Chios vorkommende alte, Hieroglyphe den Zu- 
sammenhang zwischen .elector als. Sonne und electrum ‚im 
Sinne.der Blmauichen Spraehableitung aufgefasst. , Denn .ob- 
wohl. bildlich, doch ganz scharf spricht. diese symbolische, Hiero- 
glyphe.den Satz aus, dass die Sonne\mit, derselben herkuli- 
schen (d.h. magnetischen) Kraft leuchte, wodurch. ‚die. neben 
Gold vorkommende eisenlaltige. Platina zu einem Gegenstande 
der Mysterien geworden. Die sprachliche Verbindung der ‚Worte 
eleetrum und elector ist also. eine mysteriöse. Man muss 
aber jene Hieroglyphe im Zusammenhang. auffassen, mit, ‚dem 
ganzen Mythen- und Bilderkreise, worin sie in jener Einleitune 
in die Mythologie dargestellt ist. Dann wird man rkelch 
verstehn, RR diese mysteriöse Sprachableitung dasselbe ausspricht, 
was mythisch angedeutet durch die Verwandlung der glünzen- 
den Töchter des Helios in Pappeln, wenn man nämlich. an. die 
dem Herkules sehr sinnig geweihte Silberpappel denkt. Eben 
aber, weil es sich im Geiste..der symbolischen. Hieroglyphik nie 
von einzelnen isolirt stehenden. Bildern , sondern.von ganzen Bil 





14) Hierüber wäre, namentlich mit Beziehung auf den samothracischen 
Bilderkreis, vieles zu sagen nachträglich zu dem, was in meiner Einlei- 
tung in die Mythologie schon dargelegt ist, was sich aber zum "[heile 
von selbst ergeben würde durch eine sinnige Zusammenstellung die- 
ses Bilderkreises. Darum meinte ich, dass dieselbe den Freunden alter- 
thümlicher Poesie willkommen sein müsse, und wünschte, ‘dass ein Alter- 
ihumsforscher, welcher in einer Stadt lebt, wo die geeigneten Sammlungen 
dazu vorhanden, sich zur Herausgabe dieses Bilderkreises mit mir ‘verbinden 
möge, Alle Versuche, diess zu erreichen, misslangen. ' Und "wie viele 
Schriften sind seit zwanzig Jahren z. B. über Helena oder andere samothra- 
eische Wesen erschienen, öhne dass man Notiz nahm auch nur von einer 
möglichen streng naturwissenschaftlichen Auffassung dieses im ganzen Alter- 
thum als naturwissenschäftlich bezeichneten Mythenkreises, geschweige von 
einer vorliegenden wirklich vorhandenen. — Und obwohl schon Wolf es 
ausgesprochen, wie wünschenswerth es wäre, die mysleriösen Beziehungen 
in Homer’s Gedichten (worauf die berühmte Schule des Krates sich be- 
z08) kennen zu lernen, mag nun, nachdem in diesem Geiste durch alterıhüm- 
liche Nachweisung die verkannte poetische Einheit der Iliade klar darge- 
lest wurde, kein Philolog nur auf Prüfung der Sache sich eitilassen. 
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derkreisen handelt (indem, wie bei jeder andern Sprache, auch 
bei dieser Symbolsprache alles auf den Umfang ankommt, worin 
man sie auffasst): so kann ich hier unmöglich ins Einzelne gehn, 
obwohl die Bedeutsamkeit, mit welcher Plinius jene Sprachab- 
leitung hervorhebt, es mir unmöglich machte, dieselbe ganz un- 
berührt zu lassen. Nur diese Bemerkung ist noch anzureihen, 
dass dergleichen mysteriöse Wortableitungen sehr häufig, 
besonders bei alten griechischen Schriftstellern vorkommen. Die 
Wunderlichkeit derselben veranlasste die neuern. Philologen zu 
dem Glauben, den etymologischen Theil der griechischen Gram- 
matik besser zu verstehn, als die vorzüglichsten griechischen 
ie Ar ihn verstanden. Man übersah, dass man durch 
wunderliche Sprachableitungen mitunter Andeutungen den 
Mysterienkundigen hinsichtlich auf die der Schriftsprache 
unzugänglichen Dinge geben wollte. — Aber in diesem gramma- 
tischen Sinn habe ich hier auch noch etwas beizufügen zur Er- 
gänzuny einer vorhergehenden Anmerkung (Note 5), worin die 
Rede war von der weiblichen Form des Wortes Aidog, die stets 
mit Bedeutsamkeit gebraucht wird. Vorausgesetzt, dass die vor- 
historische Zeit (deren Ueberlieferungen die alte Priesterschaft 
in Mysterien einschloss, worin noch jetzt die indische Astronomie 
eingeschlossen) mit dem Polaritätsgesetze '?) bekannt war, muss 
es beachtungswerth scheinen, dass der Stein als Stein männlichen 
Geschlechtes ist (0 Adog genannt); als Magnetstein aber weibli- 
chen Geschlechtes (n Aidog mit dem Zusatz "Howritia). Es ist 
dadurch bezeichnet, dass dieser Herkulische oder magnetische 
Stein männliches und weibliches Princip in sich vereine. Darum 
zogen in den Muysterien des Herakles Männer Frauenkleider an, 
womit noch andere (in dem auf Herkules sich beziehenden Ab- 
schnitte meiner nalurwissenschaftlichen Mythologie 8. 237 ange- 
führte) sinnige Andeutungen zusammenhängen. Und in diesem 
Zusammenhange wollen wir einen Blick werfen auf den, gleich 
dem Magnet Polarität zeigenden, als nAexrgov bezeichneten Kry- 
stall, wovon Note 8. die Rede war. Denn auf analoge Weise 
kommt, wie Buttimann zeigt, nAenroov, was ein Neutrum ist, 


15) In dieser Beziehung stellte ich schon in meiner ersten, im Jahrbuch 
der Chemie und Physik von 1821 publicirten Abhandlung über Urgeschichte 
der Physik (welche auch in besondern Abdrücken erschien) die Zeugnisse 
griechischer Philosophen zusammen, woraus eine alterlhümliche Kenntniss 
des Polaritälsgesetzes hervorgeht, und machte besonders auf die den Aegyp- 
tiern zugeschriebene Unterscheidung eines männlichen und weiblichen 
Feuers aufmerksam. Späterhin bot in analoger Beziehung sich die Bemer- 
kung dar, dass die vorherrschende weibliche Form der auf das Feuer in den 
orientalischen Sprachen sich beziehenden Worte die Aufmerksamkeit der 
Grammatiker erregt (s. Journalfür Chemie und Physik. B. 37. S. 314.). 
Entscheidend war die Zusammenstellung des dioskurischen Bilderkreises, um 
den Beweis zu vollenden jener Bekanntschaft des Alterthums mit dem Pola- 
rilätsgesetze. Zugleich erschienen die mannweiblichen Gottheiten, 
welche den Philologen und Alterthumsforschern so grossen Anstoss gegeben, 
mit einem Mal aus einem ganz andern Gesichtspunkte, in. welcher Hinsicht 
ich mich auf 5. 260. ff. meiner Einleitung in die Mythologie anf 
dem Standpunkte der Naturwissenschaft beziehe. Vergl. auch die 
im Register unter Magnetismus und Elektricität zusammengestellten 
Nachweisungen. 
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gleichfalls in männlicher Form, und, obwohl seltener, auch in 
weiblicher vor, wie z. B. Sophokles in der vorhin angeführten 
Stelle der Antigone 6 nAertgog schreibt. Noch sinnvoller wird 
nun die schon früher umständlich besprochene Buttmannische Ab- 
leitung des Wortes von EArsıv. Denn nun erscheint selbst die dritte 
neutrale Form in solcher Combination bedeutsamer, gleichsam 
als Vereinigung des männlichen und weiblichen Princips. Und 
ebenso sahen wir in der auf xakrokißavov sich beziehenden An- 
merkung (Note 8), dass der Scholiast Gewicht legt auf die weib- 
liche Form des Wortes Vakog, in sofern es in dieser weiblichen 
T .s . D) * . Bld . 
orm alterthümlich gleichbedeutend sei dem nAenroog, wobei er 
die männliche (jedoch auch weiblich vorkommende) Form 
gebraucht. Man sieht, wie bei der Beschränkung der Schrift- 
sprache durch die Mysterien sogar grammatische Dinge mysteriöse 
edeutung gewinnen können. Ja selbst der Ausdruck yaAxokiße- 
vov 16) (welcher wörtlich Erzweihrauch bezeichnet) kündigt 
sich sogleich als ein mysteriöser an. Die Sprachableitung führt 
uns auf ein Stammwort zurück, welches tröpfeln bedeutet 
(Atßo); also ra metallische Tropfen sind gemeint. 
Was die Fabel von den Thränen des Apollo, oder der Helia- 
den, oder der Meleagrischen Vögel sagt, ist durch dieses Wort 
ausgesprochen, welches auf die kleinen Ihränenartigen 
Metallkörner hindeutet, die neben Gold im Flusssande sich 
finden, gleichsam als Gold anderer Art, das nach Pausanias 
ein äusserst seltenes Metall ist, während Suidas jenes Chalko- 
libanon ein Elektron nennt, kostbarer als Gold. Auf eine 
im Zusammenhange mit dem, was vorhin von der Form nAerroog 
angeführt wurde, beachtungswerthe Weise kommt auch der Aus- 
druck xakrokißavog vor, und zwar so, dass auf diese männliche 
Form Gewicht gelegt wird, indem es heisst: 0 u!v ddönv Ovoug- 
Geraı yahnokißevog YAosıöng 7). Der Zusatz nMosıöng (sonnenar- 


16) In neutraler Form wird dieser Ausdruck von Suidas vielleicht 
darum gebraucht, weil er ihn durch MAERTooV erklärt, obwohl der Weih- 
rauch Aißavos heisst und, wie wir nachher sehen werden, auch die Form 
zalxolidevos vorkommt, 


ı7)), Die ganze Stelle, welche angeführt in Salmasii exercitat. Pli- 
nian. 'T. II. p. 810. ist so wunderlich, dass sie mit den Worten des Sal- 
masius hieher‘ gesetzt werden muss: observabamus ex Graeco quodam 
scriptore, xaAxoAißavov genus esse thuris flavi et colore aureo, quem mas- 
calum alii nuncupant: 'xat 0 ulv aßonv ovouabstaı galxokißavos ı mAuoeıdns 
„al 1rvo6os Hyovv Eavos,. Quae profecto mira sunt. Nam alii thus mascn- 
lum definiunt orgoyyvAov »al Asvxov. At auctor ille candidum thus vocat 
Goyvoolißavos et foemininum esse vult. Da, wie Salmasius selbst an- 
merkt, dieser Erzweihrauch von Suidas als mAsxtgoV bezeichnet wird ; so 
ist auf so. wunderliche Weise ausgedrückt, was oben als eine grammatische 
Bemerkung Buttmanns angeführt wurde, dass neben der neutralen Form 
auch 7j2sxrgos vorkomme, sowohl im männlichen als weiblichen Geschlechte 
gebraucht. — Man sieht wie unklar und verworren die mysteriösen Nach- 
klänge werden können, während die Grundidee sinnig war. Und selbst 
grammatische Beziehungen rufen also die Philologen auf, 
sich mehr mit Naturwissenschaft zu befreunden, als es neuerdings 
Sitte geworden. Nebenbei verdient es vielleicht (als ein geflissentlicher Aus- 
druck der Vernachlässigung) einige Aufmerksamkeit, dass Plinins in der ver- 
worrenen Stelle, welche sich auf das dem Homerischen »«ooiregos gleich- 
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ty) erinnert an die von Plinius der Beachtung empfohlene Ver: 
gleichung‘der Worte electrum und‘’elector. Und wenn man 
aufden bei chaleolibanon hervorgehobenen hellen Glanz im 
Feuer Rücksicht nimmt, so scheint auch in dieser Beziehung die 
Vergleichung mit dem Sonmenglanze nicht unpassend. Zu leug- 
nen ist ohnehin nicht, dass, soferne wir bei jenem‘ Elektron, das 
kostbarer war als Gold, un Platin denken, dann allerdings von 
einem: Metalle die Rede sei, welches durch hellen Glanz, ÜUn- 
schmelzbarkeit und Unzerstörbarkeit im Feuer sich auszeichnet. 


-. ‘4&..Da in. der vorhergehenden Abhandlung, wozu hier Nach- 
träge, zu, liefern sind, die. Synonymität. der ‚Worte plumbum 
album, cassiteros, electrum in ihrer ältesten (den Myste- 
rien angehörigen) Bedeutung nachgewiesen wurde, und nun das, 
wie, wir eben sahen, gleichfalls mysteriöse chaleolibanon hin- 
zukam,, so wollen wir ‚noch: bei einem andern, nach Bochart's 
schon vorhin (Note 8.) erwähnten, auf das Eleetrum sich be- 
ziehenden gelehrten Untersuchungen diesem chaleolibanon gleich- 
bedeutenden ‚Metalle verweilen. Der hebräische Ausdruck bei Eze- 
chiel: für. ein Metall, das durch ausdauerndes helles Leuchten im 
Feuer sich auszeichnet, Chasmal genannt, was die Alexandrini- 
schen: Interpreten : durch Aexroov übersetzen, bedeutet nämlich 
nach Bochart’s Sprachableitung soviel als Golderz oder auri- 
chaleum, durch welchen Ausdruck Hieronymus das in der Apo- 
kalypse vorkommende, durch gleiche Eigenschaft des vorzüglichen 
Glanzes im. Feuer. ‘sich. .auszeichnende y«AxoAlßavov übersetzte. 

esiod aber im Schilde des Herakles V.122. nennt als ein Wun- 
dergeschenk des. Hephästos Schienen. von ‚glänzendem Orichal- 
kos 18), während sie. von demselben. 'Hephästos bei Homer aus 
Kassiteros und: bei. Virgil aus. .Bleetrum gemacht werden. 
Der, Scholiast des: Hesiod hebt ausdrücklich, hervor, dieses Ori- 
chalkos sei ein weisses Erz (42v%0v YJaAroua), mit den Zusatze, 





bedeutende plumbum album bezieht, selbst die Wortform verwirrt. Da 
nämlich, wo er von den angereihten fabelhäften Erzählungen spricht, 
schreiht er cassiteron und wiederholt diese falsche Wortform selbst mit 
Beziehung auf Homer, wo sie nie vorkommt. Er thut diess sogleich ein- 
leitungsweise; ‚gleichsam ‚äls wolle et schon in! den ersten Zeilen, ‘wo 'er an- 
fängt von diesem Hom erischen plumbum album (oder tassiteros) Zu sprechen, 
es.hervorheben, dass er den: mysteriösen Fabelkreis. berühre, der ihm ver- 
hasst. ists. np oo. sanlopı in Ars sed 9 alosän 


18) ?Opelyalros heisst eigentlich Bergerz ;' “indem ‘aber Hesychius 
zur Erklärung des Wortes'beifügt yaAzos yovow Eoıio)e: so sieht man, dass 
der Hauptidee nach wirklich aurichaleum und orichaleum ( was symo- 
nym 'auch von lateinischen Schriftstellern gebraucht 'wird)) ! gleichbedeutend 
seien. Die Pyrenäen'sollen nach Diodor von Sieilien (lib. IV..c. 35.) 
von einem die ’edlen: Metalle ausschmelzenden Brand ihren Namen haben. 
Man sicht, 'dass dieselbe Beobachtung über das Vorkommen der edlen Metalle, 
welche nenerdings 'besonders'bei dem Gold auf’der Insel Aruba (s. Rein- 
wardt’s schöne Abhandlung über die geographische Beschaffenheit 
der Insel Aruba im’Jahrb. der Chemie und Physik. 1827. der gan- 
zen Reihe'B, 51. S. 330 ff:) und bei Gold und Platina in Sibirien sich där-. 
bot, auch dem Alterthume nicht entgangen war. I geognostischer Beziehung 
(worauf im Sinne der Wernerschen "Theorie schon vorhin in der Einlei- 
tung aufmerksam gemacht wurde) gab es also wirklich ein goldenes Zeit- 
alter. 39 
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dass emige sagen, es sei eine-metallische Materie, kostbarer als 
Erz, welehe nun nicht mehr gefunden werde. Und auch 
Plato im Kritias (Steph. ed. 8. 114. e.) spricht es vom Naturpro- 
dukt Orichalkos aus, dass es blos dem Namen nach bekannt sei, 
vormals aber auf der (nur dem Namen nach bekannten) Insel At- 
lantis gefunden wurde, und dort, mit Ausnahme des Goldes, das 
kostharste gewesen sei unter allen Metallen. Plato unterscheidet 
also bei dem Orichalkos ‘das ältere Naturprodukt vom späteren 
Kunstprodukte, ganz so wie Pausanias mit Beziehung auf Elek- 
tron es that in der Stelle, von welcher wir ausgingen: Dieses 
ältere Naturprodukt hatte offenbar auch Virgil im Sinne, indem” 
er (Aen. Xll. 87.) das album orichaleum an Gold anreiht. — Bekannt 
genug aber ist es, dass man späterhin em dem Golde wenigstens 
in der Farbe ähnliches Metallgemisch im Messing dargestellt, und 
dieses Messing oosiy«Axog oder aurichaleum genannt. Es: ist also: 
auch hier wieder, wie bei cassiteros und plumbum album, 
eine ältere mysteriöse und eine spätere profane Bedeutung des 
Wortes zu unterscheiden. Besonders beachtungswerth ist daher 
die Stelle des Scholiasten zu Apollonii Argonaut. IV. 975, 
welche wörtlich übersetzt also lautet: „Aristoteles sagt, in den’ 
Mysterien werde Orichalkos weder mehr genannt noch gezeigt; 
andere sagen, es werde wohl genannt, sei aber nicht mehr vor- 
handen. Aber zu den eitlen Angaben gehört auch diese; denn 
die mehr Unterrichteten sagen, es sei vorhanden“ 19). 


5. Fassen wir das bisher Dargelegte zusammen, so geht dar- 
aus hervor (was man auch schon ausgesprochen findet in der neuen 
Ausgabe des Thesaurus ling. gr. von Stephanus unter y«4- 
roAißevov), dass jenes alte Naturprodukt Orichalkos, welches 
als weisses Erz bezeichnet wird, gleichbedeutend sei dem 
Chalkolibanon. Von diesem aber sagt Suidas, es sei. ein 
Elektron, kostbarer als Gold, während Plato, zu dessen 
Zeiten jenes alte Naturprodukt nicht mehr zu haben war, angiebt, 
dasselbe sei in der verlorenen Atlantis (worunter einige unser 
Amerika verstehn) vorgekommen, und habe dort den nächsten 
Preis nach Gold gehabt. Statt der Atlantis nennt Herodot 
(II. 115.) den noch unerforschsten „äussersten Westen“ als 


19) Diese Stelle wird den Physikern interessant sein, indem sie einen 
neuen Beweis liefert, dass es sich von naturwissenschaftlichen Dingen 
in den alten Mysterien handelte. Beckmann, der in seinen Beiträgen 
zur Geschichte der Erfindungen B. IL 5. 364—391 über , die 
Geschichte der Naturaliensammlungen schrieb, lässt nicht uner- 
wähnt, dass die alterthümlichen Tempel auch zur Aufbewahrung von Natnr- 
merkwürdigkeiten benutzt wurden. Ganz nahe lag ihm also der Gedanke, 
dass dergleichen in 'Tempeln niedergelegte Sammlungen von Naturmerkwür- 
digkeiten nicht .oline Beziehung bleiben koyinten zu den Mysterien,_ was in 
obiger Stelle des. Scholiasten deutlich ausgesprochen, die, im "jedoch ‚ ent- 
gangen. o Auch Lobeck:in: seinem Buch über die ‚Mysterien, übergeht diese 
Stelle, was: um so weniger zu billigen, da Bochart in der : Abhandlung 
über Elektron (Hierözoicon nach Rosenmüller’s Ausg. S. 892.) sie anführt, 
Eben darum scheint: es zweckmässig, sie im ‚Original hieher zu selzen: 
"Aguroriins Ö8 &v relsrais Pnol, und! Undoysw To vvoua, wmd& To Tovrou 
eldos" To yap ogeiyahnor Evıoı urmohaußavovos Alysodar uiv, um elvar Ö£* Tom 
de 00m Öndsdoutvov ol Tovto‘ gi yag Mohumpeyuoviorego: Yaoıv arrow 
UNEEFE. 
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Fundort des Elektrons. Origenes ?%) aber sagt, ebenso wie Sui- 
das, dieses Elektron sei noch kostbarer als Gold. Und 
vom. verschwenderischen Kaiser Elagabal erzählt sein Geschicht- 
schreiber Lampridins: ‚er bestreute seinen Porticus mit Staub 
von Gold und Silber, bedauernd, dass er es nicht auch könne mit 
dem von Elektron (scobe auri.porticum stravit et argenti, dolens 
quod non posset et electri).“ Offenbar kann auch in. dieser. letz- 
ten Stelle niemand bei: Elektron an die Mischung aus Gold und 
Silber denken, :weder an.die- natürlich vorkommende noch an die 
künstlich gebildete. Das seltene in Tempelmuseen aufbewahrte 
Gold anderer Art ist hier’ also  gemeint,; welches seiner magneti- 
schen Eigenschaften wegen: Elektron hiess, und eben darum 
(gleich dem in alten ‚ägyptischen 'Tempeln eine bedeutende Rolle 
spielenden Magnet). als Gegenstand der: Mysterien behandelt und 
wirklich noch in; späterer Zeit, wie der Scholiast des Apollonius 
Bund non sagt, den mehr: unterrichteten Eingeweihten gezeigt 
wurde, RTL 

6. Wollen wir zum.Schlusse noch einen Ueberblick ‚über die 
Gründe geben, weiche, wie eben’bemerkt. dafür sprechen, dass 
vorzüglich die magnetischen Eigenschaften jenes Goldes. anderer 
Art (oder der :natürlich vorkommenden Platina) die. Aufmerksamkeit 
der Mysterien auf sich gezogen haben. Dafür spricht, wie gesägt, 
schon der Name Elektron, welcher. sonst keinen Sinn ‚haben 
würde, ‚obwohl er,. für das. ursprüngliche Naturprodukt passend, 
späterhin auch dem Kunstprodukt angereiht werden konnte. Mit 
Beziehung auf. diese Polarität (Mannweiblichkeit der "Howxktı 
Al$og) erscheint es sinnig, dass auch »jA&exroog (in männlicher und 
weiblicher Form) vorkommt, was gleichfalls gilt von dem ihm 
gleichbedeutenden yaAzoAlßBavov (Erztropfen kostbarer als Gold). 
üben. dieselbe magnetische Beziehung ist angedeutet durch den 
vorhin (Note 8.) hesprochenen. mysteriösen Ausdruck des Sui- 
das 21), dass diesem Gold anderer Art, oder Elektron, etwas bei- 
semischt sei vom (magnetischen) Stein und (elektrischen) Krystall, 
Klarer ist dasselbe ausgedrückt durch die von Plinius mit Beziehung 
auf das Zeugniss der ersten Dichter hervorgehobene Vergleichung 
der Worte eleetrum und elector .(Sonne), wenn wir nämlich 
daran denken, dass Herkules als Sonnensymbol galt, und dass 
die S. 139. erwähnte symbolische Hieroglyphe es ganz klar aus- 
spricht, dass eine herkulische (d. h. magnetische) Kraft in der 
Sonne leuchte. Neben diesen und andern, schon vorhin aueh’ mit 
Beziehung auf die Verwandlung der Heliaden in Pappeln (die dem 
Herkules geweiht) umständlicher besprochenen mysteriösen Bezeich- 
nungen der magnetischen Eigenschalt jenes Elektrons, das seltener 
und kostbarer war,.als, Gold, ist aber auch eine unverkennbare 


20) Origenes Homil. XI. (ed. Delarue tom. III. p. 191): Asyezas'yap ro 
NhERTOOV Yovoov sivas rıuahplorsgov. Bochart sagt a. a. 0. 5.883: Orige- 
nes atque Hieronymus electrum 'non solum'argento, sed et'auro ‚pretio- 
sius esse volunt. Ich gestehe, dass ich einen so klaren Ausspruch, wie der 
vorliegende des -Origines’äst, ‘bei Hieronymus nicht finden konnte, "während 
bei Bochart das Citat fehlt. Aber nach so vielen Zeugnissen: kommt auf 
eines mehr oder weniger nichts an. TRE: wi Al ar hhraupclun: 

21) Buttmann geht, um seine vorausgesetzte (nur uns, wie er sagl, 
widersinnig scheinende) 'alterthümliche Vergleichung des Bernsteins 
mit dem Golde festzuhalten, bei dieser Stelle des Suidas so weit in sei» 
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Hindeutung auf denselben Magnetismus nicht zu übersehn, welche 
in der magischen Kette des gallischen. Herkules liegt. Lucian 
widmete diesem gallischen Herkules eine besondere kleine Schrift 
und hebt dabei die zarte Kette aus Gold und Elektron hervor, wo- 
mit derselbe eine Menge Volks nach sich zieht, das ihm willig und 
heiter, ja ihm entgegeneilend, folgt. Die Nebenbeziehungen zei- 
en, dass Herkules (der bekanntlich auch im griechischen Mythus dem 
ermes verwandt) hier als Gott der Beredsamkeit aufgefasst: sei. 
Und wenn Plato in einer schönen Stelle seines Ion die ergrer- 
fende Kraft der begeisterten Rede mit der ergreifenden des Mag- 
nets vergleicht, welcher nicht blos an sich zieht, sondern (wie bei 
den samothracischen eisernen Ringen) dem Angezogenen auch die 
Kraft giebt, auf gleiche Weise anziehend fortzuwirken: so drückt 
jene magische Kette aus Gold und Elektron oflenbar dasselbe aus. 
Die magnetische Kraft jenes Goldes anderer Art, das in jener 
Kette mit dem gemeinen Golde combinirt, ist also hier, wenn gleich 
durch ein mysteriöses Symbol, doch in der That deutlich genug 
bezeichnet. ’ | 
7. Dass ausser der magnetischen Eigenschaft jenes, als sel- 
tenes Naturprodukt vorkommenden Goldes anderer Art (welche 
Ansicht des Platins auch in neuerer Zeit den Namen des weis- 
sen Goldes herbeigeführt) selbst das specifische Gewicht 
desselben bei einem Weihgeschenke des Krösus für den delphi- 
schen‘ Apollo ganz annähernd so bezeichnet sei, wie es das Platin 
im Verhältnisse zu Gold wirklich zeigt, davon war schon in der 
Einleitung und umständlicher in der frühern Abhandlung die Rede, 
woran die gegenwärtige sich anschliesst. Man glaubte, jene Stelle 
des Herodot corrigiren zu müssen, in der vorgefassten Meinung, 
bei weissem Golde habe man im Alterthume lediglich an eine 
Mischung aus Gold und Silber gedacht. Dann aber wäre es höchst 
überflüssig gewesen, dieselbe Mischung auch mit dem Namen 
Elektron zu bezeichnen, auf eine ganz bedeutungslose Weise. 
Aber wenn man eine Mischung aus Gold und Silber weisses Gold 
nannte: so kann man unmöglich zweifeln, dass. auch: das 'seltene 
goldartige Metall, welches man, wie Pausanias sagt, durch diese 
Mischung aus Gold und Silber nachzuahmen: suchte, den Namen 
des weissen Goldes wird erhalten haben. Letzteres gehörte, wie 
nachgewiesen wurde, den Mysterien an, und. wurde aufbewahrt 
in Tempelmuseen, und noch in späterer Zeit den: Eingeweihteren 
gezeigt (Note 19). Dass aber bei einem Weihgeschenke für: den 
Tempel ‘des: Delphischen Apollo mysteriöse Beziehungen nicht 
fehlen konnten, und also schon darum, : wenn weisses Gold auf 
eine so bedeutsame Weise, wie es vom Krösus geschehn ist, 
geweiht wurde, an jenes mysteriöse weisse Gold (oder 
Elektron) zu denken sei, solches wird man: wohl zugeben, beson- 
ders. wenn man erwägt, dass die Fabel von der Entstehung, jenes 
kostbaren Elektrons (zur Bezeichnung der Art seines Vorkommens) 
sich an die Thränen der Heliaden, ja des Apollo selbst anschloss, 


nen 'willkürlichen. Annahmen, dass er sagt: „nämlich durch ‚solche Zu- 
mischung anderer Naturen, gleichsam durch eine Art Vererzung, erklärte 
man sich die von dem wirklichen Gold abweichenden (dem unwissen- 
schaftlichen Menschen zufälligen) Eigenschaften, wie die Gebrech- 
lichkeit, die Leichtigkeit, die Durchsichtigkeit.“ 
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Erwägt man nun, dass Herodot auch in anderen‘ Fällen 'Unglaub- 
liches recht absichtlich erzählt, blos um auf eine mysteriöse Bezie- 
hung die Aufmerksamkeit der Mysterienkundigen (für welche man 
zunächst schrieb) hinzulenken 22): so erhält die schon vorhin aus: 
gesprochene Vermuthung Wahrscheinlichkeit, dass in der absolu- 
ten Zahlbestimmung, welche Herodot angiebt, 'eime absichtliche 
Uebertreibung liege, um durch Uebertreibung von Aeusserlichkeiten 
auf: die innere: mysteriöse Bedeutung des: Weihgeschenkes’ aufmerk- 
sam zu machen. "Zu der: hervorzuhebenden mysteriösen Beziehung 
hörte aber das relative Gewicht des weissen 'Goldes, ‘wodurch 
eben das mysteriöse’ weisse ‘Gold 'von der profanen Nachahmung 
sich \vesentlich unterschied. Dankeswerth ist es, dass Herr: Pro» 
fessor Schuübarth durch Rechnung nachgewiesen, es werde nicht 
einmal 'weisses‘ Gold, sondern vielmehr grün gefärbtes erhalten, 
wenn man den 'Herodot so eorrigirt, wie Matthiä ihn eorrigirte. 
Um: so mehr ist diese 'Corteetur nun’ wieder hinwegzustreichen aus 
allen neueren’ Ausgaben, im welche sie sämmtlich übergegangen: 
Gewiss aber wird nun kein Philolog mehr geneigt sein, eine neue 
willkürliche 'Conjeetur an die Stelle zu setzen. ı TERN 
80: Erwägen wir, dass Gold und Platin vorzugsweise vorkom- 
men: im zerklüfteten Erdreich, ‘wo von der Natur die -Ausschmel- 
zung und Auswaschung im Grossen vorgenommen: so wird, wie 
schon 'einleitungsweise erwähnt, als sehr wohlbegründet die Ansicht 
Werner's erscheinen, dass es in geognostischer Hinsicht wirk- 
lich ein goldenes Zeitalter gab, wo in bedeutender Menge die 
verschwenderisch verbrauchten: edlen Metälle (als Orichalkos) 
umherlagen - auf der Erde. Höchst wahrscheinlich: also muss: es 
schon darum scheinen, : dass die Alten: nicht einzig und allein auf 
die Kenntniss von Gold und Silber beschränkt waren ‚sondern noch 
ändere gediegen vorkommende Metalle, wie Platin und: Palladium, 
kennen gelernt. «Mit Beziehung auf Palladium habe ich diess, wie 
in der Einleitung angeführt wurde, in jener frühern Abhandlung, 
woran die gegenwärtige: sich anschliesst, wahrscheimlich gemacht; 
hinsichtlich auf: Platm’ aber ist solches nun durch die dargelegten 
alterthümlichen Zeugnisse vollkommen erwiesen. Diese dargelegten 
Zeugnisse 'gestatten: zugleich einen Blick in den Geist der alten 
naturwissenschaftlichen Mysterien. Schon in 'der Abhandlung 
Gesner's über Elektron findet man es nicht ohne Befremden des 
Verfassers hervorgehoben, dass in allen Schriften Cieero’s nicht 
einmal das Wort eleetrum vorkommt, ohneräachtet die Tempelräu- 
bereien des Verres vielleicht hätten Veranlassung geben können 
zur Erwähnung desselben. Eben so wenig, fügt Gesner bei, :ist 
vom Electrum die Rede bei Lucrez, obwohl er da, ‚wo er vom 








22) Ein unleugbares Beispiel der Art, nämlich einer bis ins Sinnlöse 
gehenden Uebertreibung, welche Herodot sich erlaubt, um eine’ nun auch 
uns verständliche mysteriöse Andentung hinsichtlich aufiden Grund der Kat- 
zenverehrung in Aegypten zu geben (da in der Schriftsprache mit ‚Klarheit 
davon zu sprechen die 'Tyrannei der Mysterien unmöglich machte) ist um- 
ständlich dargelegt in meiner Denkschrift zur Säcnularfeier der 
Universität Erlangen ($. 35. und 54.), welche eben auf diese 'Beschrän- 
kung der Schriftsprache bei allen mysteriösen Dingen’ sich bezieht; "eine Be- 
schränkung, die so weit ging, dass die schriftliche, anf Mysterien sich‘ be- 
ziehende Ueberlieferung uns blos verwirrt, während allein die symbolische 
Hieroglyphe Aufklärung giebt. “(Vergl. die vorhergehende Note 6.) 
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Magniet sprach, ‚eigentlich ‚nicht, wohl davon schweigen konnte, (ver- 
gleiche Note, 12); und auch..hei >Seneca,..dessen quaestiones 
naturales. Gelegenheit ‚genug. darboten, ‚kommt nichts vom; Elec- 
trum  vor.'. Was beiden Griechen zu finden, ‚sind mysteriöse. Fabeln.. 
Plinins wirrt'.diese ‚sogenannten, :dichterischen, Fabeln mit: dem 

Ausdrucke: .der-Indignation zusammen, zufrieden, wie ‚es scheint, 
unter dem Gewirre mitunter, ein bedeutendes Wort verstecken zu 
können 23). Da aber Plinius von medicinischer Wirksamkeit des 


v - i 

‚23) Ein Beispiel der Art ist in meiner Einleitung in die Mytho- 
logie S, 141. und 364. angeführt. Gesner nahm auf dem Standpunkte 
der Physik ‚seiner Zeit besonderes Interesse an folgender Stelle des Plinius 
(h. n. XXXIII. c. 4. sect. 23.): nativum electrum venenä' deprehendit; 
namyue discurrunt in calicibus arcus coelestibus similes cum igneo stri- 
dore. Diese letzten Worte hatten in der Periode jener neuen Wunderwelt 
der Reibungselectricität die Aufmerksamkeit des berühmten Philologen auf 
sich gezogen. Und in der "That könnte man damit in Verbindung bringen, 
was Plinius gleichfalls nür flüchtig hinwirft: Philemon ait flammam 
reddi ab electro, und was in der angeführten Stelle meiner Einleitung in 
die, Mythologie schon im Zusammenhange aufgefasst mit einer Angabe des 
Festus vom Reiben einer sogenannten felix materia im Tempel der Vesta, 
und von der Erregung eines plötzlichen Bebens (Panischen Schreckens) am gan- 
zen Körper in demselben ’T’empel, gemäss einer Erzählung des Tacitus 
(wovon ebendas. S. 167. die Rede). Und in solchem Zusammenhange könnte 
es scheinen (da v enenum auch Zauberei bezeichnet), der geheime Sinn 
jener angeführten Stelle des Plinius sei: Electrum (dessen Anziehungskraft, 
wie derselbe Plinius sagt, schon die syrischen Frauen bei ihren damit gezier- 
ten ‚Spindeln beobachtet) entdecke Zauberei (nämlich die im "Tempel der 
Vesta) durch mit Geräusch überspringende, selbst farbig leuchtende Funken, 
welche Funken ganz entschieden im Alterthum an Katzen u, s. w. beobach- 
tet wurden, worüber a. a. O. S. 313. f. Nachweisungen zu finden. Liest 
man jedoch jene oben angeführte Stelle des Plinius im Zusammenhange: so 
sieht man, dass dort nicht einmal vom Bernstein, sondern vom Metall 
Electrtim die Rede ist, welches Plinius als eine Mischung aus Gold und 
Silber bezeichnet, obwohl mit Anreihung mysteriöser, ein Weiligeschenk der 
Helena betreffender Beziehungen, denen die oben angeführte Stelle sich an- 
schliesst, wodurch offenbar das nativum electrum als wesentlich ver- 
schieden von dem künstlich gebildeten bezeichnet ist. Man müsste also, 
und diess war vielleicht Gesner’s Meinung, gemäss der Art, wie man die 
Compilationen des Plinius auffasst, an ein gänzliches Missverstehen denken 
von Seiten des Plinius entweder oder eines seiner Freigelassenen, ‘den er 
vielleicht bei seinen Compilationen benützte. Und zu so groben "Missver- 
ständnissen konnte wohl ein gleich der Physik des Aristoteles absicht- 
lich dunkel geschriebenes Buch Veranlassung geben; wenn män'nicht sagen 
will, Plinius sei mitunter von demselben Princip ausgegangen, wie Aristo- 
teles in seiner Ehysik, oder der durch seine Dunkelheit im Alterthume’ be- 
rülmte Heraklitos, und habe sich namentlich in obiger Stelle sö6 benom- 
men, wie Herodot in einem analogen Falle, wovon in 'vorhergehender 
Nöte 22. die Rede war. — Dann aber muss iman eingestehn (‘waseben in 
dort,erwähnter Denkschrift nachgewiesen), dass die ganze schriftliche 
Ueberlieferung bei allen mysteriösen Dingen keine Erkennt« 
nissquelle sei. Wenigstens kein Physiker könnte auf das Gewirre von 
Missverständnissen und Fabeln sich einlassen, wenn nicht die ganz scharf 
bezeichnende symbolische Hiero&lyphe einen interessanten Weg 
der Untersuchung darböte, worauf man sichern Schrittes Torıgelih kann, 
Man vergesse aber nicht, dass selbst die grosse Pyramide zu" Mem- 
rhis in symbolischer Hieroglyphensprache zu uns redet, in- 
dem Jomard nachgewiesen, dass in den Dimensionen derselben eine vor- 
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Electrums spricht, so war für Gesner auch dies besonders befrem- 
dend, dass selbst die Aerzte, wie Celsus, Scribonius, Galen, 
das Electrum gar nicht einmal nennen, während Dioskorides 
so flüchtig darüber hingeht, und so verwirrt sich ausdrückt, dass 
er, wie Gesner sagt, in der ersten Hälfte des Perioden vom Metall 
Electrum, in der letztern vom Bernstein zu reden scheint 2%). 


(Fortsetzung folgt.) 





historische Gradmessung niedergelegt sei. Jedoch in unserer alexan- 
drinisch grammatischen Zeit ignorirt man eben darum den ganzen sieben- _ 
ten Band der Description de l’Egyple, welcher einzig und allein diese eben 
so mathematisch streng als philologisch gelehrt geschriebene Abhandlung 
enthält: WVenn man aber in allen Schulen lehrt und auf alle Karten der 
alten Geographie schreibt, dass 600 ögyplische (oder olympische) Fuss ein 
Stadion, ‚und 600 Stadien einen Erdgrad betragen, folglich der ägyptische 
Fuss ein aliquoter 'I'heil ‚des Erdgrades ist, und zwar der 360000ste: so, 
sagt man im Grunde dasselbe, was Jomard nachgewiesen durch die genaue- 
sten Messungen der grossen Pyramide von Memphis; aber nicht dieser. allein 
(vgl. Einleitung in die Mythologie. S. 362).. Nebenbei ist nicht zu 
übersehen, was schon Bailly in der Geschichte der alten Stern- 
kunde. BD. 2. S. 50—52 von der grossen astronomischen Bedeutsamkeit der. 
Zahl 600 mit Beziehung auf die Rechnungen des Dominicus Gassini an- 
führt. — Und nun frage man sich, was da liegt in einer Gradmessung, 
welche an Genauigkeit die aus der ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts 
übertrifft, ja ganz streng gilt für den ‚mittlern ägyptischen Erdgrad. — Und’ 
diess ist die mathematische Basis der physikalischen Hierogly-. 
phen, worauf allein eine Urgeschichte der Physik sich gründen lässt, 
während die schriftlichen Veberlieferungen dabei blos von untergeordneter, 
secundärer Bedeutung. —.Von vorhistorischen Dingen handelt es sich. 
hier, wie bei den ägyptischen Pyramiden, wesswegen Plato auf 
zehntausend Jahre zurückgehn zu müssen glaubt, vom Urtypus 
der ägyptischen Bilderwelt sprechend (s. Einl. in d. Mythol. S. .126.); . und 
Herodot (Il. 43.) bei Aufsuchung der Grundidee des Herakles so- 
gar auf,17000 Jahre zurückkommt, d. h. jede historische Forschung 
ausschliesst. Und erwägt man, dass jede wahre Religion nicht dem 
Zeitlichen, sondern dem Ewigen nachstrebt, sich daher bezieht auf ewige 
Wahrheiten, wozu auch die unendliche Offenbarung Goties in der Natur 
gehört: so muss es höchst erfreulich sein, die Weisen des Alterthums sich 
erheben zu sehn über die den Naturwahrheiten in der Volksreligien traditio- 
nell untergeschobenen historischen Beziehungen. | 

24) Ebenso beachtungswerth ist das Schweigen aller Naturforscher des. 
Alterthums ‚von Meteorsteinen, deren Herabfallen (wovon die Historiker 
Zengniss geben), so wenig ein Mensch damals bezweifelte. dass sogar 'Tem- 
pel gebaut wurden, wo sie herabgefallen waren, während man Götterbilder 
darauf zu finden glaubte. Umständlicher ist davon die Rede in der Ein- 
leitung indie Mythol. auf d. Standp. d. Naturwissensch. S. 150. 
Auch Chladni’s Aufmerksamkeit hatte es schon erregt, dass vom Bilde 
der Göttermutter bei drei Meteorsteinen die Rede, welche er anführt (siehe 
Chladni über Feuermeteore. $. 181. Note). — Und blickt man 
die, als Nachtrag zu Chladni’s Werk erschienenen Meteorsteinabbildungen 
von Schreibers an: so sieht man, dass die rasche Schmelzung der Ober- 
fläche jener Meteormassen allerdings Zeichnungen von Pflanzen, ja von Thier- 
und Menschen-ähnlichen Gestalten veranlasste, und man begreift, wie man 
durch diesen Meteorcultus zur Nachbildung von Ungestalten, ja zu 
Thier- und Pflanzen-Verehrung veranlasst werden konnte, welche bekannt- 
lich von localer Bedeutung war. 


er 
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xVvi 
Veber quadrirbare Figuren auf cylin- 
drischen Flächen. 


Von dem 


Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


Cylindrische Flächen heissen bekanntlich diejenigen Flächen, 
welche eine Gerade beschreibt, wenn sie über irgend eine gerade 
oder krumme Linie im Raume (die Direktrix) so hingleitet, dass 
sie während dieser Bewegung immer in einer und derselben Rich- 
tung, oder, was auf das Nämliche hinauskommt, einer gegebenen 
Geraden im Raume parallel bleibt. Wir können dabei, ohne 'der 
Allgemeinheit Eintrag zu thun, immer voraussetzen, dass die Direk- 
trix eine Curve einfacher Krümmung und die Richtung der gleiten- 
den Geraden senkrecht auf der Ebene der Direktrix sei; denn 
wenn diess auch ursprünglich nicht der Fall sein sollte, so kann 
man die Cylinderfläche mit einer: auf ihrem Mantel (d.h. der Rich- 
tung der gleitenden Geraden) senkrechten. Ebene durchschneiden 
und jetzt die entstandene Durchschnittseurve, die immer einfacher 
Krümmung ist, als neue Direktrix ansehen. Legt man in die 
Ebene dieser Direktrix zwei sich rechtwinklich schneidende Coor- 
dinatenachsen und stellt in den so bestimmten Anfangspunkt der 
Coordinaten die dritte Coordinatenachse senkrecht auf die Ebene 
der Direktrix, so fällt die Richtung dieser Achse mit der Richtung 
der gleitenden Geraden zusammen und zugleich nimmt die Gleichung 
der Cylinderfläche eine Form an, deren Einfachheit die Basis der 
nachherigen Untersuchung bildet. | n 
_, Seien in Taf. IV. Fig.1. OX, OY, OZ die drei. rechtwinklichen 
Coordinatenachsen und stelle XQZ die Direktrix vor, so muss zu- 
erst die Natur derselben durch eine Gleichung zwischen den Coor- 
dinaten OM=z, MQ=z bestimmt sein, welche in dem allgemei- 
nen Schema 


enthalten ist, ‚Ziehen wir von. @ aus eine Gerade @P||OY, so 
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liegt dieselbe nach den vorhin gemachten Voraussetzungen ganz 
in der Cylinderfläche, und wenn wir von dem beliebigen Punkte P 
das Perpendikel PN herablassen, so sind jetzt OM=x, MN=y, 
NP=MQ=: die drei Coordinaten von P. Eine Relation zwischen 
denselben (die Gleichung der Cylinderfläche) besteht hier in der 
blosen Bemerkung, dass wie früher z=f(x) sein muss, ausser- 
dem aber y ganz willkührlich genommen werden darf; die Glei- 
chung der fraglichen Fläche: 


z—=f(x), y ad libitum 


unterscheidet sich also von.der Gleichung der Direktrix nur durch 
den Zusatz, dass noch eine dritte, aber willkührliche, Coordinate 
vorhanden ist. Dieser Umstand bringt ‚eine grosse Erleichterung 
in die Quadratur solcher Flächen, welche nach der allgemeinen 


Formel any iy x Ä ; | 
0zN2 , /0z\2 
s=/feaY 14 (5) + 2.) 
zu bewerkstelligen wäre, worin nu und “ die partiellen Differen- 


zialquotienten sind, welche man durch Differenziation der Gleichung 
z—=f'(x,y) der zu quadrirenden Fläche erhält. Da nämlich in un- 
serem Falle z zwar von x, aber nicht von y abhängt, so wird für 
die eylindrisehen Flächen ir 


Visit, 3) Buch mi 


und mithin; einfacher BER | | 
a SEffay IHR 009 


Man übersieht auf der Stelle, dass sich hier die Integration nach 
y, sogleich ausführen Jässt,. weil in dieser Beziehung nur dy zu in- 
tegriren ist, was y giebt, und’ dass sich folglich die doppelte In- 
tegration auf eine einfache reduzirt; doch bevor wir diess genauer 
ansehen, wollen wir die Gränzen der. Integrationen nach. x und % 
bestimmen. Denken wir uns. in der Ebene XY zwei beliebige ge- 
rade ‚oder krumme Linien FRH und @SK, und ausserdem vo 

zwei ‚beliebigen Punkten 4 und B der Achse OX aus Gerade. |] O} 
gezogen, so, bestimmen diese vier Linien in der Coordinatenebene 
AY eine viereckige Figur FGKH; von jedem Punkte ihrer PER. 
pherie aus lassen wir eine Gerade. || OZ aufsteigen, alle- diese 
Geraden: durchschneiden. die Cylinderlläche, und die so entstehen- 
den Durchschnittspunkte bilden in ihrer 'Gontinuität auf der .Cylin- 
derfläche. wieder eine Art Viereck TUWV, von welchem das 
erstgenannte ‚FGKH die Projektion ist. Die Fläche ZUWYV sei 
nun diejenige Figur, welche mittelst der Formel (2) quadrirt wer- 
den soll, was offenbar wegen der Unbestimmtheit der Culven FRH 
und @SK die allgemeinste Voraussetzung ist. Was nun die Inte- 
grationsgränzen für x und y betrifft, so erhellt, dass es blos dar- 
auf-ankommt, 2 und y’so' zu wählen, dass der‘Punkt N (die Pro- 
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jektion von P) keine anderen Stellen, der Ebene XY betreten 
abe als diejenigen, welche i in der Figur FGKH. (der Projektion 
von TUWV) enthalten sind. ° Der Spielraum des Punktes M ist 
aber oflenbar die Strecke AB und folglich sind 2&=04 und 
xz=0B die’ Gränzen für), wobei zur: " Abkürzung: 0OA=«e und 
OB=Pß-sein möge. ' Da ferner'der Pıınkt N immer “zwischen den 
Curven FH und "CK bleiben muss, so sind MR und MS die Grän- 
zen für y(MN). Wenn aber die Aufgabe bestimmt sein soll, so 
müssen die CGurven FiRH und GSK ihrer‘ Natur nach bekannt, 
also "ihre Gleichungen ‚gegeben sein; nennen wir & ınd n die 
rechtwinklichen Coordinaten eines Punktes der Curve FRH, wo- 
bei die & von O aus auf OX gezählt ‚werden, so sei n—=9(8) die 
Gleiehung der Linie FRH, ebenso n"—y(£) die von GSK, wenn 
n' das für letztere ‚Curve ist, was n für die erstere. Setzen wir 
an die Stelle des beliebigen & die Lnie OQMN—=x, so folgt „= MR 
= p(a) und —=MS—Y(z), und, demnach sind 7 PR): und 
NY), die Gränzen für 9. Durch Aybahtulien dep 5.FBängen: AUF 
x und ıy.,wird jetzt nach ‚Formel 2)... | | 


N -fi\ "daNIFIf@E k Oy, 
SITE, | HIER EN 
oder, weil in WE 


Si y=n —n=Vla)—P@) 


ist: - | 
“a Si an ac en LU) IN 
wobei‘ 'alseon de | 
ya ze) die Gleichung der‘ Direktrix XQZ, 
jr. ige la '„ Curve FRH}; 
yav@a)» REN GSR,; 


\a='04,p= OB, SETUWW\ -: 


ist. Da a Integral’ in @) ein eilachds ist, so en es immer 
möglich sein, den Werth desselben zu finden, sei es durch Reduk- 
tion auf eine bekannte Funktion oder durch Verwandelung' in eine 
unendliche Reihe. ‘In den Fällen äber, wo sich ‘unser Integral"äuf 
eine von denjenigen Funktionen bringen lässt, für welche man 
Tafeln, besitzt, wollen, wir die Figur ZUWY eine quadrirbare 
nennen und nun einige 'Spezialisirungen der Art betrachten. 


sobı Br ; ö at Vader ahgr BEN ger: der ANnNene ein, a hai ni 


Angyre 


gen, so wird 


x? — (a? — 02) 
= — RE (2 a) 3 





AkL/ Glasur, 
und! folglich ER no. , @)® 
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Sf a nee one) a 


Unter den verschiedenen Suppositionen mı nun, E. man hier für » 
plz) und (x) machen kann, heben wir aie folgenden als beiüer- 
kensweitth heraus. U.) | 





a. Der einfachste ragen ist offenbar, ar (a ind br, 
— Bx" zu nehmen, wohei u eine BAR Zahl. bedeuten 'möge. 
Diess gäbe dann | | 


Sie 3 ae | 
NN EWR, gi. 


POTTER 7 


und hier sind zwei Fälle zu unterscheiden, ob nämlich u gerade 
oder ungerade ist. Im ersten Falle kann durch Rationalmachen 
des Zählers in der Differenzialformel das Integral auf‘ die‘Form 


zu Mair“ (a? — ar x2]0x 





also überhaupt auf Integrale folgender Gestalt 


ae vor 
N (a? — 22) (a? — x?) (12 2 (Rh? — R222) 22) . 


BE. werden, wobei v eine gerade Zahl ist. Das vorliegende 
ntegral lässt sich aber nach bekannten Reduktionsformeln auf 
elliptische Funktionen zurückbringen *). Anders ae wird ‘die 


Sache, wenn: in no. (5) # eine ungerade, folglich # Ka eine.ganze 


Zahl ist. Denn: in. diesem Falle kann man dem Integrale folgende 
Gestalt geben: ., .. &% 
s_ 2-4 B:zu1200r [a2— (a? — 02) 22], 
m I. Nee 
Boı 
und setzt n man hier xz?— a?u, so.wird dx A ou, au an-iy 2 ; 
wenn FEHARE x=e und 2=Pß. geworden ist, so hat u die Werthe 


u? 2 a a 

u um ame N Br : PR EFF a» 
angenommen ; wobei: «und ß’' zur Al ebraucht worden 
sind. Durch diese ‚Substitutionen ‚geht unsere, 127 in die 
folgende über: sc 


*) Legendre trait& des fonctions El eanes era A. —_ - Sopplemente zu | 
Klügels math. Wörterb. Band II. S. 84—87. fa; ibelst br 
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fer nu 
Be u? Aula —(a?—c%) u] 
nern 


oder wenn "man berücksichtigt, dass 


| 62 
a? — (a? — ce?) u= a?! 1— (l— 2) u 


ist, und zur Abkürzung 


e2 


setzt: 
I Ki M—1 
wege (1-.u)u 2 du (8) 
hr J «vi-(d+ &) ut eu? 
Da nun Ruhe hier ganz ausfällt, so reduzirt sich dieses Integral 





2 
auf zwei andere von der Form 
u” ou 
Fa Se EFT —y 
v1—(l+2J)u4 eu2 
und kann dann immer durch Kreisbögen oder Logarithmen dar- 


gestellt werden. So hat man z. B. für ua=+1, A=tan$, 
B=tano: 





v eine ganze Zahl; 


_(tano —tan 9) a? ß' (1— eu) o9u 


Ne NN 9) 


2 e NI— (Er ouren 


Hierzu gehört Taf. IV. Fig.2. Die Gleichungen der in der Ebene 
AXY gezeichneten Curven sind hier y=yp(2)=ztand, y=Y(x) 
—=xtano, also die Curven selbst zwei Gerade, welche durch den 
Punkt O gehen ‚und mit OX die Winkel XOY=% und XOK 
—@ machen. Zugleich ist wieder OA=«, OB=ß, also FGKH 
die Projektion von TUWV und die Fläche dieser Figur obiges 
S. Sind nun OX=a und OZ=c die Achsen des elliptischen 
Cylinders, so bildet die Curve XZ einen Quadranten der Direk- 
trix und der ganze Cylinder ein Tonnengewölbe, wovon die Figur 
nur die Hälfte zeigt. Nehmen wir nch OA=o=0, OB=ß=a 
—OX, so geht das Viereck FGKH in das Dreieck ODE und 
die Fläche TZUWV in ZDE über ; zugleich wird nach (6) «’=0, 
ß’=1 und folglich 


al a?(tano—tan9) (! , (d-ewdu 
= 09. JoNI-arJaree 
Nun ist aber XD = OAtnaX0OD = atan®, AE= OXAtnXÄ0OE 
—atano, mithin | 
Theil IX. 11 


Ss 


(10) 
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XE— XD=DE=a (tan o—t:n9). 
Hieraus findet sich der Inhalt des Dreiecks ODE, der F heissen 
möge, nämlich IE 
OX.DE a:(tano —tan®) 
RR 2 
wenn wir also das in (10) vorkommende Integral % nennen, so 
findet hier die bemerkenswerthe Relation 


PZ 


S=kF 


statt, welche schon Herr Dr. Wittstein im 7ten Theile des Archivs 
S. 445. angegeben hat *).. Für % findet man leicht, wenn a>«, 


also & positiv ist: 
1+ TE): 








keiryz! 





wenn a=c, also e=0 ist: 
RD: 
und wenn a<c, also & negativ ist: 


Al + ren nV: 


Font alese spezielle Aufgabe gelöst ist. 
Nimmt man in der Formel (5) A=0, u=—1 und setzt 5 für 


B, so wird 
| Ss f: (deu) du 
2 uni— (tout en 


Die. Bat, Curven m der Ebene XY sind hier die, Achse der & 
(wesen. y=g9(z)=0) und eine. gleichseitige Hyperbel mit der 


Achse b (wegen vu (2) = 2)» von der die Coordinatenachsen OX 


und OF die Asymptoten. sind (Taf. IV. Fig. 3.).,8 ist: die,Fläche 
TUWYV und die Curve UW kann hier als Durchsehnitt "eines 
elliptischen und hyperbolischen Cylinders angesehen werden. ‘Man 
| hat übrigens | 





N ln BER 
Tag RR 


eder ou 
vi-arge + e) u? + Four Few® 


*) In den Buchstaben findet nur der: ER statt, Apr 
steht, wo Herr Dr. Wittstein Ö hat. BIETER Ga 
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1 
und wenn man im ersten Integrale um, a 





b AA ß, 
BEN ca ah un SER ERFERTE 
= P’ | ou. Int i 2 
el NI-droeree, 1: 


wo. nun der Werth jedes ee sehr täicht zu HTY EN DER ist. 
‚Eine andere gute ‚Substitution für die auf den ln 


| Cyimäsr ‚passende Formel (4) ist a)=0, v@)=Z Inaae; 


die, Curven in. ‚der; Ebene XF sind dann..die EEE U OX 
und eine Ellipse, deren‘,Achsen.a‘, und, d,in ‚den, Linien OX und 
OY liegen. Sei daher in Taf. IV. Fig. 4. OX=a, OY=b, OZ=e, 
0A=«, OB=B; so, ist! S—=-TUWV.und. die- Curve UW kann 
als’ Durchschnitt zweier an Crlipder, anzESehen TBeR: 
a ce nach n0:' (et IR | 


a a rag Se ae BB us. wood | o | 
Ss ig: „® Na 


a? 


I, . 


und - wenn’ wir #==at) setzen‘, ‘so werden: die Gränzen für: t:: 


a ai) 
und folglich | 


oder für 


1 5=8: een. „d2).... 
Sul, ar on me | (13) 


an wir 2 spezieller = 0A 0 Ad a OB- OXZ.a, so wird 
rel ei und :S hedeutet- ‚jetzt die Fläche ZXQ. Für die- 
Ze vr 


Sm uf" nr. 02, 


Berücksichtist man KiehE dass N abrr die Fläche der Projektion 


OXY als eines elliptischen Ohaaktisni darstellt, bezeichnet die- 
selbe mit F' und setzt 


I im ansin Ho heyAhıyı aph ni 
Jan 
TC o {, 2 r 
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so ist nach dem Vorigen 
S=XF, 


worin sich, weil % nur von dem Achsenverhältnisse z des ellipti 


schen Cylinders abhängt, ein dem Wittstein’schen ganz analoger 
Satz ausspricht. 


II. Besonders einfach und elegant ist die Quadratur solcher 
Figuren, welche auf einem cykloidalischen Cylinder gezeichnet 
sind. In Taf. IV. Fig. 5. ist ein solcher abgebildet, worin OZ' 
die halbe Basis der Cykloide —rx, O ihren Scheitel und OX ihre 
Höhe —=?r darstellt, wenn r den Radius des beschreibenden Krei- 
ses bedeutet. Nähmen wir wie gewöhnlich den Anfang der Bewe- 
gung des rollenden Kreises zum Anfangspunkte der Coordinaten, 
die Abscissen & von Z’ nach O zu und die Ordinaten darauf senk- 
recht, so wäre die Gleichung der Cykloide 


E=r(p—sinp), n=r(l—cosp) 
worin p den Wälzungswinkel bezeichnet. Wollen wir diese Coor- 
dinaten in die bisherigen x und z verwandeln, so müssen wir 
= 0Z'—z=rn—z und n=0X— z=2r—x setzen, so dass 
wir erhalten | 
z=rn —r(p— sing), z=Ir —r(l—ecosp) =r(l+ cosp). 


Hieraus folgt 


ee r(l—cosp) Be TSINnp 
a ade 
und 
0 1-—cosp 
0x sin BD 


Mithin haben wir weiter 





VIHF@PB=N 14a 


8a P 
NY ALIER 
l-+4+cosp’ 


d. i. weil nach dem Früheren 14+c0sp= ist: 





H7@or=Y = ‚E h 


wenn wir den Durchmesser ?2r des erzeugenden Kreises mit a be 
zeichnen. Nach Formel (8) wird jetzt 
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S-Va MD ATOELIEN (14) 


und diese Formel ist so einfach, dass sie sich für eine Unzahl von 
Funktionen 9(z2) und w(x) integriren lässt. Die einfachsten Fälle 
sind folgende. | 


a. Für 9(2)=xtan$, Y(@)= xztano wird 
2 B.ı 
S—N a(tan o—tane) f, 22x 
a 
’ PR Te 3 3 
—zV a(tano — tan$) (B?— eo”), 


und dies wäre der Inhalt von TZUWV in der Figur, wobei FGKH 
die Projektion von TUWV, ZXOF=%, ZX0G=o ist. Neh- 
men wir &—=0, ß=a=0X, so geht die Fläche TUWV in die 
grössere OPQ@ über, deren Grösse 


S=3N allan a — tans)V a? 


4 a?(tano— tan®) 
RN RS NIE 


ist. Bezeichnen wir aber, wie schon früher einmal, die Fläche 
des Dreiecks ODE mit F, so ist 


a? (tan o—tan 9) 


F 


2 
und mithin Ehen wir die sehr bemerkenswerthe Relation 
“ 4 
L S—= zF. 


b. Für p(@)=NV px, w(@)—=N qx bilden die in der Ebene 
AXY gezeichneten Curven zwei Parabeln, deren Parameter » und 
qg sind und deren gemeinschaftliche Achse OX ist. Man erhält 
sehr einfach für die Fläche TUWV (Taf. IV. Fig. 6.) 


S-NaWg-NpMR-o), 
und für y=0, «a=0, ß=a, in welchem Falle $ die Fläche OZ'Q 
bedeutet, 
—aN ag 


oder, weil nach der Gleichung „=N g= die Gerade XD=N aq 
ist, S gleich dem Rechtecke aus OX und DAX. Bezeichnen wir 
die Fläche der Projektion OXEKG mit F, so ist der Inhalt der- 


selben bekanntlich = OX. DX, folglich 


n4 


ein ‚ebenfalls, überraschend ‚einfaches Resultat. ; MA 

° «Her! Dr" Wittstein-hat sehr richtig bemerkt, dass'die spe- 
zielle, von ihm gestellte Aufgabe wegen ihres praktischen’ Interes- 
ses als Rechnungsheispiel in technischen. Anstalten dienen könne; 
man darf diese Bemerkung'vielleicht auch auf die hier mitgetheilte 
allgemeinere Betrachtung, ausdehnen, da sie keinerlei Schwierig- 
keiten des Calcüls darbietet und demjenigen, der die graphische 
Darstellung der quadrirten Flächenstücke mit Hülfe der deseripti- 
ven Geometrie versuchen will, zu mancher netten Zeichnung Gele- 
genheit giebt. | 


a a OR De 1 

Monstruktion und Klassifikation der 

Flächen des zweiten Grades mittels 
projektivischer Gebilde. 


Von 


Herrn Fr. Seydewitz, 


Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 


Erster Theil. 


Die folgenden. Betrachtungen »bezweeken die Auflösung der 
Aufgabe: Durch 9 beliebig gegebene Punkte oder an 9 
beliebig gegebene Ebenen mittels des Lineals allein 
eine Fläche des zweiten Grades zu legen, eine Aufgabe, 
welche mit der wiederholentlich vorgelegten Frage nach dem geo- 
metrischen Gesetze, welches zwischen 10 beliebigen Punkten einer 
Fläche des zweiten Grades stattfindet, wo nicht zusammenfällt, 
doch in sehr naher Verbindung steht! Die Vorbereitung "hierzu 
ist ‚srossentheils im‘ zweiten Theile meiner Abhandlung über die 
geometrischen Verwändtschaften gegeben; doch wird 'es' nöthig 
sein, einmal besondere Fälle: einiger dort aufgestellter Lehrsätze 
noch ins Auge zu fassen, und sodann zu‘den Eigenschaften der 
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‚ eollinearen und reeiproken Ebenen die der collinearen und recipro- 
ken räumlichen Strahlbüschel hinzuzufügen. Im Grunde sind letz- 
tere den ersteren coordirirt; . denn denkt man sich im Raume 
zwei Ebenenbüschel X, A, deren Achsen sich in einem Punkte D 
schneiden, oder aber. zwei ebene -Strahlbüschel 2, BD’, deren Mit- 
telpunkte in einem Punkte D liegen, so bestinnmt einerseits ein 
jedet Strahl a des Punktes D. zwei Ebenen ao, «' von 3, %', an- 
dererseits eine jede durch D gehende Ebene « zwei Strahlen a, a 

von B, BD, ‚und umgekehrt; eibt man sich also # 


| D in einer Ebene $£ zwei Strahlbüschel B, B' und in einem 
räumliehen Strahlbiischel D, zwei mit ersteren projektivische BD 
üenbüschel 4, , %4,'; | | 


2) in. SE zwei Strahlbischel BD, B' und in Di zwei mit erste- 
ren “projektiyise he,ebene Strahlbüschel BE = Fe 


3) in # zwei Gerade A, A’ und in D, zwei mit ihnen pro- 
jektivische Ebenenbüschel Nr U’; 


4) in $£ zwei Gerade A, A’ und in D, zwei mit ihnen pro- 
jektivische ebene Strahlbüschel Ba = Fe 


5) in einem räumlichen Strahlbüschel D zwei Ebenenbüschel 
A, WM und in einem zweiten räumlichen SIrahlbüschel Dı zwei 
mit ihnen projektivische Ebenenbüschel 4, , %’; 


6) in D zwei Ehenenbüschel %, W und in D, zwei mit, ihnen 
projektivische ebene Strahlbüschel B,, Bi’; " 


n endlich‘in D zwei ebene Strahlbüschel 2, B nd m D, 
zwei ' mit ihnen projektivische ebene Strahlbüschel Bi, Bı'; so 
erhält 'man'ausser den‘ früher behandelten drei Beziehungs- Syste- 
men noch'sieben- neue; "wo-bezüglich 


PZ 


1) jedem Punkte von SE ein Strahl von D,; 

2) jedem Punkte von $£ eine Ebene von D;; 
3) jeder Geraden von SE ein Strahl von D,; 
4) jeder Geraden von SE eine Ebene von D, zn 
5) jedem Strahle von D ein Strahl von D,; 
6) jedem Strahle von D eine Ebene von D;; 
7) jeder Ebene, von D eine Ebene von D, 


entspricht, und we in ‚demselben Sinne, wie dort, höhere und nie- 
dere Grade der Verwandtschaft zu Grtetscheiden‘ sind. 


'Män kann aber auch die Verwandtschaften räumlicher Strahl- 
büschel mittels Projektion aus denen der Ebenen ableiten, und 
dieser Weg soll hier, wo er am Kürzesten zum Ziele führt, ein- 
Beyrhlagpn werden. 
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| &. 1. 
Aufeinandergelegte reciproke und involutorische 
Ebenen. 


Im achten Theile des Archivs 8. 42. ist gezeigt worden, dass zwei 
beliebige reciproke Ebenen sich immer so aufeinander legen lassen, 
dass einem jeden Punkte derselben eine und dieselbe Gerade in dop- 

eltem Sinne, und umgekehrt, entspricht, und so, dass bald gar keine, 
bat unzählige Punkte, welche bald eine Ellipse, bald eine Hyperbel 
bilden, auf ihren entsprechenden Geraden liegen, und man wird 
sogleich gesehen haben, dass nur in dem Falle, wenn die Mittel- 
punkte beider Ebenen unendlich entfernt sind, die Parabel hervor- 
tritt. Sowie nun früher zwei aufeinander gelegte projekt. Gerade, 
deren Durchschnitte der Parallelstrahlen, und zwei concentrische 
projekt. Strahlbüschel, deren ungleichnamige Schenkel der ent- 
sprechenden rechten Winkel coincidiren, involutorisch genannt 
worden sind, so sollen auch zwei aufeinandergelegte reciproke 
Ebenen, deren Mittelpunkte sich decken und deren zug. Durch- 
messer eine Involution bilden, weil hier, wie dort, je zwei Ele- 
mente sich in doppeltem Sinne entsprechen, zwei involutorische 
Ebenen heissen; auch werden von jetzt an die vereinigten Mit- 
telpunkte derselben der Mittelpunkt, die Achsen jener Involu- 
tion die Achsen der Ehenen selbst, jeder Punkt derselben .der 
harmonische Pol der ihm entsprechenden Geraden und letztere _ 
die harmonische Polare des ersteren, je zwei zug. Punkte 
einer Geraden und je zwei zug. Strahlen eines Punktes bezüglich 
zugeordnete harmonische Pole und Polaren dieser letz- 
teren genannt, und diese Ausdrücke auch im allgemeinen Falle 
reciproker Ebenen, jedoch ohne das Beiwort „harmonisch“ ge 
braucht werden. 


Lehrsatz|ıl. 


Zwei aufeinander geleste reciproke Ebenen sind 
involutorisch, wenn irgend zwei Punkte, welche nicht, 
oder wenn irgend drei Punkte, welche auf ihren Pola- 
ren, aber nicht in gerader Linie, liegen, denselben 
in doppeltem Sinne entsprechen. 


Beweis. Denn jede Gerade, welche durch einen jener bei- 
den Punkte geht, schneidet dessen Polare in einem Punkte, wel- 
cher in doppeltem Sinne der zug. Pol des ersteren ist; also gilt 
das nämliche von je zwei zug. Polen dieser Geraden. Wird nun 
ein beliebiger Punkt 4 der Ebene mit jenen zwei Punkten durch 
zwei Gerade verbunden, so schneiden die beiden Polaren von @ 
eine jede dieser Geraden in einerlei Punkte, fallen also zusammen. 
Und verbindet man die drei Punkte des Satzes durch zwei Gerade, 
so müssen diese zwei Durchschnitten der drei Polaren in doppeltem 
Sinne entsprechen, und es liegen nun diese zwei Durchschnitte 
nicht auf ihren Polaren. 
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Lehrsatz 2. 


Werden zwei beliebige reciproke Ebenen involu- 
torisch und zwar so gelegt, dass sie eine Ellipse er- 
zeugen, und wird nun die eine dieser Ebenen um irgend 
einen Punkt der Ellipse, als festen Punkt, und zwar 
um einen Winkel von zwei Rechten herumgedreht, so 
gibtes ausser diesem Punkte keinen zweiten, welcher 
auf seiner Polare liegst, und die Ebenen sind dann nicht. 
involutorisch; doch ist es nicht umgekehrt richtig, 
dass zwei reciproke Ebenen, welche diese letztere 
Lage zu einander haben, allemal durch Umdrehung in 
jene involutorische Lage gebracht werden können. 


Beweis. Liegen die Ebenen $£, SE, involutorisch und erzeu- 
gen eine Ellipse, und man legt durch einen beliebigen Punkt (ee,) 
derselben die Tangente (ee,) und ausserdem eine beliebige Gerade 
(AA,), so ist erstere die harmonische Polare von (ee,), letztere 
hat nothwendig mit der Ellipse einen zweiten Punkt (ff}) von end- 
licher Entfernung gemein, und die harmonische Polare (pp,) ihres 
“unendlich entfernten Punktes (pp,) hälftet die Strecke ef in einem 
“Punkte (qq,). Wird nun die Ebene $£, um den Pnnkt (ee,) um 
zwei Rechte herumgedreht, so fällt e, wieder auf e, und A, wie- 
der auf A, aber der Punkt (ee,) liegt jetzt in der Mitte sowohl 
zwischen den Punkten fundf,, als auch zwischen qg und g,. Die 
zug. Pole der Geraden (AA,) bilden also zwei gleichliegende pro- 
jektivische Gerade, zwischen deren Durchschnitten q, qı der Paral- 
lelstrahlen mitteninne sich zwei solche Pole e, e, vereinigen; 
also können sich längs (AA,) kein zweites Paar zug. Pole verei- 
nigen, d. h. kein zweiter Punkt auf seiner Polare liegen; und da 
jeder Punkt der Ebenen X, $£, einem Strahle des Punktes (ee, ) 
angehört, so gibt es in denselben überhaupt keinen zweiten sol- 
chen Punkt. Setzt man dagegen statt der Ellipse eine Hyperbel 
oder Parabel, so bilden die zug. harm. Pole derjenigen Geraden, 
welche mit den Asymptoten oder mit der Achse der Parabel paral- 
lel laufen, ungleichliegende projektivisch-gleiche Gerade, und man 
erhält durch die Umdrehung zwei und bezüglich eine Gerade, deren 
sämmtliche Punkte auf ihren Polaren liegen. 


Umgekehrt: enthalten zwei Ebenen SE, $2, nur einen Punkt 
(ee,), welcher auf seiner Polare liest, so kann derselbe nicht zwei 
verschiedene Polaren besitzen, weil sonst einer jeden dieser letz- 
teren, in anderem Sinne genommen, ein zweiter auf ihr liegender 
Punkt entsprechen müsste. Entweder nun hat der unendlich ent- 
fernte Punkt der Geraden (ee,) einerlei oder verschiedene Polaren. 
Im ersten Falle liegen die Mittelpunkte der Ebenen auf dieser Po- 
lare gleichweit von (ee,) entfernt und fallen nach der Umdrehung 
zusammen, und da zugleich ein Paar zugeordnete Durchmesser 
sich in doppeltem Sinne entsprechen müssen, so bilden sämmtliche 
zug. Durchmesser eine Involution, und folglich sind die Ebenen 
involutorisch nd erzeugen eine Ellipse. Im zweiten Falle dage- 
gen fallen nach der Umdrehung die Mittelpunkte der Ebenen nicht 
zusammen, sondern in eine mit (ee,) parallele Gerade; die zug. 
Pole eines jeden Strahles von (ee) bilden eine Involution von 
Punkten, und wird also (ee),) der Berührungspol zweier sich os- 
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kulirender Kegelschnitte, von denen ‚der eine diejenigen Geraden 
zu ‚Tangenten hat, deren Pole auf ihnen und auf dem anderen 
Kegelschnitte liegen. Ueberhaupt lässt sich zeigen, dass zwei re- 
eiproke Ebenen auf unzählige Arten in diese letztere Lage gebracht 
werden können., en, u Pad date 
‘- Dass: endlich in. den’‘‚beiden gedachten | Fällen die Ebenen 
nieht: involutorisch sein ‚können, geht einfach, daraus hervor, dass 
ihre Mittelpunkte im» ersten Kalle erstinach der! Umdrehung sich 
vereinigen ‚; und im zweiten schon anfangs’ getrennt ‚gewesen sind. 


Lehrsatz'is.: 

Zwei reeiproke Ebenen lassen sich immer so auf- 
einander legen,'„dassua)salle Punkte, welche auf-ihre 
Polaren fallen, zwei geraden Linien, und ihre Polaren 
zwei Strahlbüscheln angehören,, deren, Mittelpunkte 
mit,.dem Durchschnitt dieser Linien in gerader Linie 
liegen; und: dass Öd) alle jene Punkte einer einzigen 
Geraden, undihre Polaren einem einzigen Strahlbüschel 
angehören; und zwar sind in beiden Fällen. die Ebe- 
nen ‘nieht involutorisch. 


Beweis. 'a) Denn da eine Gerade und ein ebener' Strahl- 
büschel, welche projektivisch sind, allemal perspektivisch gelegt 
werden können, so kann man die eine Ebene S&, allemal’ so auf 
SE lesen, dass die Punkte einer beliebigen Geraden A, auf ihre 
Polaren fallen. Es sei BD der Pol von A,, nach welchem diese 
Polaren gehen, so werden die Polaren aller Punkte‘ derjenigen 
Geraden A, welche sich mit A, vereinist, im Allgemeinen einen 
anderen Strahlbüschel 2, bilden nnd durch diese Punkte gehen; 
und wiederum werden die Pole aller Strahlen des Punktes 2, ’, 
welcher mit DB vereinigt ist, in einer neuen Geraden 4’ 'und ein 
jeder auf seiner Polare liegen, und die mit 1’ vereinigte‘ Gerade 
A,' muss dem mit D, vereinigten Punkte 2’ entsprechen. Die 
beiden Polaren des Durchschnittes von (AA,) und (4’A,') gehen 
eine jede sowohl durch diesen Punkt, als auch durch die beiden 
Punkte (BB,') und (2’B,), fallen also zusammen, Hsıdın 


b) Man denke sich die Ebenen involutorisch und zwar so ge- 
lest, dass sie eine Hyperbei erzeugen; so lässt sich allemal eine, 
ja, wenn‘ dieselbe nicht  gleichseitig ist, vier Tangenten ‚ziehen, 
welche auf emer Asymptote senkrecht stehen. Durch den Berüh- 
rungspunkt (ee,) einer solchen Tangente, lege man eine Gerade 
(AA,) mit jener Asymptote parallel; so ist der, Punkt (BB); in 
welchem die Tangente und Asymptote sich schneiden, der. har- 
monische Pol von (A4,), und die zug. harm. Pole dieser Gera- 
den haben paarweise gleiche Abstände vom Punkte (ee,).  Wendet 
man nun die Ebene: $£, um jene Tangente "herum, so behaupten 
diese letztere, die Gerade A, und die Punkte e,, BD}: nebst: dem 
unendlich entfernten von A, ihre Stelle, alle übrigen Punkte 
9, bi; &-..: dieser letzteren aber fallen auf-ihre zug. ‚Pole, a,b, 
ce... und also auch auf ihre Polaren Ba, 2b, De. ..., mit welchen 
gleichzeitig auch die Polaren Da, Bibi, Bit +»: von 9, bi, C.. 
sich vereinigen. Die Gerade (AA,) entspricht also auch jetzt noch 
dem’ Punkte (3B,) in doppeltem Sinne, zugleich aber auch: jeder 
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Punkt (44,).... dem ihn. treffenden Strahle von (BB,). Ist nun p 
irgend ein ausserhalb (AA,) liegender Punkt, a der nach ihm 
sehende Strahl von (BB,) und a der Durchschnitt von a und 
(AA,), so gehen die Polaren, von p beide: durch 4, können also 
nicht durch p gehen, weil sie sonst mit a, und folglich p mit a 
sich vereinigen müssten: "Also liegen nur: die Punkte von (AA,) 
auf ihren Polaren.' Denkt man sich’ endlich, dass ‘die Ebenen’ auf 
irgend eine''Weise die Lage :d) erhalten haben, so überzeugt man 
sieh’ mittels des ersten Theiles' von’ Lehrsatz' 1. sogleich, dass’ sie 
durch gehörige Umwendung involutorisch werden, dass die’ Gerade 
(4A,) einer Asymptote der so entstehenden Hyperbel parallel wird, 
und daher die nun vereinigten, Mittelpunkte der Ebenen vorher 
nicht vereinigt, die Ebenen also auch nicht involutorisch gewesen 
seinnkönmen. “9 ln. RAUM IL 6 RA A BEER N: 


ze 


Nr NR A 


''In'zwei aufeinander gelegten’ reciproken‘ Ebenen 
können nicht bloss zwei oder irgend eine grössere, aber 
besehränkte Anzahl von Punkten auf ihren Polaren 
liegen. | | | lol 


os Beweis. Hat irgend ein solcher. Punkt zwei besondere Pola- 
ren, so 'hat jede der letzteren, in anderem Sinne genommen, einen 
zweiten auf»ihr liegenden Pol, ‚dieser eine zweite Polare,. diese, 
einen neuen’ Pol und: so ins Unendliche fort; es. kann, also höch- 
stens von solchen Punkten die Rede ‚sein, ‚denen einerlei Gerade 
in _doppeltem. Sinne entspricht. Liegen‘nun drei derselben in ge- 
rader Linie, so müssen alle Punkte dieser Linie auf ihren Polaren 
liegen ‚— und findet ‚jenes nicht statt,..so sind die Ebenen nach 
Lehrsatz 1. involutorisch und auf. jeder durch. einen, dieser Punkte 
gehenden Geraden müssen sich zwei zug. harm. Pole derselben in 
einem neuen Punkte vereinigen, so dass also die Ebenen. unzäh- 
lige Punkte besitzen, die auf ihren Polaren liegen. Es erübrigt 
also nur noch der Fall_von zwei solchen. Punkten. “ Man‘, denke 
sich . durch. diese Punkte a, b, deren Verbindungslinie A sei, 
: zwei ‚Parallelen a, b gezogen; so werden die zug. Polare von a, . 
und ebenso die von b, zwei gleichliegende projektivische Gerade 
bilden, weil nur in solchen es sich ereignen kann, dass ein ein- 
ziges Paar. entsprechende Punkte sich in % (b) vereinigen, und 
nur in einem Falle, wenn a mit der Polare von a zusammenfällt, 
tritt der Umständ. ein, dass alle Punkte der einen. Geraden dem 
einzigen Punkte a entsprechen. In allen anderen Fällen ' wird #, 
und ebenso b, in der Mitte zwischen den. Durchschnitten der 
Parallelstrahlen, d. h. der Polaren des unendlich entfernten Punk- 
tes von a und db liegen, diese Polaren also in einem Punkte p 
von A convergiren müssen. Nun aber haben die Punkte a und b 
ein jeder nur eine einzige Polare, also die Gerade A auch nur 
einen einzigen Pol 3; die beiden Polaren von p gehen sowohl 
durch B, als auch nach dem unendlich entfernten Punkte von 
a,b; sie fallen also in eine einzige p zusammen. Die Ebenen 
besitzen also zwei Punkte 2 und p, welche nicht auf/ihren Pola- 
ren liegen und denselben in doppeltem Sinne entsprechen, sind also 
nach Lehrs. 1. imvolutorisch und besitzen unzählige Punkte wie a undb- 
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Aus den drei letzten Lehrsätzen ergiebt sich nun mit aller 
Strenge: | 


Lehrsatz,.b. 


In zwei aufeinandergelegten reciproken Ebenen 
gibt es entweder keinen oder nureinen oder unzählige 
Punkte, welche auf ihren Polaren liegen; und diese 
Punkte bilden entweder einen Kegelschnitt oder zwei 
Gerade oder eine einzige Gerade. 


Lehrsatz 6. 


In zwei involutorischen Ebenen gibt es entweder 
keinen oder unzählige Punkte, welche aufihren Pola- 
ren liegen, und diese Punkte bildenallemal einen Ke- 
gelschnitt, dessen Tangenten ihre Polaren sind. 


Die im vierten Theile des Archivs S. 273 und 276. enthalte- 
nen Sätze gelten auch von ‚den zug. Durchmessern, Achsenpunk- 
ten und den Brennpunkten zweier involutorischer Ebenen, und zwar 
nicht bloss, wenn sie einen Kegelschnitt erzeugen, sondern auch 
wenn dieses nicht der Fall ist. Da dieselben später zur Entwicke- 
lung ganz ähnlicher Eigenschaften der reciproken Stahlbüschel 
dienen sollen, welche letzteren für die Theorie der Flächen des 
zweiten Grades von äusserster Wichtigkeit sind, so soll hier der 
Beweis für den noch nicht betrachteten Fall nachgeholt werden. 


Es sei in Taf. V. Fig.1. M der Mittelpunkt der beiden Ebenen; 
$, 5; seien diejenigen zwei zug. harm. Pole (ideale Scheitel) der 
einen Achse, welche gleichen Abstand vom Mittelpunkte M der 
Involution haben; so ist Ms=4A die halbe Länge dieser Achse, 
und es sei B die auf ähnliche Weise zu nehmende halbe Länge 
der anderen Achse; die im Punkte s auf ss, senkrechte Gerade s 
ist die harm. Polare des anderen Punktes 8,. Sind nun Ma, Ma, 
irgend zwei zug. Durchmesser der Ebenen, welche die s in 9, a, 
schneiden, so geht die harm. Polare von % durch s, und ist mit 
Ms, parallel, und die harm. Polare von 9, geht auch durch s, 
und ist mit Ma parallel; erstere schneide die Ma in a, und die 
andere Achse in b,, letztere die Ms, in « und dieselbe Achse in 
b; so ist Mbttsa, Mb, Hsa,, abıibb,; und da die harm. Po- 
lare von b, durch 4 gehen und senkrecht auf bb, stehen muss, 
so sind b, b, zug. harm. Pole der anderen Achse, und folglich 
Mb.Mb, =B? Sind endlich A,, 2} die halben Längen der 
Durchmesser Ma, Ma, , d. h. der gegenseitigen Abstände derje- 
nigen zug. harm. Pole dieser Durchmesser, welche vom Punkte 7 

leichweit entfernt sind, so ist, weil 4, &, und 9,, « zug. harm. 
Pole derselben sind, Ma.Mea, = A,*, Ma, .Ma = B,?. Aus den 


Proportionen | 
Ma: Mc, =09,:Mb, und Ma,: Ma—= a9, : Mb 
ergibt sich nun 


; (1) 





M9,2. Mb. 
R 


2 
Ma. Ma, =A,?= Manz AIb,. 
an, 


; Ma,.Ma=Bi?= 


165 


also ist | | 
Ar De tn en Paten Hase 
1 1 
m ee Le elek Mb,) _ yy92 4.6. Mb, 
| 1 
oder 
A,?+ Bı?= 4? + BR. (du- 


Sind «, &, @ die Winkel, welche Ma, Ma, mit Ms und mit 
einander bilden, so ist 








2. Ma.? , 
Ms. 9%, = Ms.Mo, .sing und A,?.B,?= Sy. Mb. Mb, 
2 2 
a au, also A, - Bi 99, = Ma.Me,-B 
AR 
Ms .09,.B PAR j 
he au sinp ° A, -B,.sng=A.B; (3) 
as MS, 4,8 


——_ .„ ——! —— . — —sin&. 08 @:SINn a, . COS, — 
Ms Ma Ma, Ma, nt 1 j 


A x Ma? as _Ma,?. Mb, Ma?. Mb, 
sin 2a :sin 20, — aa "5 TR RL SEERG 





— B?: 412, 


also 
A1?:B}? = sin 2, :sin %e. (4) 


In Taf. V. Fig. 2. seien 9, 9, irgend zwei zug. harm. Pole (Achsen- 
unkte) der Achse ss, ; a, die harm. Polare von 9; t, t, die 
vom Mittelpunkte M gleichweit entfernten zug. harm. Pole der an- 
deren Achse; t; die harm. Polare von t, welche a, in b, schnei- 
det; 5, 5, die von 9 nach t, b, gehenden Geraden, und &, a, die 
Winkel, welche sie mit ss, bilden; so liegt der harm. Pol von d 
auf den harm. Polaren von # und t, also in b,; folglich sind 5, 
b, zwei zug. harm. Polaren des Punktes 9. Nennt man endlich 
denjenigen Winkel, welchen die gleichweit von Ms abstehenden 
zug. harm. Polaren des Punktes 4 einschliessen, den diesem Punkte 
zugehörigen Achsenpunktwinkel, bezeichnet die Hälfte des- 
selben mit A, und die des dem Punkte 9, zugehörigen mit 2,, 
so ist 


MA abı B? 


ing autng oo; tung? A = nr 
und ebenso 
| B: 
2R — ELHE 
ing B, Ma, "an D (1) 
also 


7 „B?f1l 1 B?.aa B? 
2 et Ta Er AR di 2: 1 SG ’ 
ing "A, +ing?B, Ur a9 (z + Ma, 7 Ma. Maı A 11.42? (2) 
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B?. B?2 B?.B? Wil 
2 2 ER TEOE ern@Häpalnt >1 1 
re Tr Mare an Ta”, 


“% 


B?: ye: z > 
ing A,.tng BD :ARı TA 3 Ar: Hr. Ara (3) 


B? . B? 


tne aA 3 ine RA el 
g*A, :tng®Bı Me.oa, Maı -9aı 


—=M,:Ma. 4) 


Setzt man in (I) tng A,=1 oder A, —=45°, so ist 
bus N Yalaaı = B?— Ma? Ma. Ma—Ma? +42, 
also DI a ee 


kur Einaı TR. BE AU ERINNERTE 

In diesem: Falle aber, bilden: die zug. harm. Polaren_des Punk- 
tes a eine Involution der rechten Winkel, und. heisst dann ein 
Brennpunkt der involutorischen.Ebenen; also besitzen die 
letzteren auch, wenn: sie'-keinen!.Kegelsehnitt erzeugen, zwei 
Brennpunkte, welche aber der kleineren Achse angehören, 
u. Ss. w. 


Proj ektivische‘ Ebenen "und ränlichb Strahlbüschel. 


Sind im Raume irgend eine Ebene,s&-und ein Punkt D gege- 
ben, so geht nach jedem Punkte 6,b,c,d.... von S& ein bestimm- 
ter, Strahl a,,d, c,.d.... von. J),:und nach, jeder Geraden a,b; 6; d.... 
von SE eine .bestimmte, Ebene «, P, y, Ö.... von D.(insbesondere nach 
der ‚unendlich ‚entfernten ‚Geraden. von S&, eine. Parallelebene von D), 
und,iman,erhält, soreinen Bäumlichen Strahlbüschel D, worin 
jeder ‚ebene, Strahlbüschel 5, mit einer Geraden A,.und jeder Ebe- 
nenbüschel %. mit. einem ebenen Strahlbüschel..3 .von-$£, in An- 
sehung .der.:sich. treffenden Elementenpaare,, perspektivisch ist. 
Ein solcher, Strahlbüschel D. heisst daher. selbst mit der Ebene $#, 
in Ansehung jener Elementenpaare, perspektivisch, und es sol- 
len ‚auch. ‚zwei Ebenen $&, s&,, ‚welche «mit |, einerleii räumlichen 
Strahlbüschel:,D,, und ‚andererseits ‚zwei. räumliche Strahlbüschel 
D, D,, welche mit. einerlei ‚Ebene; S£ perspektivisch sind, ‚unter 
sich, in Ansehung der sich entsprechenden Elementenpaare;.,per- 
spektivisch heissen und diese Eigenschaft durch 

ir ur? 1, 3%, 


E68, 28...)= Dia, b, 6, di.) oder a" 

$E (a,b, c,d..)=D (e, ß, y, ö....) oder en 
(9, b...:a, 6...) ED (a b.... 0, P); 

E (a, b,6,d..)EE, (Mr, bi, C> O1...) und so fort 


bezeichnet werden. 


-ı In zwei perspektivischen Ebenen Se, se, heissen ‚diejenigen \ 
zwei Geraden ‘r, :q1, welche\den unendlich’entfernten Geraden r,, 
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von $&,, $& entsprechen; die'Durchschnitte'der| Parallelebe- 
nen:oder.sauch die Achsen. beider Ebenen.; Im ..Durchschnitte 
(ee) zweier  perspektivischen, Ebenen sind ‚allemal! -zwei , ent- 
sprechende projektivisch-gleiche Gerade vereinigt, "und.je 
zwei entsprechende Gerade, welche mit (ee,). parallel sind, sind 
projektivisch-ähnlich, ausgenommen ein einziges Paar, welche 
ebenfalls gleich,, aber ungleichliegend sind, nämlich diejenigen, 
in deren Mitte der Projektionspunkt D liegt. Diejenige 
Ebene von D, welche auf (ee,) senkrecht ist, schneidet &, s&, in 
zwei Geraden, welche auf (ee) senkrecht stehen, und derjenige 
Strahl s von D, welcher diese Geraden unter gleichen inneren 
Winkeln; schneidet, ‚bestimmt in $£, $£, zwei Punkte, deren ent- 
sprechende Strahlenpaare zwei projektivisch - gleiche Strahl- 
büschel bilden. Es gibt ‚zwei Strahlen s und, folglich, auch, zwei 
Paar ‚solche. Strählbüschel, u. s. w. (vergl. Arch. Thl. 8. S..10.). 
Ueberhaupt ‚geht unmittelbar aus der Erklärung der Collineation 
hervor, ‚dass zwei perspektivische Ebenen jedesmäl auch, colli- 
near sind. Liest ihr Projektionspunkt unendlich, entfernt, so sind 
sie affin und, insbesondere gleich, wenn. zugleich die. mit (ee,) 
‚arallelen -Projektionsebenen die $E,.sE, unter gleichen inneren 
Flächenwinkelh schneiden ;, ähnlich dagegen, wenn der Projek- 
tonstunkt eine) endliche Entfernung und.\die Ebenen \$®, 1$E7 eine 
parallele Lage haben; und endlich congruent, ‚wenn letztere 
yarallel und ersterer entweder unendlich: entfernt ist oder zwischen 
eiden Ebenen mitteninne liegt. or | N le 
Aber auch umgekehrt lässt sich behaupten: 
bLehrsat z,,/. MR 
Zwei collineare Ebenen lassen sich allemal auf un- 
zählige Weisen in perspektivische, Lage bringen. 


.\.,Beweis. ‚Denn ‚lest man sie so im:Raume, ‚dass. .das, eine 
Paar, ‚ihrer, entsprechenden. projektivisch- gleichen ‚Geraden, und 
deren entsprechende Punkte sich vereinigen, und sind 2, B, irgend 
zwei andere entsprechende, Punkte, so schneiden sich je ‚zwei.ent- 
sprechende ‚Strahlen ‚dieser, Punkte im, Durchschnitte ı der, Ebenen, 
sie, sind also, perspektivisch, d.,h. alle diesen. Strahlen: angehörige 
entsprechenden ‚Punktenpaare liegen mit. einerlei Punkte der Ge- 
raden BB, in deriLine: Folglich. convergiren. ‚sämmtliche 
Verbindungslinien entsprechender ‚Punktenpaare ‚beider, zunächst 
schaarenweise in besonderen Punkten von DD, ; aus demselben 
Grunde aber auch in den Punkten’ jeder: anderen Geraden, welche 
zwei entsprechende‘ Punkte verbindetz' also - convergiren alle in 
einem und demselben Punkte D. WISS Tara 
Weit schwieriger wird sich der Beweis für 'den analogen Fall 
räumlicher Strahlbüschel' zu Stande bringen lassen, und diess hat 
seinen Grund darin, dass vier gegeneinander feste: Strahlen eines 
Punktes D im'Raume sich' nicht allemal’so' legen lassen‘, dass 
sie vier’ beliebig gegebene Punkte einer Ebene $£ treffen. | 
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u n j e} IE h Lt r 

war a, Diehr sa 12.845 46 adunulaltiit a 
a In zwei perspektivischen räumlichen Strahlbüschieln 

gibt esiallemahientweder zwei Paarentsprechende pro- 
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jektivisch-gleiche ebene Strahlbüschel und zwei Paar 
entsprechende projektivisch -gleiche Ebenenbüschel, 
oder es gibt von beiden Arten nur eines oder unzäh- 
lige Paare. - 


Beweis. a) Steht der gemeinschäftliche Strahl von D, D, 
schief auf dem perspektivischen Durchschnitte &, so wird das 
eine Paar der ersten Art von den beiden Parallelehenen gebildet, 
das andere von denjenigen zwei Ebenen, welche man erhält, wenn 
man senkrecht auf den gem. Strahl in der Mitte desselben eine 
Ebene errichtet und nach der Geraden, worin diese Ebene die SE 
schneidet, durch D, D, zwei Ebenen legt, was sich aus der Con- 
gruenz ebener Dreiecke ergibt. Das eine Paar der anderen Art 
wird von den gemeinschaftlichen Ebenen beider. Strahlbüschel ge- 
‚bildet, und die Achsen des anderen erhält man, wenn man aus 
D, D, zwei Senkrechte DA, D,A, auf & fällt, den Abstand AA, 
ihrer Fusspunkte im Verhältniss von DA: D,A, in einem Punkte 
M:theilt, und die Geraden DM, D,M zieht. Denn ist BMB, 
irgend ein in $& liegender Strahl des Punktes M, dessen Theile 
MB, MB, auf verschiedenen Seiten der Linie AA, liegen, so 
sind in den rechtwinkligen Dreikanten M(DAB) und M(D,A,B,) 


die Winkel DMA=D,M, A,, weil D= u ferner die Schei- 


telwinkel AUMB= A,MB, ; also sind auch die Flächenwinkel 
A(MD)B= A,(MD,)B, u. s. w. Ö) Steht der gem. Strahl senk- 
recht auf $£, so fallen die zweiten Paare mit den ersten zusam- 
men; und ec) liegt ausserdem die Ebene $£ in der Mitte zwischen 
D und D,, oder ist dieselbe unendlich entfernt, so gibt es unzäh- 
lige Paare von beiden Arten. 


Lehrsatz 9. 


In zwei perspektivischen räumlichen Strahlbüscheln 
gibt es entweder nur ein einziges Paar entsprechende 
normale gleichseiuige Dreikante, d. h. wo drei zueinan- 
der senkrechten Strahlen des einen drei ebensolche 
Strahlen des anderen entsprechen, oder es gibt unzäh- 
lige solche Paare, welche eine Kante gemein haben, 
oder es gibt unzählige beliebige, d. h. jedem normalen 
gleichseitigen Dreikant des einen entspricht ein eben- 
solches des anderen Strahlbüschels. | 


Beweis. a) Der gem. Strahl DD, stehe schief auf EB. 
Lest man durch D, D, eine Ebene senkrecht auf ®&, so: liegen 
in dieser Ebene zwei entsprechende ebene; ‚Strahlbüschel; die 
Schenkel der entsprechenden rechten Winkel dieser letzteren bil- 
den zwei Paar entsprechende Kanten r, r, 52, 4, und diejenigeu 
zwei Strahlen s, si, welche auf jener Ebene senkrecht stehen; bil- 
den. das dritte Paar Kanten der in Rede ‚stehenden Dreikante. 
Denkt man sich nun; die Kanten a, d, e und ı,; 6, c, eines 
neuen Paares entsprechender normaler gleichseitiger Dreikante 
schnitten die Ebene $£ in den Punkten 9,b,c, so seien 7, ß,o«, M 
die Mittelpunkte der Strecken ab, ac, bc, DD,; weil nun Winkel 
aDb=#aD,b=KR, so wäre die Strecke Dy=ay=by= D,y, also 
My, und aus demselben Grunde auch MP, Me, senkrecht auf 
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DD,; folglich müssten My, Mß, Ma in einer Ebene, 'und:die 
Punkte y, ß, «in einer Geraden liegen, : was nur dann möglich 
ist, wenn einer der Punkte a, b, c, z. B. c, unendlich entfernt 
ist. Dann aber wäre ce|}e,, die Ebenen Dab, D,eb, beide senk- 
recht auf &, würden also, da durch DD, nur eine senkrechte 
Ebene auf S& gefällt werden kann, mit der vorhin gedachten Ebene, 
und die neuen Dreikante mit den früheren zusammenfallen! 2) Steht 
DD, senkrecht auf $£, so bilden je zwei rechtwinklige’ und mit 
$2 parallele Strahlen nebst DD, ein normales gleichseitiges Drei- 
kant, welchem ein gleiches im anderen Strahlbüschel entspricht; 
und ce) liegt $£& mitteninne zwischen D, D, oder ist unendlich ent- 
fernt, so gibt es unzählige beliebige solche Dreikante. 
4 


Erklärungen. 

Eine Ebene und ein räumlicher Strahlbüschel heis- 
sen collinear oder reciprok, wenn eine zweite Ebene 
- mit der ersteren-bezüglich collinear oderreciprokund 
mit dem letzteren (in Ansehung der betrefienden Elementen- 
paare) perspektivisch ist. | 

Zwei. räumliche Strahlbüschel heissen collinear 
oder reeiprok, wenn bezüglich entweder beide mit .der- 
selben Ebene collinear oder beide reciprok, oder aber 
der eine mit einer Ebene collinear, der andere mit der- 
selben Ebene reciprok ist. 

Ohne weitere Erläuterung wird man nun die folgenden Sätze 
für richtig befinden. | 


Lehrsatz 1. 


In zwei collinearen räumlichen Strahlbüscheln ent- 
spricht jedem ebenen Strahlbüschel des einenein.dem- 
selben projektivischer ebener Strahlbüscheldes ande- 
ren, BA ddem Ebenenbüschel des ersten ein demsel- 
ben projektivischer Ebenenbüschel des letzten; und 
umgekehrt. 


Zusatz.. Zwei räumliche Strahlbüschel, deren Strahlen paar- 
weise gleiche Winkel einschliessen , sind collinear, und jenachdem 
dieselben congruent odersymmetrisch sind, sollen sie gleich- 
liegend oder ungleichliegend gleich heissen, 


Lehrsatz 11. 


In zwei reciproken räumlichen Strahlbüscheln ent- 
spricht einem jeden ebenen Strahlbüschel des einen 
ein demselben projektivischer Ebenenbüschel des an- 
deren, und einem jeden Ebenenbüschel des ersten ein 
demselben projektivischer ebener Strahlbüschel des 
letzten; und umgekehrt. AN. 


Zusatz. Können zwei räumliche Strahlbüschel so gelegt wer- 
den, dass einem jeden Strahle des einen eine gegen ihn senkrechte 
Ebene des anderen entspricht, so gilt dasselbe auch gegenseitig, 
und jedem ebenen Strahlbüschel des einen: entspricht ein‘ demsel- 
ben projektivisch-gleicher Ebenenbüschel des anderen; dieselben sind 
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daher: in . jeder ' beliebigen Lage Te und zwar sollen sie 
gleiche reciproke räumliche Strahlbüschel: heissen. 


Le #H'rs at zı127° 


Ist bei irgend einer Anzahl n Gebilden — Ebenen und 
räumliche Strahlbüschel — in irgend einer bestimmten Ord- 
nung genommen, der Reihe nach jedes Gebilde mit dem 
darauf folgenden collinear oder reciprok, so ist jedes 
mit jedem und namentlich auch das erste,mit dem letz- 
ten collinear oder reciprok. | 


Lehrsatz.ld: 


In zwei concentrischen collinearen räumlichen Strahl- 
büscheln müssen sich allemal wenigstens ein Paar ent- 
sprechende Strahlen und ein Paar entsprechende Ebe- 
nen vereinigen. 


Beweis nach Seite %, 1. des 8ten Thls. des Archivs mittels 
zweier aufeinandergelegten Ebenen, deren eime mit dem einen, 
die andere mit dem anderen räumlichen Strahlbüschel perspekti- 
visch ist. 


Lehrsatz in 


In zwei beliebig liegenden collinearen räumlichen 
Strahlbüscheln sind wenigstens ein Paar entsprechende 
Strahlen und ein Paar entsprechende Ebenen parallel. 


Beweis nach dem vorigen Satze mittels eines dritten Strahl- 
büschels, welcher mit dem einen concentrisch ist und dessen 
Strahlen denen des anderen parallel sind. 


Lehrsatz 15. 


In zwei collinearen räumlichen Strahlbüscheln gibt 
es allemal ein Paar entsprechende normale gleichsei- 
tige Dreikante, d. h. drei zu einander rechtwinkligen 
Strahlen des einen entsprechen drei eben solche Strah- 
len im anderen. 


Beweis. Es seien D, D, irgend zwei collineare räumliche 
Strahlbüschel, nämlich 


D(a,b,e;.d....) =D; (a, ; di: Cı3 dh); 


man denke sich einen mit, D, concentrischen räumlichen Strahl- 
büschel D,, dessen Ebenen «,, ß,, ya, .d..... auf den Strahlen a,, 
bi, Cı> dı.... des ersteren senkrecht stehen: ‚rechne jetzt diese 
Ebenen auch zu D, und denke sich die denselben in D entsprechen- 
den Ebenen Si Y, Ö...5. endlich denke man: sich einen mit D 
concentrischen 'Strahlbüschel D’, dessen Strahlen a’, b’, c', d.... 
auf den Ebenen «, ß, y, 6... senkrecht stehen; so ist, weil nach 
Lehrsatz 11. Zusatz. die Strahlbüschel D, und D,, D und D’ 
rediprok sind: | | | | 
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DAa,b,.c,d.)=D, (o; bi „> dy...) — D; (0, Pa, y2; da...) = 
"Di, 5 7 9.) = D(e,B, 970...) Da’, db’, cc, d..), 


also auch 


D(a,b,c,d..)= D' (a,b, c',@..). 


So oft nun in diesen letzten Strahlbüscheln D, D!’ zwei ent- 
sprechende Strahlen e, e’ sich vereinigen, muss die zu D gehö- 
rige, auf (ee’) senkrechte Ebene ein D, einer Ebene &; entsprechen, 
welche auf einem Strahle e, dieses Strahlbüschels senkrecht steht, 
der seinerseits wieder jenem ersten Strahle e oder (ee’) von D ent- 
spricht. Nun aber gibt es nach Lehrsatz 13. allemal ein Paar 
solche Strahlen e, e’; also gibt es in den Strahlbüscheln D, D, 
auch allemal zwei sich entsprechende Strahlen, welche auf zwei 
Ebenen senkrecht stehen, die sich ebenfalls entsprechen. Die die- 
sen Ebenen angehörigen entsprechenden projektivischen Strahl- 
büschel aber enthalten allemal zwei entsprechende rechte Win- 
kel; also bilden die Schenkel des einen dieser. Winkel mit dem 
auf ihrer Ebene senkrechten Strahle ein normales gleichseitiges 
Dreikant, welchem ein ebensolches Dreikant im anderen Strahl- 
büschel entspricht. 


Die entsprechenden Kanten und Seiten dieser beiden Drei- 
kante sollen die entsprechenden drei Paar Normalstrah- 
len und die entsprechenden drei Paar Normalebenen der 
collinearen räumlichen Strahlbüschel heissen, 


Lehrsatz 16. 


Zwei collineare räumliche Strahlbüschel lassen sich 
allemal und zwar auf unzählige Weisen in perspektivi- 
sche Lage bringen; doch fallen in jeder dieser Lagen 
immer nur ein bestimmtes Paar entsprechende Normal- 
ebenen aufeinander. 


Beweis. Es seien D, D, (Taf. V. Fig. 3.) irgend zwei collimeare 
räumliche Strahlbüschel, deren Mittelpunkte eine beliebig gewählte 
feste Lage haben; r,r]; s, sı5 £, ti seien die entsprechenden 
drei Paar Normalstrahlen; und eo, 0,5; 6, 6,5; Tr, r, die denselben 
gegenüberliegenden entsprechenden drei Paar Normalebenen. Man 
denke sich beide Strahlbüschel so gedreht, dass ein Paar dieser 
Ebenen, z. B. eo, 0,, sich vereinigen, und sodann wieder den einen 
der in (g0,) liegenden entsprechenden ebenen Strahlbüschel derge- 
stalt um seinen festen Mittelpunkt D, gedreht, dass irgend 
zwei entsprechende Strahlen r’, r,’ derselben mit der Verbin- 
dungslinie der festen Punkte D, D, zusammenfallen. Diess vor- 
ausgesetzt, so müssen diese ebenen Strahlbüschei perspektivisch 
sein, und sämmtliche entsprechende Ebenenpaare von D, D\; 
welche durch die parallelen Strahlen r, r, gehen, werden sich in 
lauter mit r, r, parallelen Geraden, welche auf dem perspekti- 
vischen Durchschnitt jener ebenen Strahlbüschel, also in einer 
Ebene $# liegen, durchschneiden. Kann man nun zeigen, dass 
ausser 7, rj noch irgend ein zweites Paar entsprechende Strah- 
len, welche nicht auf der Ebene (eg,) liegen, sich in einem Punkte 
schneiden, oder dass ausser den Ebenen r'r und r,'r), e und 9, 
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noch irgendein Paar entsprechende sich vereinigen, so werden, 
da zwei proj. Ebenenbüschel durch drei Paar entsprechende Ebe- 
nen bestimmt sind, je zwei entsprechende Ebenen, welche durch 
den Strahl DD, zahlr, sich vereinigen, und demnach je. zwei 
entsprechende Strahlen von D, D, sich in der Ebene $£ schnei- 
den müssen. 


Zu diesem Behufe denke man sich durch den Strahl r’ eine 
Ebene gelegt, welche die Ebenen 6, 7 in den Strahlen s’, t' schnei- 
det, und durch r,’ die der ersteren entsprechende Ebene, welche 
die Ebenen o,, 7; in den entsprechenden Strahlen s,’, 4,’ schnei- 
det. Jetzt bestimme man auf der Geraden DD, zwei Punkte p 
und q dergestalt, dass | 


Dp _Da __ cotsr' 


I 


Dip” Dig  cotsin’ 


und errichte in diesen Punkten in der Ebene (oe,) auf DD, zwei 
Senkrechte 9, g: Ferner bestimme man auf DD, zwei andere 
Punkte m, n so, dass 


Dm _Dn _ cot st! 
D,m” D,nT cotsjty‘’ 


und beschreibe in der. Ebene (go,) über der Strecke mn als Durch- 
messer einen Kreis X. Es sind nun bloss drei Fälle möglich: 
a) die Punkte m und n schliessen die Punkte p und q ein, und 
die Geraden p, g schneiden den Kreis X; Ö) die Punkte m, n 
werden von den Punkten p, q eingeschlossen, und die Geraden 
?, g schneiden X nicht; c) die Punktenpaare m, n und p, q schlies- 
sen sich gegenseitig aus, und die Geraden p, g schneiden ÄX 
nicht; denn der Fall, dass m, n mit p, q zusammenfallen, lässt 
sich immer durch eine andere Wahl der Strahlen t’, t,' vermeiden. 
Man bemerke hierbei, dass sowohl m, n als p, q mit den Punk- 
ten D, D, harmonisch sind. 


a) Es schneide » den Kreis K in s; so denke man sich die 
in (00,) liegenden ebenen Strahlbüschel (und zugleich die räum- 
lichen Strahlbüschel selbst) so lange um die Punkte D, D, ge- 
dreht, bis die Strahlen s, s; durch den Punkt s gehen; dann ist 


cotpDs .pD,pD!' 
re tnspDi.tngpD,sı reg 
„DB. 'cötsr’ 





a le tng ir’ . tngsıry". 
Aber tngtr' .tngs;r,’ ist das Produkt der Tangenten der ‘Win- 
kel, welche zwei entsprechende Strahlen der gedachten ebenen 
Strahlbüschel mit zwei ungleichnamigen Schenkeln der entsprechen- 
den rechten Winkel einschliessen, und diess ist nach Archiv Thl. IV. 
S. 250. 6. constant; also werden durch diese letzte Drehung längs 
der Geraden. DD, wiederum zwei entsprechende Strahlen vereinigt. 


Nach einem bekannten Satze hat jeder Punkt s des Kreises 
K die Eigenschaft, dass | 
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Ds _ Dm.__Dn __ cotst' 

Ds” D,mTD,n cost’ 

also ist ! ea 
Ds.tngst= Dis.tngsih. 


Die den Ebenen r, r, gemeinsame Gerade steht im Punkte s auf 
(00,) senkrecht, und sind nun t’, t,’ die Punkte, wo diese Gerade 
von den Strahlen t’, 1,’ geschnitten wird, so. ist st!’ = Ds.tang st’ 
—=D,s.tngs,t4’ = st,’; entweder also schneiden sich die Strah-- 
len 7, i,’ in einem Punkte jener Geraden, oder die Punkte t’, t,' 
liegen auf verschiedenen Seiten von s gleichweit davon entfernt; 
im letzten Falle aber bilden die Ebenen Dr’D,, Dt,'D, gleiche 
Winkel mit (og); man kann also den räumlichen Strahlbüschel 
D, dergestalt um seinen Mittelpunkt drehen, dass drei Paar ent- 
sprechende Ebenen. nämlich e und g,, rDp und r,D,p, Dr'D, 
und Dt,'D, sich decken. Folglich sind die räumlichen Strahl- 
büschel D, D, in beiden Fällen perspektivisch. 

b) Werden die Punkte m, n von den Punkten p, g einge- 
schlossen, so denke man sich die Strahlbüschel D, D, so gedreht, 
dass jetzt die Ebenen 7, z, zusammenfallen und die Strahlen ?, 
it,‘ sich längs DD, vereinigen, und lasse jetzt die Strahlen s, sı 
dieselbe Rolle wie früher, und die Strahlen r’, r,’ diejenige der 
Strahlen 7, t,’ spielen. Dann aber vertauschen die Winkel sr’ und 
st’, sır)' und s,t,’ gegenseitig ihre Rollen, und folglich die nun- 
mehrigen Punkte p, qund m, n bezüglich mit den früheren Punk- 
ten m, n und p, q ihre Stellen; der neue Kreis K wird also von 
den neuen Geraden p, g geschnitten, und folglich lassen sich die 
Strahlbüschel D, D, perspektivisch legen. | 

c) Schliessen die Punktetnääre m, n und p, q sich gegensei- 
tig aus, so muss, wenn z. B. die Strecke Dgq kleiner als Dygq ist, 
dagegen Dn grösser als D,n sein, folglich 


W. sr! >W. sın' und W. s!<st,‘, 


wo immer nur spitze Winkel zu verstehen sind. Ist nun in Taf. V- 

Fig. 4.rst ein normales gleichseitiges sphärisches Dreieck, dessen 

Seiten von einem grössten Kreise der Kugel in den Punkten r', 

s’, ? geschnitten werden, so ist bekanntlich | N 
tngst’'r'.sins’=tngsr’ und tngrt's’ .sinrt! =tngrs’ 

oder 


tngst'r'.cosst! =tngrs’, 
also 


tng sr’ = tngrs’ .tng st. 
Verbindet man hiermit noch 
tng sır,)' =tngrys,'.tngsıty' 


und nimmt, was offenbar erlaubt ist, die jetzige Bezeichnung im 
Sinne der früheren, so sieht man, dass, wenn Hiharn 


W, sr >W. sır)' und W. st! <W. sıty' 
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ist, dann nothwendig W. rs’ >W. rs)’ sein muss, während auch 
i g* RN. 
W. rt > W. r] t, 


ist. Auch bemerke man,‘ dass dann der stumpfe W. ts’ grösser 
als der stumpfe 4sı’, also der spitze W. is’ kleiner als der spitze 
t1sı' und zugleich W. tr’ <W. tr,’ ist. 

Können also im Falle c) die Strahlbüschel D, D, nicht perspek- 
tivisch werden, so lange man die Ebenen 0, ge, oder r, r, sich 
decken lässt, so müssen sie es nothwendig werden, wenn die 
Ebenen o, 6, sich decken. Ä 

Und umgekehrt: sind dieselben der genannten Lage fähig, 
indem die Ebenen g, o, sich decken, so ist nothwendig der Fall 
a) vorhanden, also 


W. sr’ ZW. sırı' und zugleich W. st’ ZW. 4; 
W. Ir! SW. A A a Wit SW. ts’; 
W. rs’ ZW. ng, W. U SW. 11% 


es sind also die Strahlbüschel der perspektivischen Lage nicht 
fähig, weder wenn die Ebenen r, r, noch wenn 6, 6, zur Deckung 
gebracht werden. . Endlich leuchtet ein, dass dieselben in der 
perspektivischen Lage verharren, wenn man ihren Mittelpunkten 
immer andere Lagen gibt, aber dafür sorgt, dass ihre vereinigten 
Ebenenpaare vereinigt bleiben. 


Erklärung. 


In zwei reciproken räumlichen Strahlbüscheln soll jeder 
Strahl die Polare der ihm entsprechenden Ebene, und 
jede Ebene die Polare des ihr entsprechenden Strah- 
je und wenn erstere concentrisch sind, sollen je zwei Strah- 
len einer Ebene, von denen der eine in der Polare des anderen 
liest, zugeordnete Polaren dieser Ebene, und je zwei 
Ebenen, von denen die eine die Polare der anderen enthält, zu- 
seordnete Polaren des Strahles, in welchem sie sich 
schneiden, genannt werden. Entsprechen sich je zwei Elementen- 
paare in doppeltem Sinne, so wird diess-durch das Beiwort „‚har- 
monisch“ angedeutet, und die Strahlbüschel heissen dann invo- 
lutorisch. 

Die folgenden drei Sätze wird man ohne Schwierigkeit aus 
den Sätzen 11, 5 und 6 abzuleiten wissen. 


Bleih'r s’a tz 417 


In zwei concentrischen reciproken räumlichen Strahl- 
büscheln bilden die sämmtlichen Paare zugeordneter 
Polaren einer Ebene, in bestimmtem Sinne genommen, 
zwei projektivische ebene Strahlbüschel, und die‘ 
sämmtlichen Paare zugeordneter Polareneines Strahls, 
in bestimmtem Sinne genommen, zwei projektivische 
Ebenenbüschel, und zwar sind jene ebenen Strahl- 
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büschel sowohl als diese Ebenenbüschelinvolutorisch, 
wenn die räumlichen Strahlbüschel involutorisch 
sind. 


Lehrsatz 18. 

Inzwei concentrischen reciproken räumlichen Strahl- 
büscheln gibt es entweder keinen oder nureinenoder 
unzählige Strahlen, welche auf ihren Polaren liegen, 
und diese Strahlen bilden entweder einen Kegel des 
zweiten Grades oder zwei Ebenen oder nur eine ein- 
zige Ebene. 


Lehrsatz MM. 


In zwei involutorischen räumlichen Strahlbüscheln 
gibt es entweder keinen oder unzählige Strahlen, welche 
aufihren Polaren liegen, und diese Strahlen bilden alle- 
mal einen Kegel des zweiten Grades, dessen Berüh- 
rungsebenen ihre Polaren sind. 


Lehrsatz %. 


Liegen zwei reciproke räumliche Strahlbüschel be- 
liebig im Raume, so gibt es entweder in keinem von 
beiden einen Strahl, der mit seiner Polare parallel ist, 
oder es gibt in jedem nur einen solchen Strahl, und 
diese beiden Strahlen sind unter sich parallel, oder'es 
‚irn in. jedem unzählige solche Strahlen; und zwar bil- 

en diese Strahlen entweder zwei Kegel des zweiten 

Grades, deren Strahlen paarweise parallel sind, oder 
zwei Paar parallele Ebenen, oder ein einziges Paar 
solche Ebenen. ' 


Beweis. Denn denkt man sich einen dritten räumlichen 
Strahlbüschel D,, welcher mit dem einen der in Rede stehenden, 
z. B. D, concentrisch ist und dessen Strahlen a, by, (2, da.... 
mit den Strahlen a,, d,, cı, dı.... des anderen D, parallel sind, 
so sind J) und D, reciprok; so oft nun ein Strahl a, auf seiner. 
Polare «& liegt, wird eE Strahl a, mit seiner Polare « parallel 
sein, und ist a der mit a, vereinigte Strahl von D, so muss auch 
die dem D, angehörige Polare «, von a durch den Strahl a, gehen, 
also auch a mit seiner Polare parallel sein. Folglich ergibt sich 
unser Satz ganz einfach aus Lehrsatz 18. 


Lehrsatz 21. 


In zwei reciproken räumlichen Strahlbüscheln gibt 
es allemal ein Baar entsprechende normale gleichsei- 
tige Dreikante, d.h. die Kanten des einen sind die Pola- 
ren der Seitenflächen des anderen. 


Beweis. Denn ist 
D(a,b,c, da) D, (& , Pı »Yı> Ö1..); 


und denkt man sich einen mit D, concentrischen räumlichen Strahl- 
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büschel: D;, dessen Strahlen ‘az; :d2,'Ca5 da... auf den Ebenen «,, 
Bis: Yı 5 dj... senkrecht sind, rechnet jetzt diese Strahlen zu D, 
und denkt sich wieder einen mit D concentrischen Strahlbüschel 
D', dessen Strahlen a’, d’, c', d'.... auf denjenigen Ebenen «, P, 
Y> Ö.... von D senkrecht sind, welche den Strahlen «.,, b2, €2, da... 
entsprechen, so ist | 


""D(a,b, c,d...) =D, (@ Bi, 11; 1.) Dz (a, ba, 02; du...) 
FE D; (az, ba5 63,.d2....) = D(a, P,y5 0...) =D (al, b!, ec’, @....), 
also | | | 
D(a,b,c,d..)= D'(a',b', c', d....). 


So.oft nun in «en collinearen Strahlbüscheln D, D' zwei ent- 
sprechende Strahlen .e, e’'sich vereinigen, muss auch der auf (ee’) 
senkrechten ‚Ebene &. von D ein Strahl e, in. D, entsprechen, 
welcher: auf einer Ebene &,:von D, senkrecht steht, die ee 
wieder dem Strahle (ee’) von: D entspricht. Nun. aber gibt es 
nach Lehrsatz 13. allemal zwei solche Strahlen e, e’; also gibt 
es in D allemal einen Strahl und eine darauf senkrechte Ebene, 
deren Polaren in D, bezüglich eine Ebene und ein darauf senk- 
rechter ‚Strahl sind. Erstere mögen r,.o, letztere eo, ‚ r, heissen. 
Sämmtliche der Ebene oe angehörige Strahlen. von. .D bilden einen 
ebenen Strahlbüschel 3 ,:und deren Polaren einen mit. 2: projekti- 
vischen. Ebenenbüschel %, , dessen Achse r, ist, dessen. Ebenen 
also auf oe, senkrecht stehen, und %, schneidet 0, in einem ebe- 
nen 'Strahlbüschel 2, , der also auch mit 2 projektivisch ist. Aber 
B,: B, baben allemal zwei entsprechende. rechte Winkel; also 
gibt es’ in DB zwei rechtwinklige Strahlen s,; Zt, denen in X, zwei 
Ebenen 0, , 7; entsprechen, welche ebenfalls einen rechten Flächen- 
winkel einschliessen; und somit gibt es in D drei zu einander 
rechtwinklige Strahlen r, s, t, denen in 2), drei zu einander recht- 
winklige Ebenen o,, 6,, Tr, entsprechen, und 0,. 6, r sind, die 
Verbindungsebenen von s und t, r und f, r und s; und sind r,, 
s, & die Durchschnittslinien von o, und r,, 0, und 7, e, und o;, 
so müssen auch o, 6, r und r,, 6,, r, sich bezüglich entsprechen. 


Erklärung. 


Die so erhaltenen drei Strahlen r, s, 2 und deren Polaren o,, 
ö,, 7, (oder rj, Ss), und 0,6,r) sollen drei .polarische Nor- 
malstrahlen und Normalebenen, und je zwei Strahlen r, r, ; 
Ss; 51; t, ti zugeordnete Normalstrahlen, je zwei Ebenen 
0, 015 6, 015 T, rı zugeordnete Normalebenen der reci- 
proken Strahlbüschel D, D; heissen. 


Lehrsatz 2. 


Zwei concentrische reciproke räumliche Strahl- 
büschel sind involutorisch, wenn irgend zwei Strahlen, 
welche nicht, oder wenn irgend drei Strahlen, welche 
aufihren Polaren, doch nicht in einer Ebene, liegen, 
denselben in doppeltem Sinne entsprechen; und daher 
auch, wenn ihre zugeordneten Normalstrahlen sich 
paarweise vereinigen. 
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Beweis nach Lehrsatz 1. mittels zweier auf einander geleg- 
ter Ebenen, welche ‚einzeln mit den beiden Strahlbüscheln per- 
spektivisch sind. 


Erklärung. 


Die vereinigten ‚Normalstrahlen (rr1), (ss), (it) oder r, s, t 
zweier involutorischen räumlichen Strahlbüschel sollen die Achsen, 
und die vereinigten Normalebenen (gg,), (66,), (rr,) oder .o, 6, r 
sollen die Achsenebenen dieser Strahlbüschel heissen; ferner” 
jede Ebene, welche durch eine Achse geht, eine Durchmesser- 
ebene dieser Achse, jeder Strahl einer Achsenebene. ein 
Achsenstrahl dieser Ebene. Die Hauptstrahlen der von den 
zug. harm. Polaren einer Durchmesserebene gebildeten Involution 
oder auch die von der betreffenden Achse gleichweit abstehenden 
zug. harm. Polaren bilden zwei Winkel; derjenige von beiden, 
welcher von der Achse gehälftet wird, heisst ein Durchmesser- 
winkel, und die zwei zugeordneten Durchmesserebenen zugehö- 
rigen Durchmesserwinkel heissen selber zugeordnete. Die bei- 
den einer Achsenebene zugehörigen Durchmesserwinkel heissen 
Achsenwinkel in Bezug auf die Achse, von welcher sie 
gehälftet werden, und ihre Schenkel Scheitelkanten der. invo- 
lutorischen Strahlbüschel. Ebenso bilden die Hauptebenen der von 
den zug. harm. Polaren eines Achsenstrahls gebildeten Involution 
von Ebenen oder auch die von der Achsenebene gleichweit abste- 
henden ‚zug., harm. Polaren zwei Winkel; derjenige von beiden, 
welcher von der: Achsenebene gehälftet wird, heisst ein Achsen- 
strahlwinkel, und die zwei zug, Achsenstrahlen zugehörigen 
Achsenstrahlwinkel heissen selber zugeordnete. Die beiden 
einer Achse zugehörigen Achsenstrahlwinkel sind den beiden Ach- 
senwinkeln gleich, welche der gegenüberliegenden Achsenebene 
angehören; ihre Schenkelebenen können Scheitelebenen der 
Strahlbüschel genannt werden. 


Erzeugen diese letzteren einen Kegel, so sind die Achsen und 
Achsenebenen derselben zugleich auch Achsen und Achsenehenen 
des Kegels;''; Dieiinnerhalb ‘des letzteren liegende Achse heisst 
die innere:wund»die; ihr entsprechende Achsenebene ‘die äus- 
sere; vön.den'beiden Achsenwinkeln, die der inneren Achse: zu- 
gehören, heisst der grössere derHaupt-, der kleinere der Neben- 
achsenwinkel; und der spitze, welcher in .der äusseren Ach- 
senebene liegt, der äussere Achsenwinkel; Haupt- oder 
Nebenachsenebene sagt man, jenachdem dieselbe den Haupt- 
oder Nebenachsenwinkel enthält; und auch die entsprechende 
Achse heisst Haupt- oder Nebenachse... Erzeugen aber die 
Strahlbüschel keinen Kegel, so sollen die drei spitzen Achsen- 
winkel je nach ihrer Grösse Haupt-, Mittel- und Nebenach- 
senwinkel,; die. sie enthaltenden Achsenebenen Haupt-, Mit- 
tel- und Nebenachsenebene, und die darauf senkrechten. Ach- 
sen 'bezüglich Haupt-, Mittel- und Nebenachse. heissen. 
Kommt nur eine einzige Achse in Betracht, so wird derjenige Ach- 
senwinkel, dessen: Schenkel wirkliche ‘Scheitelkanten: des Kegels 
sind, und wenn kein Kegel vorhänden ist; der grössere der Ach- 
senwinkel, welche dieser Achse zugehören, Haupt-, der kleinere 
Nebenachsenwinkel genannt werden. | 
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DL’ehrsoat zn... | 


Der äussere Achsenwinke!l und der Mittelachsen- 
winkel gehören allemal der Nebenachse an; und der 
Mittelachse gehören allemal der Haupt- und der Neben- 
achsenwinkel an. 


Beweis. Man denke sich a) wenn ein Kegel erzeugt wird, 
auf die innere Achse, Ö) wenn keiner erzeugt wird, auf irgend 
eine Achse eine Ebene senkrecht gelegt, so erhält man zwei in- 
volutorische Ebenen, deren Mittelpunkt der Fusspunkt jener Achse 
ist und deren. Achsen mit den beiden anderen Achsen der invo- 
lutorischen Strahlbüschel parallel sind. Ausserdem ist der von der 
grösseren Achse der Ebenen gehälftete kleinste Winkel, den, zwei 
zug. Durchmesser derselben einschliessen, demjenigen Achsenwin- 
kel gleich, welcher der mit jener Ebene ‚parallelen Achsenebene 
und der mit der grösseren Achse der Ebenen parallelen Achse 
der Strahlbüschel angehört. Bezeichnet man nun die Hälfte jenes 
kleinsten Winkels mit y, die halbe grosse Achse der Ebenen mit 
A, die halbe kleinere mit 3, den halben Achsenwinkel, welcher 
jener ersten Achse angehört und die Strecke A bestimmt, mit « 
und den halben anderen, welcher die Strecke 3 bestimmt, mit ß, 
endlich den Abstand der Mittelpunkte der Ebenen und der Strahl- 
büschel von einander mit A; so ist | 


A=h.tnge, B=h.tngß, 


und nicht nur im Falle a), wo A und B einer Ellipse augehören, 
sondern auch im Falle d), wie aus der am Ende des $. 1. ent- 


wickelten Gleichung (2) hervorgeht, wenn A,=y, Bı=Ü0 gesetzt 
wird: 
_B_tngß 
MITA inge 


Da nun B<A, so ist auch P <a und y<45°% Hiermit ist 
also bewiesen, dass im Falle a) von den beiden Achsenwinkeln, 
welche auf der äusseren Achsenebene liegen, derjenige ein spit- 
zer, d. h. der äussere Achsenwinkel ist, welcher der auf der Ebene 
von ß stehenden Achse, d. h. der Nebenachse angehört. Im 
Falle 5) denke man sich in Taf. V. Fig. 4. die Bogenrs, , rt’; st/, sr’; 
tr', ts; als die Maasse der halben Achsenwinkel, welche bezüg- 
lich den'Achsen r, s, t angehören; so ergibt: sich aus dem: Vori- 
gen, dass wenn sr’ <st! ist, rs, < 45° sein muss. Ist nun st! <45°, 
so ist is, <{r' aus demselben Grunde, als rs; <45° ist, wenn 
sr' <st'; und: folglich ist rs}; >sr'; also: messen die doppelten 
Bogen st’, rs) und sr‘ drei spitze Achsenwinkel,; von denen der 
erste der grösste‘ und der letzte der kleinste ist. Ist dagegen 
st! > 450, so istlausser rs; auch rt’ <450% Es sei nun rs; <rit'; 
so ist sr’ <450, und da rt!’ < 45°, so ist ir'< ts, also sr! > rsı5 
die doppelten Bogen rt’, sr‘, rs; messen also drei spitze Winkel, 
von denen der erste der grösste, der letzte der kleinste ist. Oder 
ist endlich rs, > rt’, während st’ > 45° ist, so ist ir! < 450, und 
weil von vornherein sr’ <st’ ist, so ist /r'>rt’; also messen wie- 
der die doppelten Bogen: rs; den grössten, tr' den mittleren und 
rt!' den kleinsten spitzen Achsenwinkel. Unser Satz ist also voll- 
ständig erwiesen. 4 
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Anmerkung.!Vergleicht man die Relation tang ß=tange.tangy 
mit einer im Beweise von Lehrsatz;.16. gebrauchten, so sieht man 
sogleich, „dass die sechs Scheitelkanten zweier involutorischer 
räumlicher Strahlbüschel drei zu drei in vier Ebenen liegen. 

In der Figur, welche der letzten Betrachtung zu Grunde lag, 
seien A), BD, irgend zwei halbe zugeordnete Durchmesserlängen 
der involutorischen Ebenen, «&, fı die dieselben bestimmenden 
halben Durchmesserwinkel der involutorischen Strahlbüschel, und 
p, @, ß' die Winkel, ‚welche jene Durchmesser bezüglich mit 
einander und mit der grossen Achse einschliessen, oder, was oflen- 
bar einerlei ist, die Winkel, welche die betreffenden Durchmesser- 
ebenen beziiglich mit einander und mit der den Winkel « enthal- 
tenden Achsenebene einschliessen ; so ist 


A=h.tngo,, Bi=h.tngß,, A=h.tnge, B=h.tngß; 
und nach Archiv. Thl. IV. S. 273. und $. 1. ist 
A,?4+B?=424B2; A,.B.sing=4.B; Ay?: Bı?=sin2e’:sin2ß. 
Hieraus tolatz Bar | | 


tng?e, +tng?P, —=tng?e + tng?P; (l) 
tngay..tngp, „sinp=tnga.tngPß; (2) 
tng ?a, :tng ?ß, —=sin 2a’ :sin2ß’. (8) | 


Steht in dem Falle, dass die involutorischen Strahlbüschel einen 
Kegel erzeugen, eine Ebene nicht auf der inneren, sondern auf 
der Haupt- oder Nebenachse senkrecht, so erhält man statt der 
Ellipse eine Hyperbel, und da für diese 


A? — B?= A?— B? j 


ist, so ist auch 
2 ng? —tng2ß, =tng?e— tng2ß u. Ss. w. 


Andererseits denke man sich jetzt wieder auf eine Achse r 
irgend zweier involutorischer Strahlbüschel eine Ebene f£ senk- 
recht errichtet; es sei « der in der Achsenebene rs oder r lie- 
sende, ß der in der Achsenebene rt oder‘ 6 liegende, zur Achse 
r gehörige, halbe: Achsenwinkel; «a, a, seien irgend zwei zug. 
harm. Polaren oder Achsenstrahlen der Ebene r, welche mit r 
bezüglich die Winkel «', «,' einschliessen, und zwar sei «' grös- 
ser als &,’; und F', Fj seien irgend zwei zug. harm. Polaren des 
Achsenstrahles a, welche mit der Achsenebene z bezüglich. die 
Flächenwinkel p, 9, einschliessen. Endlich seien A,, B, bezüg- 
lich die den Strahlen a, a, zugehörigen halben Achsenstrahlwin- 
kel. Es werde die Ebene $£, welche auch jetzt zwei involutorische 
Ebenen enthält, von der Achse r im Punkte M, von den Achsen- 
ebenen z und 6 in den Geraden (Achsen) A, B, welche zugleich 
die betrefienden halben Achsenlängen vorstellen mögen, von den 
Achsenstrahlen «, a, in den Punkten 9, #, und von den Ebenen 
F, F, in den Geraden f, fi geschnitten, und es seien 9, 7’ die 
Winkel, welche f, / bezüglich mit A einschliessen. Diese vor- 
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ausgesetzt, so sind f, / zwei zug. harm. Polaren des Achsen- 
punktes a in Bezug auf die involutorischen Ebenen, also nach der 
am Ende’des $. 1. und anderwärts entwickelten Gleichung A) ist 


N tng p' ine. p 13, PB 
9 


aber in dem Dreikant, dessen Scheitel a und dessen Kanten a, A, 
f sind, ist der von den Ebenen $& und r eingeschlossene Flächen- 
winkel em rechter, 9’ der von fund A; R—-« dervon a und A 
eingeschlossene Kantenwinkel und p der dem p’ gegenüberliegende 


Flächenwinkel; also ist 
tngp' =tngp.sin (R— a’) =tngypcosa’ 


und ebenso 
tngyp,' =tng gpı.cosa; 

also | | 

! 1 Ama ki a B? 
| tngyp .tngp, =tngy.tnggy, .cos?« Sm 
Das Produkt tngp.tngyp, ist für je zwei zug. harm. Pola- 
ren des Strahles @ constant und der zweiten Potenz der Tangente 
des halben Achsenstrahlwinkels gleich, welcher dem Strahle a zu- 
gehört; B=h.tngß, Ma=h.tuge' und 49, —=h(tnge’ Htng a’); 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem_ die Strahlen 
a, a, auf verschiedenen Seiten oder auf einerlei Seite von r lie- 
sen; also ist | | | 





tng?P 

2 24 — 1. 

tngRAyh cozEal = tng «@' (ing«' + tngey’) 

oder ii 

In, rn tn 
N8 1 gina. cosa' (ting«' Htoga,') tnge’(tnga’+tnge,‘) ’ 


ebenso. aber auch 








2 Lu BRNO ENETPR, 1 IRRN A OBTE RIE DB BE 
tng*B,  simay'.coscy' (ing Htngey’) tnga,’(tnge’ + tngay’)' () 
Hieraus folgt | 

| tng 2ß 1+tng?«  1-+tng2a,'\ 
vo 2 ee] BERN mh. 5 ns (u 0 is 
ing u, + ing Bı = tnge' Htngay’ ing a’) , ne! 
23 tng?P „„tng + tnge’ + tnga’.tngay’(tnge' 4 tnga,‘), 
Inge’ ktingey’.T tng a’ .tngay! al 


folglich, da tnge’ .tng 4,’ =tang?« ist: 


$ Alk tne? | 
tng?4, Etng?B, = en (ing?«+1)=tng?P(l+cot?e). (2) 
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tng ?A, -tng?B, = 


tng«’' cos?«' (tnge’ + inge;‘) 


tng?P 


tng?ß 


< Inga. cos 2a,’ (inge’' 4 tnga,’) 


tng2B.tng?ß 


Ttnge .tnge,' (sina cosa, Hcose'sing,’)? tng?« .. sin?(«" + «,')’ 


tng?ß.tng?ß 


folglich, wenn y der von a, a, eingeschlossene Winkel ist: 


tngA, tne B, .siny—tng?ß. cote, | 


1 








tng?A, :tng?B, = 


sin«'.cos«@' sin«,’.Ccosa, 


'@) 


; = sin 2a,’ :sin 2a’. (4) 


1 


Ist y der halbe Achsenwinkel, welcher der Achsenebene e und 
zwar der Achse s angehört, so ist, wie wir oben gesehen, 


oder auch 


tnsß = tnge.tngy 


tngß.cot«e —=tngy; 


daher lassen sich die zweite nnd dritte der obigen Relationen auch 
so wie folgt, ausdrücken; 


tng2A, Hing2B, —tng2ß Htng2y, 
tng A, .tngB, .siny = tngfß.tngy; 


was auch an und für sich klar ist, da ß und y den, den zug. Ach- 
senstrahlen s, r angehörigen halben Achsenstrahlwinkeln gleich 
sind, für welche siny==]1 ist. 

Bedenkt man endlich, dass die Strahlen a, a, nur dann auf 
einerlei Seite der Achse r liegen, wenn die Achsenebene r den 
erzeugten Kegel durchschneidet, so wird man sich vollkommen 


von folgenden Doppelsätzen überzeugt halten: 


Lehrsatz 


In zwei involutorischen 


ist allemal 


die Summe oder der Unter- 
schied der zweiten Poten- 
zen der Tangenten zweier 
zugeordneten halben Durch- 
messerwinkel, jenachdem 
die betreffende Achse in- 
nerhalb eines Kegels liegt 
oder nicht, von unveränder-: 
lichem Werthe, und zwar 





‚ dem Unterschiede der zwei- 
ten'Potenzen der Tangen- 
ten der zu jener Achse ge- 
hörigen halben Achsenwin- 
kel gleich. 


bezüglich der Summe oder | 





24. 


räumlichen Strahlbüscheln 


die Summe oder der Unter- 
schied der zweiten Poten- 
zen der Tangenten zweier 
zugeordneten halben Ach- 
senstrahlwinkel, jenachdem 
die betreffende Achsenebe- 
ne ausserhalb eines Kegels 
liest'oder nicht, von unver- 
änderlichem : Werthe,; und 
zwar bezüglich der Summe 
oder dem Unterschiede der 
zweiten Potenzen der Tan- 
senten der an jene Achsen- 
ebene stossenden halben . 
Achsenwinkel gleich. 
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Lehrsatz 2. 


DasProdukt der Tangen- 
ten je zweier zugeordneter 
halber Durchmesserwinkel 
in den Sinus des von ihren 
Ebenen eingeschlossenen 
Winkels ist von unverän- 
derlichem Werthe, und zwar 
dem Produkte der Tangen- 
ten der halben Achsen- 
winkel gleich, welche der 
betreffenden Achse ange- 
hören... 





Das Produkt der Tan 
genten je zweier zugeord- 
neter-halber Achsenstrahl- 
winkel in den Sinus desvon 
den Achsenstrahlen einge- 
schlossenen Winkels ist. 
von unveränderlichem Wer- 
the, undzwar dem Produkte 
der Tangenten der halben 
Achsenwinkel gleich, wel- 
che an die betreffende Ach- 
senebene stossen. 


Lehrsatz %%. 


Die zweiten Potenzen 
der Tangenten je zweier 
zugeordneterhalber Durch- 
messerwinkel verhalten 
sich umgekehrt wie die 
Sinus der doppelten Win- 
kel, welche ihre Ebenen 
mit-einerAchsenebene ein- 
schliessen. 





Die zweiten Potenzen 
der Tangenten je zweier 
zugeordneter halber Ach- 
senstrahlwinkel verhalten 
sich umgekehrt wie die 
u) D 
Sinus der doppelten Win- 
kel, welche die Achsen 
strahlen mit einer Achse 
einschliessen. 


Durch die Achse { und den der Achsenebene r angehörigen 
Achsenstrahl a sei eine Durchmesserebene gelegt, und die Schen- 
kel m, m’ ‚des dieser Ebene angehörigen Durchmesserwinkels 26 
mit dem zugeordneten Achsenstrahle a,, d. h. der harm. Polare 
dieser Ebene, durch zwei Ebenen verbunden; so ist der von den 
letzteren eingeschlossene Winkel 22, der dem a, angehörige Ach- 
senstrahlwinkel, und man hat für die Winkel d, vw, BD, des von 
den Strahlen a, a,, m. gebildeten rechtwinkligen Dreikants fol- 
gende Relation: 


tng B, »sinp =tngo. 
Nun aber war ö 


tng A, .tng B, .sny=tngß.tngy=tng?ß.cote; 


also: ist 
tng A, .tngd=tng B.tngy=tng?P.cote. 


| Le,hrsatz, 27, | RR: 

Das Produkt der Tangenten eines beliebigen hal- 
ben :Durchmesserwinkels, welcher einer bestimmten 
Achse-angehört, und des: halben: Achsenstrahlwinkels,, 
welcher demjenigen: Achsenstrahle angehört, in wel- 
chem |die ‚entsprechende; Achsenebene von der Durch- 
messerebene geschnitten wird, istvonunveränderlichem 
Werthe, und zwar dem Produkte der Tangenten'der'an 
ua Achsenebene stossenden halben 'Achsenwinkel 
gleich. ) I 19 
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Es entsteht nun die Frage: , a) ob und wie viele Ebenen, und 
6) ob und wie viele Strahlen in zwei involutorischen räumlichen 
Strahlbüscheln es gibt, deren zugeordnete harmonische Polaren 
eine Involution der rechten Winkel bilden? und diese Frage wird 
entschieden sein, wenn ausser den sog. Schenkeln der entsprechen- 
den rechten Winkel noch ein einziges Paar zug. harm. Polaren 
einer Ebene oder eines Strahles, welche rechte Winkel einschlies- 
sen, nachgewiesen werden können. 


a) Gibt es eine solche Ebene, so muss sie eine Durchmes- 
serebene sein. Denn wäre sie dieses nicht, so sei a der Strahl, 
in welchem sie irgend eine Achsenebene, z.:B. e, schneidet; die 
harm. Polare von a würde durch die Achse r gehen und jene 
Ebene in einem Strahle a, schneiden, welcher mit a einen rech- 
ten Winkel bildet. Also würde a auf r und a, , d..h. auf seiner 
Polare senkrecht sein, folglich entweder mit s oder t zusammen- 
fallen, oder je zwei zug. harm. Polaren von eg würden rechte Win- 
kel einschliessen, was im Allgemeinen: nicht angenommen wer- 
den kann. 

Ferner kann eine Durchmesserebene, deren zug. harm. Pola- 
ren eine Involution der rechten Winkel bilden, im Fall dass ein 
Kegel erzeugt wird, denselben nicht durchschneiden, weil sonst 
jene Involution aus ungleichliegenden--Gebilden bestehen würde, 
was widersprechend ist; sie kann also nicht der inneren Achse 
angehören, und der Strahl a, in welchem sie die betreffende Ach- 
senebene schneidet, muss mit der inneren Achse einen grösseren 
Winkel «' einschliessen, als der zugeordnete Achsenstrahl a. 

Es seien «, ß die der inneren Achse angehörigen halben Ach- 


senwinkel, wobei unentschieden bleibt, ob az ist, und y der 


halbe äussere Achsenwinkel; r sei die innere Achse; der Win- 
kel « gehöre der Ebene z, ß der Ebene o an; a sei der Strahl, 
in welchem eine beliebige, durch die Achse t gehende Durchmes- 
serebene X die Achsenebene r schneidet; A, der dem a angehö- 
rige halbe Achsenstrahlwinkel, ö der. der X angehörige halbe 
"Durchmesserwinkel, und « der Winkel, welchen «a: und r ein- 
schliessen; so ist nach dem Obigen: 


tng A, .tngd— tng?ß.cota 


und hi 
tng?P- 
2 —— ll DU DT 
tng?A,  tnge’ (tnge’ — tngey,’) cos?«’ 
tng?B | tng?P 


Far Rat re ee Sartre SIRE 
sin ?«' — cos?«' .ing?« 1 — cos?«’ (1 + tng?«) 


Wäre nun d—=45°, so wäre A eine Ebene, wie wir sie suchen; 


man setze also tngö=1, so ist 


tng 2ß 

o-2 —— ‘4 2 ee ee EEE en. Se ZRER. DER RREEG. un 2. TEE, | 
Ä tng 4) — tng?ß.cot haft AFing?o)’ 
also 





..tng?P—tng?e . 1— ing ?e. cot?ß 
er —tng2B(l -Fing?a) ul +tng?a 
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Jedenfalls muss also.ß>« sein, und da dann auch 
1— tng 2 .cot 2P< 1 + tng 2 


ist, so gibt es allemal:zwei Ebenen: 2%, .aber.auch nur zwei; und 
zwar gehören dieselben der Nebenachse tan und bilden mit 
der ‘inneren Achse: reinen Winkel «’, welcher durch die Gleichung 
1—tng2«.cot?8_ 1—tng?y | cos?« 


2 APR > u a —— — 

cos? — en ee .cos? 
29 2 2 Y 

| 1l+ing?e, .;, 1-+ting?« cos Y 











bestimmt ist, indem jetzt tnge—=tngß.tngy ist. | 
\1st kein Kegel: vorhanden, nnd werden alle vorigen Bestim- 


mungen mit Ausnahme::der besonderen ‚Bedeutung der Achsen und 
Achsenebenen beibehalten ‚ so ist 


tng. A, .tngd = tng?ß.:cote; 


tne 24 — eur ah EA ng I nie 
‚9A ing’ (ing + ingay') cos 2a’. sin?e' + .cos?« .ing?« 
| | tng2ß 


140820’ (tng?«—1) ’ 
also, wenn tngö—=1 gesetzt wird: 


ante RR TI0BeD 7 ine .Eot pl 1—tng?e. cot?ß 
OS — ng 2ßlingte N) tag I Ting " 








| :- Es sind nun bloss drei Fälle denkbar: 
Da< 45%, P<450; Ya>450, B>48%; 3)uI450, Base, 


Ist im Falle 1) «>P, so wird der ganze Ausdruck negativ, was 
unmöglich ist, da cos?«’ immer positiv ist; diess ist aber nicht 
der Fall, wenn ß>«, und dann ist auch’ 1— tng?«. cot?2ß < 
1—tng?«e. Im Falle 2) muss «> ß sein, und im Falle y) führt jede 
Annahme zum Widerspruch. Geht man nun auf Lehrsatz 23. zu- 
rück und bedenkt, dass wenn in Taf. V. Fig. 4. sr‘ und st’ kleiner als 
45°, und sr’ < st’, dann tr’. und ts, grösser als 450%, und ir’ > 15; 
rs, <45°, rt!’ >45° sind, so schliesst man aus dem Vorigen, dass 
die gesuchte Ebene U nur auf derjenigen Achsenebene senkrecht 
stehen kann, welche den kleinsten, d. h. den Nebenachsenwinkel, 
enthält, und also durch die Nebenachse gehen muss, und dass es 
nothwendig zwei, aber auch nur zwei solche Ebenen gibt, deren 
Dleieung a’ gegen ‘die Mittelachse oder, was einerlei. ist, (gegen 
die Hauptachsenebene durch die Gleichung: ra, a 


1—tng?e cot?ß_ _1—tng?y __cos?« cos2y 


— m 


cos u. = —— 2 — . 
(9 1—tng?« 1 — tng?«”” cos?y cos 2a 





bestimmt wird, indem ß, y, «@ der Reihe nach den halben Haupt-, 
Mittel- und Nebenachsenwinkel bedeuten. ° 
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b) Gibt es einen Strahl ‚a, :dessen : zug. harm. Polaren eine 
Involution der rechten Winkel bilden, so muss derselbe einer 
Achsenebene angehören; denn die harm. Polare a, derjenigen 
Ebene &, welehe a mit einer Achse, z. B. mit r, verbindet, liegt 
in der Achsenebene o, welche auf x senkrecht steht; läge nun 
a nicht in eg, so würde auch die Ebene, welche a, mit a verbin- 
det, auf « senkrecht sein und folglich auch a, auf @; entweder 
würde also « mit einer der Achsenebenen 6, 7 zusammenfallen, oder 
je zwei zug. harm. Polaren der Ebene eg würden rechte Winkel 
einschliessen, was im Allgemeinen nicht anzunehmen ist. 

Ferner muss der Strahl a, ‚wenn ein Kegel erzeugt wird, in- 
nerhalb desselben liegen, weil nur dann seine zug. harm. Polaren 
gleichliegende involutorische Ebenenbüschel bilden, und’ muss da- 
her mit der inneren Achse: einen kleineren Winkel «’, als sein 
zug. Achsenstrahl a, , einschliessen. Daher ist, wenn wir alle un- 
ter a) gemachten Bestimmungen beibehalten, jetzt 


tins?P u tng?P 
ing @' (ing, — tnge').cos2«’ "cos 2’. tng?«— sin 2a 
sr , .tnz2B | 
— cos? (tng?« +) —1’ 
Wäre nun der halbe Achsenstrahlwinkel A, =45°, oder tng A, =1, 
so wäre a der gesuchte Strahl, Unter dieser Annahme aber ist 


ing 2A, und 


h 1-++tng?ß  cos?« 
FE nd a ER 





oder. 


| ‚__cos«a 
cos a = ——- 
cos ß 


Es’ gibt also allemal zwei Strahlen a, wenn @&S ß, d.h. auf 
der Hauptachsenebene, und zwar ist der von ihnen und der inne- 
ren Achse eingeschlossene Winkel die eine Kathete eines recht- 
winkligen Dreikants, dessen andere Kathete dem halben Neben- 
achsenwinkel, und dessen Hypotenuse dem halben Hauptachsen- 
winkel gleich ist. 

Wird kein Kegel erzeugt, so ist 


tng2B | tng ?ß 
ing a’ (ing. + tngay‘)cos*e, sine" } cos?e' ‚tng*«, 


a HL FA 
14 c0s2e’ (ing?«—1) ' 





' ing 2A, = 


also, wenn tng Ad; =1 gesetzt wird: | 
Th | tn 2B il „l—tng2B C08 ?a. cos 2 


aa up  Mee 
COS 70. = © Te TE Fr TER i% 93" 
| j tng?«—1 er 1—tng au ‚ cos 2 cos ?« 


ER Ba FF 
mar 








Ist: nun &<45, Bß<45°% so muss &<P sein, wenn ein Werth für 
e' existiren soll; ist &> 450, B>450, so'ist B> az; und ist 
Theil IX. | 13 
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N 480, 8S450, so ist kein Winkel « denkbar. Also gibt es 
auch jetzt allemal’ zwei, aber auch nur zwei Strahlen a;., dieselben 
liegen auf der Nebenachsenebene und schliessen mit ‚der Mittel- 
achse einen Winkel «@’ ein, welcher durch den halben Hauptach- 
senwinkel ß und den halben Nebenachsenwinkel « so, wie gezeigt, 
bestimmt wird. | 
Noch ist 'zu bemerken, dass, wenn «e=Bß ist, im Falle a) 
cose'—0 ist, also beide Ebenen 3 bezüglich mit der äusseren 
oder der Mittelachsenebene zusammenfallen, was auch daraus folgt, 
dass dann die Gleichung tngß = tnge.tngy für den halben äusse- 
ren oder Mittelachsenwinkel y den Werth von 45° liefert; und 
dass im Fälle d) cosa'—=1 ist, also die beiden Strahlen a bezüg- 
lich mit der inneren oder der Mittelachse sich vereinigen, womit 
wiederum die Gleichung tngy=1 übereinstimmt, 


Erklärung. 


In zwei involutorischen räumlichen Strahlbüscheln soll jeder 
Strahl und jede Ebene, deren zug. harm. Polaren eine Involution 
der rechten Winkel bilden, bezüglich eine Brennlinie und eine 
Brennebene dieser Strahlbüschel heissen, 


Lehrsatz 238. 
Zwei involutorische räumliche Strahlbüschel 
besitzen im Allgemeinen | besitzen im Allgemeinen 


allemal zwei, aber auch nur 
zwei Brennebenen, und 
zwar gehen dieselben in 
jedem Falle durch die Ne- 
enachse und haben gegen 
die innere oder die Mittel: 


allemal zwei, aber auch nur 
zweiBrennlinien, undzwar 
liegen dieselben auf der 
Haupt- oder derNebenach- 
senebene, jenachdem er- 
stere eineniKegel erzeu- 


gsen,oder nicht, und sie 
haben gegen die innere 
| oderdie Mittelachse gleiche 
Neigung. ı.. jeirmesılas 


achse gleiche Neigung. 


Lehrsatz ®%. 


Jeder Kegel des zweiten Grades wird in zwei ver- 
schiedenen Richtungen,‘ welche auf der Nebenachsen- 
ebene senkrecht sind, von einer beliebigen Ebene in 
einer Kreislinie gesehnitten, 


Beweis. Denn aus Archiv. Thl. VII. S. 44. geht hervor, 
dass ein jeder solcher Kegel zwei involutorische räumliche Strahl-: 
büschel bestimmt, und da die zug. Durchmesser eines jeden ebe- 
nen Schnittes des ersteren den zug. harm. Polaren einer Ebene 
der letzteren parallel sein müssen, so bilden die zug. Durchmes- 
ser derjenigen Schnitte des Kegels, welche einer Brennebene die- 
ser Strahlbüschel parallel: sind, eine Involution der rechten Win- 
kel, gehören also lauter Kreisen an. TH 2 Tr A u 
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Anmerkung. Die Brennlinien'und Brennebenen zweier involuto- 
rischer räumlicher Strahlbüschel sind nieht nur für die Theorie des 
Kegels, sondern auch für die der Flächen des zweiten Grades 
überhaupt von Wichtigkeit. . Hat’ man nämlich sich überzeugt, 
dass die zug. Durchmesser und’ Durchmesserebenen einer Fläche 
des zweiten Grades zwei involutorische räumliche Strahlbüschel 
bilden, und dass einerseits die zug. harm. Polaren irgend einer 
Ebene der letzteren zug. Durchmesser :des: dieser Ebene und der 
Fläche zweiten Grades gemeinschaftlichen Schnittes, und dass 
andererseits die zug. harm. Polaren eines beliebigen Strahles jener 
Strahlbüschel zug. Durchmesserebenen aller derjenigen Kegel sind, 
welche diese Fläche umhüllen, und deren Scheitel in diesem 
Strahle liegen, so’ übersieht man mit einem Blicke, dass 1) alle 
den’ Brennebenen parallele Ebenen die Fläche inKrei- 
sen schneiden müssen, und dass dieselben auf der Nebenach- 
senebene des Hyperboloids und auf derjenigen Achsenebene des 
Ellipsoids, welche die grösste und kleinste Achse enthält, senk- 
recht sind; 2) dass es unzählige senkrechte Kegel gibt, 
welche die Fläche umhüllen, dass die Scheitel derselben 
zwei Durchmessern der letzteren, nämlich‘ den Brennlinien jener 
involutorischer Strahlbüschel, angehören und daher auf der Haupt- 
achsenebene des Hyperboloids und auf derjenigen Ebene des Rl- 
lipsoids, welche die grösste und kleinste Achse enthält, liegen. 


. | ‚Zweiter Theil. 
To IE 
Unmittelbare Erzeugung der Flächen zweiter Ordnung 


und Klasse durch reciproke räumliche Strahlbüschel 
| “und Ebenen. 


‘I. Flächen zweiter Ordnung. Sind im Raume eine Ge- 
rade und eine Ebene beliebig gegeben, so ist hierdurch, jenach- 
dem sie sich schneiden oder nicht, ein Punkt von endlicher oder 
unendlicher Entfernung gegeben; und ist irgend ein System von 
Geraden und ein demselben entsprechendes System von Ebenen 
gegeben, so bilden die Durchschnitte je einer Geraden und einer 

bene ein bestimmtes System von Punkten, dessen Gesetz von 
der Beziehung jener beiden Systeme auf einander abhängig. ist. 
Es ist die Frage: welcher, Art dieses Gesetz sei, wenn die 
gegebenen Systeme zwei im Raume beliebig liegende 
BEL IRE Strahlbüschel D, D, sind? | 

Es sei B irgend eine Ebene oder ein ebener Strahlbüschel 
von D mit den Strahlen a, b, ec, d....; und es sei U, die Polare 
von B oder der entsprechende Ebenenbüschel mit den Ebenen «,, 
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Bis! yrsiidasas den. Polaren von. a, bie, d...; endlich’ seien. a, bi 
C, dj: diejenigen Geraden, in welehen die Ebene. B von den 
Ebenen «; , 2, 15: d4.... geschnitten wird, welche also ‚einen zwei- 
ten ebenen Shahlbüschel B, bilden, und #,.b, c, d... die.Durch- 
schnittspunkte von a, b, c, d... und: & 5 Ps %1, dj... oderiay, bi, 
Cı3 dy.... Diess vorausgesetzt, so ist nach Lehrsatz 11. 


Bla, b,c;d...) = A, (a B11 di) = Bi (a, b1.65 dıe..); 


also 


Bla, b, Cy d...:) = B, (&ı D bi; €ı d Be 5 


d. h. sämmtliche Punkte @,.:b, c, 2...., -in welehen die Strahlen 
der:Ebene B von den entsprechenden‘ Ebenen. des Strahlbüschels 
D, geschnitten ‚werden, liegen auf einem Kegelschnitte X, welcher 
auch. die Mittelpunkte  D, DB, des räumlichen und. des. ‚ebenen 
Strahlbüschels D, 2, enthält und im Punkte, D von demjenigen 
Strahle e berührt wird, ‚dessen Polare 4 die Punkte D, D, und 
B, verbindet. Im Punkte 3, berührt den K derjenige ‚Strahl nm, 
oder diejenige Ebene 1 „ welehen: im Strahlbüschel 3 oder: D der 
Strahl DZ, oder'm. entspricht...’ 
‚Vertauscht ‚man jetzt .B: mit beliebigen anderen ‚Ebenen DB’, 
B"... des Strahlbüschels D, ‚so erhält man eben. .'so, viele, neue 
Kegelschnitte K’, K”...., deren Tangenten in D lauter solchen Ebe- 
nen von 2}, die durch den gemeinschaftlichen Strahl DD, oder 
(/9) beider Strahlbüschel D, D, gehen, entsprechen, also sämnt- 
lich in einer Ebene p liegen müssen, welche die Polare des Strah- 
les /i ist. Gehen die Ebenen ZB, B', B”.... alle durch einerlei 
Strahl m oder DB, , bilden sie also einen Ebenenbüschel, so lie- 
Ben ihre Polaren A, , 4’, 1”, ... alle in einerlei Ebene u,; die in 
en ersteren liegenden Kegelschnitte X, K', K”.... gehen sämmt- 
lich durch die Punkte D' und‘ 2}, 'werden von der Ebene u, in 
den neuen Punkten 2}', B}”...., die den Strahlen ,’, %,”.... an- 
gehören, geschnitten, und in diesen Punkten von denjenigen Ebe- 
nen ur’, Yı“.... berührt, welche den Strahlen DB,', DB,”.... oder 
m!’ m... entsprechen.ii Aus;demselben Grunde, weshalb die Punkte 
#,b, c,D.... der Ebene D.einen  Kegelschnitt K. bilden, müssen 
nun auch andererseits die Punkte B,. B’, Bi”... der Ebene 
einen Kegelschnitt X, bilden, dessen Tangente in D, die Polare 
der Ebene DD,B, ist, und dessen Tangente in B, der Ebene B 
angehört. Und: so erhält man auch in allen übrigen Ebenen von 
D, Kegelschnitte X7',; A1”...., im deren Punkten die in diesen Ebe- 
nen liegenden ‚Strahlen ‘von ihren Polaren ‘geschnitten werden; 
und die-Geraden, welche diese Kegelschnitte im Punkte D, be- 
rühren, gehören ‚sämmtlich einer Ebene x,, der Polare des gemein- 
schaftlichen Strahles 9. der. Strahlbüschel D, D,, an. Ista 
irgend ein Punkt eines der Kegelschnitte, welche in den Ebenen 
von D liegen, und sind a, a, die nach diesem Punkte gehenden 
Strahlen von.D, .D,, so geht die Polare «&,, von a durch den 
Punkt a und also auch durch den Strahl a), und folglich geht 
die Polare & von a, durch den Strahl a; der Punkt # wird. also 
auf doppelte Weise erhalten: einmal als Durchschnitt eines Strah- 
les von D) und dessen Polare in D, , sodann als Durchschnitt eines. 
Strahles 'von,D, und dessen Polare in D. ‚Ferner: berührt die 
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Gerade, in welcher sieh die Ebenen &, «&, schneiden, sowohl den 
in &, als auch den in «, liegenden Kegelschnitt im Punkte a. 


Geht, die Ebene 3 durch den gemeinschaftlichen Strahl von 
D, D,,so fällt der Punkt 3, mit dem Punkte D, zusammen, und 
der Kegelschnitt X wird in, den Punkten D, D, von denjenigen 
Geraden berührt, in welchen: 2 von den Polaren », x, des Strah- 
les (9) geschnitten wird. Nach den Punkten 4, b, c, d.... dieses 
Kegelschnittes K gehen von D: und D, die Strahlenpaare a, d, c, 
dans, Ggs Dis Er. daenn;,, ES SEIEN O5 Pıs.Yı5 Onmer- 5:5: Ya. Or; 
bezüglich die Polaren. dieser Strahlen; so bilden erstere einen 
Ebenenbüschel A, , letztere einen Ebenenbüschel X, deren Achsen 
%,, X, die Polaren der Ebene D, im Allgemeinen sich nicht. 
schneiden, und da \ 


Y(a,ß,y; A = B(a, b, C, d....) == B (a, , bi ‚Cı5 d, 2 « 
= NY (01% Ps Yu > Ö1:-+-) 


Aa, ß, Y» d..) = U (0, Pr; 71° 04:10); 


aber die Durchschnittslinien je zweier Ebenen «, &; ß, Pı; Y> yı3 
Ö,ö4.... berühren in den Punkten a, b, c, 2.... ebensoviele Paare 
von Kegelschnitten, welehe auch von den Geraden X, U, berührt 
werden; also sind alle jene Berührungslinien die Durchschnitte , 
der entsprechenden :Ehenenpaare zweier: projektivischer Ebenen- 
büschel, welche schief im Raume liegen, und bilden also die eine 
Schaar der Geraden eines einfachen Hyperboloids, zu dessen an- 
derer Schaar X, A, gehören *). 


ıst, so ist 


’) Die Theorie der Flächen des zweiten Grades hat die des einfachen 
Hyperboloids ‘und des hyperbolischen Paraboloids, ebenso wie die des 
Kegels des zweiten Grades, zur Voraussetzung; denn obschon dieselben, 
wie sogleich gezeigt werden wird, auf dieselbe allgemeine Weise, wie 
die übrigen Flächen dieses Grades erzengt werden! können, so. lässt. sieh 
doch die Genesis derselben mittels einfacherer Gebilde bewerkstelligen, 
und hierdurch die Erkenntniss ihrer Eigenschaften: um Vieles erleichtern. 
Diess letztere ist durch Steiner bereits geschehen, und es wird daher. zu 
unserem Zwecke genügen, aus dem ersten Theile seines Werkes nur fol- 
genden Lehrsatz nebst Definition auszuziehen und wegen des Beweises 
auf das Werk selber zu verweisen. | 

„ Wenn im Raume irgend drei Gerade A, A), Ag irgend drei ‚andere: 
Gerade @, d, € schneiden, so schneiden alle Geraden d, e..., welche den 
drei ersten begegnen, alle Geraden A3, Ay... welche den drei letzten 
begegnen, und es haben die zwei Schaaren Geraden A, A, , Ag, Az, Ag. 5 
a,d,c,d, e.... solche Beziehung zu einander: 


dass je zwei Gerade, die der näm- |. dass je zwei Gerade aus einer 
lichen Schaar angehören, ımter sich | Sehaar die Achsen projektivischer 
projektivisch sind, und zwar die | Ebenenbüschel sind , deren entspre- 





‚ andere, Schaar Gerader zu Projek- | chende Ebenen die andere Schaar 
tionsstrahlen haben. “ zu Durchschnittslinien haben.‘ 


„ Zwei solche zusammengehörige Schaaren von Geraden, die einan- 
der gegenseitig schneiden, erfüllen eine krumme, windschiefe Fläche 
zweiter Ordnung, nämlich das „einfache Hyperboloid‘“ (hyperboloide 
a une nappe). Man kann daher, gemäss der vorstehenden Sätze auch 
sagen: | 
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‚Endlich denke man sich irgend eine im Raume beliebig lie- 
sende Ebene $S£; so: wird ‚dieselbe sowohl von den Strahlen und 
Ebenen. des räumlichen Strahlbüschels D, als auch von denen des 
räumlichen Strahlbüschels D, geschnitten, und dieselbe vereinigt 
zwei Ebenen SE, #,, welche in Ansehung der Punkte und Gera- 
den, in welchen sie von je einem Strahle jener Strahlbüschel und 
seiner Polare geschnitten werden, reciprok sind. Ein jeder Punkt 
dieser Ebenen, welcher auf seiner Polare liegt, ist zugleich auch 
ein Punkt der durch die Strahlbüschel D, D, erzeugten Fläche, 
und wenn in S&, SE, kein solcher Punkt vorhanden ist, hat auch 
die Ebene SE mit. dieser Fläche keinen Punkt gemein, Dem Lehr- 
satz 5. zufolge hat also die beliebige Ebene $E mit dieser Fläche 
entweder keinen oder nur einen oder unzählige Punkte gemein, 
und diese Punkte bilden entweder einen Kegelschnitt oder zwei 
Gerade oder eine einzige Gerade. 


Erklärung. 


Diejenige Fläche, welche mit einer sie schneidenden Ebene 
im Allgemeinen einen Kegelschnitt und folglich “mit einer sie 
schneidenden Geraden höchstens zwei Punkte gemein hat, wird 
eine Fläche derzweiten Ordnung genannt; jede Ebene, welche 
mit einer solchen Fläche nur einen Punkt oder zwei‘ Gerade oder 
nur eine Gerade gemein hat, heisst eine Berührungsebene 
dieser Fläche, und zwar jener Punkt oder der Durehschnittspunkt 
der zwei Geraden ihr Berührungspunkt, jene eine Gerade ihre 
Berührungslinie, und diesen letzteren Namen: trägt auch jede 
Gerade, welche mit der Fläche nur einen Punkt’ gemein hat. 


II. Flächen zweiter Klasse. Eine Ebene im Raume ist 
bestimmt, wenn irgend ein Punkt und eine Gerade derselben, 
welche nicht durch jenen Punkt geht, gegeben, sind. . Es seien 
nun SC, S&, irgend. zwei im Raume beliebig liegende reciproke 
Ebenen; so ist durch die: Gesanmtheit ihrer: entsprechenden Ele- 
mentenpaare ein System von Ebenen bestimmt, dessen Gesetz zu 
ermitteln der Zweck der nächsten Betrachtung ist. | 


Es sei 2 der Mittelpunkt irgend ‚eines ebenen Strahlbüschels 
in $£; A, die Polare desselben in $,, und a,b, ce, d....; 9, b,, 
5 '01.... die entsprechenden Elementenpaare. von B und 4; 
ferner sei DB, die durch B und A,; und %, 8, TC; D.... die durch 
a und a, 'dsund bi, c und'e,, d und d..... gelegten. Ebenen, 


) . 


schiefliegende projektivische Gerade | schiefliegende projektivische Ebe- 
A, A, erzeugen ein einfaches Hyper- | nenbüschel A, A, erzeugen ein ein- 
boloid, d. h. sie und alle ihre Pro- | faches Hyperboloid, d. h. die Durch- 
jektionsstrahlen,, nebst der Schaar | schnittslinien ihrer entsprechenden 
Gerader, welche die letzteren schnei- | Ebenen, nebst der Schaar Gerader, 
den, liegen in.einem einfachen Hy- ! welche dieselben schneiden, liegen 


Irgend zwei im Raume beliebig Irgend zwei im Raume beliebig 
perboloid.‘* | in einem einfachen Hyperboloid.‘* 


Ist eine der Geraden @, d, c,.d, e.... unendlich entfernt, oder, was 
einerlei ist, sind’ die Geraden A, A, projektivisch-ähnlich, so heisst die 
durch sie erzeugte Fläche .‚hyperbolisches Paraboloid‘, und dann 
ist auch eine der Geraden A, A, , Ag, Az , Ag--.. unendlich entfernt u. s. w. 
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i 
welche die Ebene: 2, im den Strahlen a;, d,, Cu; dp... eines 
Strahlbüschels 2| schneiden. Diess vorausgesetzt, :so ist L 


B(a, b, C; d....) — A, (9 , b, ‚Cı> Open.) =B, (a, > b, ‚Cı> Aa 


also auch 


B(a, b,c, d...) = Bı (a1 > bi» Cı> dy...); 


demnach müssen, zufolge „Abh. der geom. Gest. $. 38. 11.“ oder _ 
auch Archiv. Thl. IV. S. 252. 10., sämmtliche Ebenen 4, 3, €, 

D.... nebst SE und: B, einen und denselben Kegel K des zweiten 
Grades umhüllen, und zwar muss derselbe die Ebene $& in dem- 
'jenigen Strahle e von B berühren, welcher in 3} der Durch- 
schnittslinie e, von & und B,, oder in $£, dem Durchschnittspunkte 
e, der Ebene $£ und der: Geraden A, entspricht. Und ebenso be- 
rührt X die Ebene 2, in demjenigen Strahle m,, und folglich die 
Gerade A, in demjenigen Punkte, 'im,, welcher derselben Durch- 
schnittslinie von &Eund 2,, nämlich dem Strahle m von 2, entspricht. 


Alle Ebenen des in Rede stehenden Systems, welche von 
einerlei Punkte 3, BD’, B".... der Ebene $& ausgehen, umhüllen 
also einen Kegel X, K’, K”.... des zweiten Grades, und da die 
Punkte e,, eı‘, &”...., in welchen die Polaren _4,, Ay’, Ay”... der 
Punkte BD, B', B".... die Ebene $ trefien, alle in einer geraden 
Linie, nämlich in der Durchschnittslinie (49) der Ebenen &, &, 
liegen, so gehen sämmtliche Gerade e, e’, e”...., in welchen die 
Kesel K, K', K”.... die Ebene $£ berühren, durch einerlei Punkt 
f, den Pol der Geraden 4. — Liegen die Punkte B, B', B".... 
alle in einer Geraden m, so gehen ihre Polaren A,, Ay’, Ay”... 
alle dureh einerlei Punkt m, ; die Kegel K, K', K”.... haben 
sämmtlich diejenige Ebene 3, gemein, welche durch m und m, 
geht, und berühren die Ebenen B,, B}’, Bı”.... in denjenigen 
Strahlen m, , my’, m,”...., und folglich die Geraden A,, Ay‘, Aı"..: 
in denjenigen Punkten m, , m,’', m,”...., welche in $& den Durch- 
schnittslinien m, m’, m”.... der Ebene $ und der Ebenen B,, B,’,; 
B,".... entsprechen. Wi: 


Das nämliche, was von einem beliebigen Punkte B der Ebene 
SE gilt, muss nun auch von einem jeden Punkte der Ebene #, 
gelten, d. h. alle von ihm ausgehende Ebenen unseres Systems 
umhüllen einen Kegel X, zweiten Grades, welcher auch die Ebene 
$2, berührt, und sämmtliche Berührungslinien dieser Ebene und 
der verschiedenen Kegel K,, Kr’, Kı”.... gehen durch einerlei 
Punkt u. s. w. Ä 


Ist X irgend eine Berührungsebene eines der Kegel K, K', 
K”...., welche einen Punkt der Ebene S£ zum Scheitel haben, 
und hat: X mit! & die ‚Gerade a, mit $£, die Gerade a, gemein, so 
liegt der: Pol #, von a auf % und also auch auf a), und demnach 
der Pol 4 von a, auf der Geraden a. Die Ebene 4 gehört also 
nicht nur ‚einem Kegel, dessen Scheitel auf $£ liegt, sondern auch 
einem Kegel, dessen Scheitel auf X, liegt, an, und man erhält 
also keine zwei besonderen Systeme von Ebenen, jenachdem man 
die Punkte von $£ oder die Dertt von $&, mit deren Polaren in 
5, , & durch Ebenen verbindet. Ferner müssen die beiden Kegel, 
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deren Scheitel die Punkte #, 9, sind, die Ebene % längs dersel- 
ben Geraden aa, berühren. 


Liegt der Punkt 2 auf der Durchschnittslinie (/,g) von E,$E,, 
so fällt die Ebene 2, mit &, zusammen, und der Kegel X berührt 
die Ebenen $£, $£, in denjenigen Geraden, welche den Punkt, 2 
mit den Polen von 4 und g verbinden. Die Berührungsebenen 
4,3, €, D... dieses Kegels mögen die E, &, in den Geraden 
a,b, c, .d... und a), d1, €, d,.... schneiden; es seien 4), bi, Ci» 
Or... und 9, b, c, d,... die Pole dieser Geraden;. so bilden a, b, 
c, d.... und a,, d,, €, di... zwei proj. Strahlbüschel 3, 2,, und 
die Punkte a, b, c,.2.... eine Gerade A, welche mit 2, ; und 
die Punkte 9,, bj, €. d,.... eine. Gerade A,, welche mit 2 pro- 
jektivisch ist; also ist auch 


\ 


A(s, b, C, 12} _— A, (Q1> b, f) (> O1... ). 


Aber aa, , bb,, cc, 20;.... sind die Geraden, ın welchen die Ebe- 
nen Y, 3, €, D.... von je zwei Kegeln, deren Scheitel @, a; ; 
b,b,; c, GG; 2, d... sind, berührt werden; folglich bilden alle 
diese Geraden, da sie die A, ,f, projektivisch schneiden, nebst 
A, A, ein einfaches Hyperboloid. | 


Endlich denke man sich irgend einen beliebig im Raume lie- 
senden Punkt D; so ist derselbe der gemeinschaftliche 'N.ittel- 
punkt zweier reciproker räumlicher Strahlbüschel D, D,, deren 
entsprechende Elementenpaare nach’ den entsprechenden Elemen- 
tenpaaren der Ebenen &, $#&, zerichtet sind. .Jede Ebene‘ von D, 
welche ihre Polare von D, enthält, verbindet zwei entsprechende 
Elemente von &, &, und‘ gehört also zu dem in Rede stehenden 
System von Ebenen; und wenn in D, D, keine solche Ehene 
existirt, so geht auch keine Ebene jenes Systems durch den Punkt 
D. Geht man nun auf die Sätze 5. und 18. zurück und trägt das 
dort von Punkten und Strahlen Gesagte auf deren Polaren über, 
wozu man oflenhar berechtigt ist, so sieht man, dass unser Systen 
von Ebenen mit einem beliebigen Punkte D des Raumes entwe- 
der keine oder nur eine oder unzählige Ebenen gemein habe, und 
dass diese letzteren entweder einen Kegel des zweiten Grades 
umhüllen oder zwei Ehenenbüschel oder nur einen Ebenenbüschel 


bilden. 


Erklärung. 

Jedes System von Ebenen, welches mit einem beliebigen 
Punkte im Raume im Allgemeinen eine, einen Kegel zweiten 
Grades umhüllende Schaar von Ebenen und folglich mit einer be- 
liebigen Geraden im Raume im Allgemeinen höchstens zwei Ebe- 
nen gemein hat, wird eine Fläche der zweiten Klasse genannt; 
jene Ebenen selbst heissen Berührungsebenen dieser Fläche; 
eine jede Gerade, durch welche unzählige solche Ebenen gehen, 
wird ein Strahl, und jeder Punkt, durch welchen nur eine solche 
Ebene geht ‘oder in welchem zwei Strahlen der Fläche sich 
schneiden, em Punkt der Fläche genannt. 


® 
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Lehrsatz'30. 


a) Aweibeliebigim Raume 
liegende reeiproke räum- 
liche Strahlbüschel D, D, 
erzeugen eine Fläche der 
zweiten Ordnung, welehe 
auch: durch ihre Mittel- 
yunkte; geht; nämlich die 

urchschnittspunkte aller 
Strahlen ‚des einen und 
ihrer Polaren im anderen 
liegen in einer solchen 
Fläche; und zwar wird die- 
selbe in den Mittelpunk- 
ten der Strahlbüschel von 
denjenigen Ebenen berührt, 
deren Polaren im gemein- 
schaftlichen Strahle der- 
selben vereinigt sind. 


a) Zweibeliebigim Raume 
liegendereciproke Ebenen 
SE, SE, erzeugeneine Fläche 
derzweiten Klasse, welche 
auch diese Ebenen selbst 
zu Berührungsebenen hat; 
nämlich die Verbindungs- 
ebenen aller Punkte Ka: 
einen Ebene mit ihren Po- 
laren: in der anderen um- 
hüllen eine;solche Fläche; 
und zwar berührt dieselbe 
die Ebenen $,.,$#, in den- 
jenigen zwei Punkten, de- 
ren- Polaren sich in der 
Durchschnittslinie beider 
Ebenen vereinigen. 


| 
Ö) Man erhält nur eine 

db) Man erhält nur eine 
solche Fläche, man mag 
nun die Strahlemdes einen | 
Strahlbüschels oder die des 
anderen auf ihre Polaren 
beziehen. lan 


solche Fläche, man mag 
nun die Punkte der einen 
Ebene oder die der ande- 
ren mit ihren Polaren ver- 
binden. 


c) In jeder Berührungs- 
ebene der Fläche geht die 
Verbindungslinie derjeni- 
gen’zwei Punkte der Ebe- 
nen $E, $E,, deren Polaren 
die Durchschnittslinien die- 
ser Ebenen und’ jener Be- 
rührungsebene sind, durch 
einen Punkt der Fläche. 


c)DieFläche wirdin jedem 
ihrer Punkte von der Durch- 
schnittslinie. derjenigen 
zwei Ebenen der räunmli- 
chen Strahlbüschel berührt, 
deren Polarennach diesem 
Punkte gehen. 


d)Alle diese Durchschnitts- 


linien, deren Berührungs- | d)Alle dieseVerbindunes- 
punkte einer den beiden | linien, welche den durch 
Strahlbüscheln gemein- ‚einen. gemeinschaftlichen 


schaftlichen Ebene ange-| Punkt der Ebenen $&, SE, 

hören, bilden ein einfaches | gehenden Berührungsebe- 

Hyperboloid. | nen angehören, bilden ein 
einfaches Hyperboloid. 


Nun lässt sich aber aueh umgekehrt zeigen, dass 


Lehrsatz 3l. 

AlleFlächen derzweiten| Alle Flächen der zweiten 
Ordnung sich durch reei- | Klassesichdurchreeiproke 
proke Strahlbüschel, und | Ebenen, und zwar auflun- 
zwar aufunzählige Weisen | zählige' Weisen erzeugen 
erzeugen lassen. lassen. | 
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Beweis (links). Denn ist irgend ;eine Fläche F der zweiten 
Ordnung gegeben, so kann man drei Punkte D, D,, 3 derselben 
beliebige auswählen und durch zwei dieser Punkte, z. B. durch 
D, dd s, zwei Ebenen M,, M,' legen, welche F' in zwei Kegel- 
schnitten X, K' schneiden, ‘und sofort durch den dritten Punkt 
D und den Punkt. 8 eine, beliebige dritte Ebene (00°), welche den 
Kegelschnitt X zum zweitenmale im Punkte 2, und den, Kegel- 
schnitt X’ im Punkte. 3’ schneidet. Vom Punkte D, aus denke 
man sich nach den sämmtlichen Punkten s, @, b, c, D.... des 
Kegelschnittes X die Strahlen s,, a}, d1, €, dı=.., und nach den 
sämmtlichen Punkten 8’ (d.h. s), a’, b’, c', d'.... des Kegelschnit- 
tes K’ die Strahlen s,’ (oder s,), a,', bi’, ec , di .... gezogen; so 
bilden diese Strahlen zwei ebene Strahlbüschel B,,, D}', deren 
Mittelpunkte. m D, liegen; ferner denke man sich vom Punkte D 
nach den Punkten 2, 2’ die Geraden %, X gezogen, und einmal 
durch A und die Punkte 8, #4, b, c, D.... die Ebenen o, «, ß, 7, 
d...., welche die Ebene M, in den Geraden s, a,b, c, d.... schnei- 
den, sodann durch A und die Punkte s’, a’, b’, c', d.... die Ebe- 
nen 6’ (oder o), «', ß', y', Ö'.... gelegt, welche die Ebene M,' im 
den Geraden s’, a', 6’, ec’, d'.... schneiden; so bilden die genann- 
ten Ebenen zwei Ebenenbüschel X, % und die neuen Geraden 
zwei ebene Strahlbüschel 3, D', und zwar ist: | 


| B (5 %;01, 6; h-.)=B(s, a,b, c,d..)=X(6, a, ß,7,0...) 


und aha pge u 
Ba, dc d ee) BR ls, a',b',c,d..)=U (6', A 
also auch | 
B, (s1; a; bed. )=A (6, 0, ß; Y: Ö...) 
und AI | 1 
Bi’ (ls), ',d1',C1',dı'...)=X (0’, a, B',y',d'...). 


Betrachtet man nun die Punkte D, D, als die Mittelpunkte 
zweier räumlichen Strahlbüschel D, D,, so hat man in dem einen 
zwei Ebenenbüschel X, %’ und in dem anderen zwei ebene Strahl- 
büschel B,, B}';, welche bezüglich mit den ersteren in Ansehun 

der Elementenpaare, die sich in den Punkten 8, 6, b, c, 2... un 

s', a',.b’, €’, ©... der Fläche F schneiden, projektivisch sind, 
und zwar entspricht der gemeinschaftlichen Ebene (00’) von A, W. 
der gemeinschaftliche Strahl (s}s)’) von 3}, B}'. Also darf man 
festsetzen: die räumlichen Strahlbüschel D, D, sollen reciprok, 
und zwar die Elementenpaare X und M,, W und M)’'; o,.o, ß, 
y, de. und Ss, a drs.Cı5 due..; 0',.0', B', y', 0’... und sı'5 ay’, 
bi’, €’, dy'.... sollen entsprechende Elementenpaare von D, D, 
selber sein. Aber, kraft des vorigen Satzes, erzeugen diese 
Strahlbüschel eine Fläche zweiter Ordnung F’, welche durch die 
Punkte D, D, und durch sämmtliche Punkte ZB, s, 8, b, c, D...., 
B, a, b',c, d'.... der Kegelschnitte X, K' geht; ist also Eein 
beliebiger Punkt ‚der Fläche F’, so kann man sich durch die 
Punkte D und F allemal eine Ebene gelegt denken, : welche die 
Kegelschnitte X, K’ in zwei Punktenpaaren m, n; m’, n’ schnei- 
det, und da nun die beiden Kegelschnitte, welche diese Ebene 


195 


mit den Flächen F, F' gemein hat, durch die nämlichen fünf 
Punkte D, m, n, m’, n’ gehen, also zusammenfallen, so muss 
auch der dem einen angehörige Punkt E auf dem anderen und 'so- 
mit auf der Fläche F liegen; folglich die durch die reciproken 
Strahlbüschel D, D, erzeugte Fläche F’ mit der gegebenen 
Fläche F identisch sein, w. z. b. w. 


Der Beweis der rechten Seite wird auf ähnliche Weise geführt, 
und man ist also nun berechtigt, die allgemeine Eintheilung und 
die Eigenschaften der durch reciproke Gebilde erzeugten Flächen 
des zweiten Grades ‚als ‚die; der sämmtlichen: Flächen dieses. Gra- 
des auszusprechen. Unter anderen leuchten nun folgende ‚zwei 
Sätze, ein; | 


Ehre art 32 ,% 


Eine Fläche der zweiten 
Ordnung hat mit einer be- 
liebigen Ebene im Raume 
entweder keinen oder nur 
einen oderunzähligePunkte 

emein, und.diese letzteren 

ilden entweder einen Ke- 
gehschnitt oder zwei Gera- 
rade oder nur eine einzige 


Gerade. 


An eine Fläche der zwei- 
tenKlasse gehenvon einem 
beliebigen Punkte im Rau- 
me entweder keine oder nur 
eine oder unzählige Berüh- 
rungsebenen, , und diese 
letzteren umhüllen entwe- 
der einen Kegel des zwei- 
ten. Grades oder bilden 
zwei Ebenenbüschel oder 
nureinen einzigen Ebenen- 


‚| büschel. 


Lehrsatz 3. 


Ist irgend eine Fläche der 
zweiten Ordnung gegeben, 
so darf man vier Punkte D, 
D,, B, s derselben beliebig 
auswählen und, nachdem 
man zwei dieser Punkte, 


z.B. D, D,, bezüglich mit 


B und s durch zwei Gerade 


A und s, und mit beiden 
Punkten 2, s durch zwei 
Ebenen sound M, verbunden 
hat, festsetzen: die Punkte 
D, D, sollen die Mittel- 
punkte zweier reciproker 
räumlicher Strahlbüschel, 
welche die gegebeneFläche 
erzeugen, und die Ebenen 
oc und M, sollen die Pola- 
ren der Strahlen s, und % 
sein. 


er, 


Ist irgend eine Fläche der 
zweiten Klasse. gegeben, 
so darf man vier Berüh- 
rungsebenen E, 2, 3,0 
derselben beliebig aus- 
wählen und, wenn A, sı 
die Durchschnittslinien, 8 
und m, die Durchschnitts- 
punkte zweier dieser Ebe- 
nen, .B.&,&,, und. bezüg- 
lich der einzelnen Ebenen 
6. und wieder: beider 
Ebenen 3, 0 zugleich be- 
zeichnen, festsetzen:: die 
Ebenen &, &£, sollen reci- 
prok seinund diegegebene 
Fläche erzeugen, und zwar 
sollen die Punktes undm, 
die Pole der Geraden s, 
und A in diesen Ebenen 
sein. | 
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Klassifikation der. Flächen der zweiten Ordnung und 
x Klasse. | Ba 


yanı 


I. Zwei reeiproke räumliche Strahlbüschel D, D, mögen ganz 
beliebig im Raume liegen; es sei A, ihr gemeinschaftlicher Strahl; 
es Pı> Yı, 4... ihre, gemeinschaftlichen Ebenen ; a. b, ec, d.... 
die den letzteren in D entsprechenden Strahlen, und @,, bı, €» 
d, .... diejenigen Strahlen, in welchen die Ebene der a, b, e, d...., 
oder die Poläre von 9,, von den Ebenen & , Pi, Yı> dı.... ge- 
schnitten wird; so bilden a, db, e, d... und a, bi, &, dh... 
zwei concentrische ebene Strahlbüschel 3, Bi; «& , Bı> Yı> d1--- 
einen Ebenenbüschel X, , und es ist 


B(a,b,e,d..) = U (a, Ps yı; de )= BD (a, 1,615 dy::)» 


also | R | 
on EA A N a SE ARCHE Fb Fe 


Es sind nun; nach’ Archiv Thl. IV. S. 252., drei und zwar nur 
drei Fälle denkbar: a) Entweder besitzen die  concentrischen 
proj. ebenen Strahlbüschel Z, DB, zwei, oder 5) nur einen oder 
c) keinen Strahl, in welchem sich entsprechende Strahlen 'verei- 
nisen, oder mit anderen Worten: Von den Ebenen «,, ß}, yı, dr... 
gehen entweder zwei, oder nur 'eine oder keine durch ihre Polare 
in’D. Geht aber irgend eine jener Ebenen, z. B. «,, durch ihre 
' Polare a, und man rechnet dieselbe jetzt zu D, so muss ihre Po- 
lare in D, gleichfalls auf.«; , d. h. auf dieser Ebene liegen. 


a) Es seien in Taf. V.Fig.5.. DMD, und DM'D, zwei, den Strahl- 
büscheln D, D, gemeinschäftliche Ebenen, welche durch ihre Po- 
laren DM, D,M und DM', D,M' gehen. Da allen Ebenen «, ß, 

‚d.o.., welche z. B. durch DM gehen, lauter Strahlen von. D,, 
die in der Ebene DMD, liegen, entsprechen müssen, so gehören 
alle Punkte der Geraden DM, und ebenso auch die der Geraden 
D,M, DM', D,M',, zu der durch D, D, erzeugten Fläche F. 
Es sei nun DMb oder D irgend eine durch DM gehende Ebene, 
welche die Ebene DM'D, in der Geraden Db oder b schneidet, 
und es seien a, c, d.... sämmtliche übrigen in 2 liegenden Strah- 
len von D; D,B, oder 4, sei die auf DMD, liegende Polare der 
Ebene B, welche DM in B, schneidet, und «&,, Pi, }ı, dr... die 
Polaren der Strahlen a, db, c, d...., welche einen Ebenenbüschel 
%, ‚bilden und die Ebene B in den Geraden a,, bi, €, dy...., SO 
wie die Strahlen.a, b, c, d.... in den Punkten g, b, c, D.... schnei- 
den; . so ist . or nr 


B(a, b, C, A (ei + Bı P) Yı > (.)=B, (a, > bi ‚Cy u) . 


also | 
B(a,b,c,d...)=.B, (a, , bı, ı > dı »...)- 


Aber dem Strahle DM von DB entspricht in X, die Ebene DMD, 
und folglich in 3, ein mit DM vereinigter Strahl; also sind die 
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ebenen Strahlbüschel 2, .B, perspektivisch, ‘d. h.. sämmtliche 
Punkte 8, b, c, 2... — Punkte, ‚welche der Fläche F angehören — 
liegen. in. einer| @eraden 4; und da. die Poläre «des: Strahles 6 
dureh D,B, und durch ‚D,M’ gehen muss, also mit‘; der Ebene 
D,M'B, einerlei ist, ‚so gehört der Punkt b der Geraden D,M' 
an, .oder die Gerade A begegnet den Linien. DM und D,M' zugleich. 


Die Fläche F wird also von allen Ebenen, welche durch eine 
der vier Linien DM, D,AM, DM, D,M', z. B. durch DM, gehen, 
in lauter geraden Linien geschnitten, zu denen auch DM’ und 
D,M gehören, und alle diese Linien. treffen auch die Linien D, MW. 


Es seien nun in Taf. V. Fig. 6..Daa, , Dbb, , Dec; „.Dd0,.... oder 
a, B, y,6.... sämmtliche.durch IM gehende Ebenen, welche einen 
öbenenbüschel A bilden; A, DB, Cs D.... die in denselben 'und 
in der Fläche F liegenden Geraden; «&, Pi, 71, 01.... die durch 
D,M' und dieselben «Geraden gehenden Ebenen, ‘welche einen 
Ebenenbüschel: A, bilden ; und‘ eine ‘den Strahlbüscheln D, D; 
gemeinschaftliche Ebene, welche weder mit‘ DMD, noch mit 
DM'D; identisch ist, schneide die Geraden A, DB, (, D.... in 
den Punkten a’, b/, ce’, d'...; so’ liegen diese Punkte in einem 
Kegelschnitte (oder: in einer Geraden), indem sie der Fläche F 
angehören, und verbindet: ınan dieselben mit D, ‚D, \durch' die 
Strahlen a, b, ce, d....; a, d1> €; dı-..., so bilden: die letzteren 
zwei projektivische ebene Strahlbüschel, von denen der. eine mit 
dem: Ebenenbüschel A, der‘ andere mit dem Ebenenbüschel 4, 
perspektivisch ist; also ist | se 


Ul,P,y5 de...) = A (as Pı > Yı: O1...) 


Da nun .die Achsen DM,. D,M'. dieser Ebenenbüschel: sich. nieht 
schneiden, so. folgt aus dem letzteren, dass die sämmtlichen Ge- 
raden ‘A, B, C, D..... die \eine Schaar‘ der Geraden eines ein- 
fachen Hyperboloids bilden, zu. dessen anderer ‚Schaar DM und 
D,M' gehören; d. h. die Fläche F ist, im Falle «a) ein einfaches 
Hyperboloid. | ie a 
b) Gibt es nur einen Strahl DM und D,M, welcher auf sei- 
ner. Polare DMD, liegt, so zeigt 'man,- wie vorhin, dass jede 
Ebene: 2, welche durch DM (oder D,M) geht, die Fläche F in 
einer Geraden A schneidet. Ist nun 2, die durch den Punkt D, 
und die Gerade A gehende Ebene, ‚so muss, ‘eben weil A eine 
der Fläche F' angehörige Gerade ist, von allen Strahlen in der 
Ebene 2, einer auf seiner Polare liegen, also, da D,M der em- 
zige derartige Strahl ist, mit diesem zusammenfallen. Die Gerade 
A trifit also die beiden Geraden DM und D,M, geht demnach, 
da sie nicht in die Ebene DMD, fällt, durch den Punkt M. So: 
mit schneiden alle durch DM und D, M gelegten Ebenen die Fläche 
F in geraden Linien, welche durch einerlei. Punkt M: gehen, und 
weil jede von DMD, verschiedene, den Strahlbüscheln D, D, 
gemeinschaftliche Ebene die Fläche” F in 'einem Kegelschnitte 
schneidet,.so ist diese Fläche im Falle 6) ein Kegel des zwei- 
ten Grades. a NG en | | 


0). Enthielte in diesem dritten. Falle die ‚Fläche F eine gerade 
Linie, so würde die nach dieser letzteren gehende Ebene des 


198 


Strahlbüschels D oder D, einen Strahl enthalten müssen, welcher 
auf seiner Polare liegt, was gegen die Voraussetzung streitet. 

Auf die so eben. betrachteten drei Fälle und die denselben 
entsprechenden drei Hauptgattungen ‚von Flächen der zweiten 
Ordnung kommt man zurück, wenn man von der Art des Schnit- 
tes einer beliebigen Ebene S£ mit der Fläche F ausgeht. Besteht 
nämlich 1) dieser Schnitt aus zwei Geraden (A44A,) und (4’A,'); 
so sind in den mit SE vereinigten zwei  reeiproken Ebenen SE, sE 
die Pole dieser Geraden ein einziges Paar Punkte (3,2) un 
(B,'B'), welche mit dem Durchschnitte jener Geraden in einer 
geraden Linie $ liegen; und jedem Punkte der ersteren, z. 
von. A, entspricht ein durch: ihn selbst gehender Strahl von 2}, 
sowie demselben Punkte, insofern er zu A, gezählt wird, ein 
durch ihn selbst: gehender Strahl von 2. Legt man nun durch die 
Gerade DD, ‚und, den Punkt (BB,) eine Ebene, welche (4A,) in 
m,:(4’A,') in m, schneidet, so ist die Polare dieser Ebene, in- 
sofern sie zu D gehört, der nach m, gehende Strahl von D,, und 
die Polare Alknalhen Ebene, insofern sie zu D, gehört, der nach 
m gehende Strahl von D. Die Polaren: dieser Ebene liegen 'also 
auf ihr selbst und: das nämliche gilt von der durch ' DD, und 
(B'B,') gelegten Ebene. Jenachdem also die Gerade ‚S mit der 
Geraden: DD, in einerlei Ebene liegt oder nicht, ist der Fall 6) 
oder a) vorhanden. 2 N: | 

Ist 2) der Schnitt von Fund $£ nur eine einzige Gerade (AA,), 
so hat dieselbe iu den mit SE vereinigten. reciproken: Ebenen‘ nur 
einen Pol (B,B), und ein jeder Strahl des letzteren nur einen auf 
ihm selbst und auf (AA,) liegenden Pol. Die Polaren derjenigen 
Ebene also, welche durch DD, und (BB}) gelegt wird, gehen 
nach dem Durchschnitte dieser Ebene und der Geraden (4A,) und 
liegen also auf ihr selber. ‘Gäbe esı nun eine zweite durch’ DD, 
PuRende Ebene, deren Polaren auf ihr selber liegen, so’ würde in 
den Ebenen $£, $; die Durchschnittslinie der letzteren und jener 
Ebene die Polare eines auf ihr liegenden Punktes sein, also durch 
den Punkt (BB,) gehen; diese zweite Ebene würde also in der 
That von der ersteren nicht verschieden sein. Der in Rede 
stehende Fall ist also mit dem früheren d) identisch. 


.,'19)..Hat die Ebene S£E.nur.einen Punkt B mit F gemein, so 
hat dieser Punkt in den mit:$E vereinigten reciproken‘ Ebenen 
nur ‚eine einzige Polare A. Existirte nun eine Ebene DMD,, 
welche ihre Polaren DM, D,M  enthielte, so würden.diese: letzte- 
ren beide durch den Punkt 3, und die Ebene selbst durch die 
Gerade A gehen müssen, und es könnte wenigstens: keine zweite 
solehe Ebene existiren. Es ist also dieser Fall mit 6) oder.e) 
identisch, ‚jenachdem die Geraden DD, und A in einerlei Ebene 
liegen\oder nicht. ', | Yin. 

.. '4) Ist der Schnitt der Ebene $& und der Fläche F. ein Kegel- 
schnitt, so kann jeder der Fälle a), 5), c) stattfinden. Ä 

‘1. Sind andererseits $E, $£, irgend. zwei reeiproke Ebenen 
im, Raume; ‘A, der ‚Durchschnitt beider; 97, : br, >. d+....die 
Punkte von A,; a,b, c,.d.... die in $£ liegenden Polaren dieser 
Punkte, welche einen Strahlbüschel 3 bilden, und u, , 21 ».Cı5 dı.-. 
die Strahlen eines mit B’concentrischen Strahlbüschels 3, , welche 


nach jenen Punkten gehen; so ist 
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B(a, b, GC, di..)a2 A, (9 R b, ‚C;» 9%.) B, (a, > bi ‚cC ’ die.) y 1 


also, 


Büa, b,0,d...)= Bas buscasden.)e 


Entweder nun besitzen die. Strahlbüschel B, 2, a) zwei, oder 
6). wur einen, oder c) keinen Strahl, ‚in welchem sich entspre- 
chende vereinigen, d. h. von den Punkten 9,, bı, Cı > dı--... liegen 
entweder ‚zwei,. oder nur einer, oder keiner auf seiner Polare. 
Liegt aber irgend ein Punkt von A, auf, seiner Polare in S$£, so 
liegt er auch auf seiner Polare in $,. Ä | 


a) Es seien m, m’ zwei Punkte der Geraden A,, welche auf 
ihren Polaren »n,. m’ in $£, und m; „; m,’ in $£, liegen. Da allen 
Punkten der Linie m solche Gerade in SE, entsprechen, welehe 
durch. den Punkt m gehen, so sind alle Ebenen, welche durch 
m gehen, ‚und: desgleichen alle, welche‘ durch m; , m’, Im,’ gehen, 
Berührungsebenen der Fläche F, die durch &, &, erzeugt wird. 


Es sei nun BD irgend ein Punkt von m, welcher mit dem 
Punkte’ m” die Linie ö gemein hat; a, c, d.... beliebige andere 
Strahlen von 3; A, die (vom Durchschnitte der $&, $&, jetzt zu 
unterscheidende) Polare des Punktes Bin &, ‚ und 4, , b15:G. %.-.. 
die Pole von a, db, ec, d...., welche mit dem Punkte 2 die. Gera- 
den a,, 54, €, d,.... und mit den Geraden a, b,'c, d.... die Ebe- 
nen &, ß, 7; $ „ gemein haben; so ist 


B(a, b, C, Te A, (9 ß) bj 3 Cı > %..)=Bi (a, ß) bi ‚Cı5» I 


also y iE i 
B(a,b,c,d...)—=B, (a, b, ee 


Aber dem Strahle m von B entspricht in ®, der Punkt m, und 
somit in B, ein mit m vereinigter Strahl; also liegen die concen- 
trischen ebenen Strahlbüschel ZB, BD, perspektivisch, d. h. sämmt- 
liche Ebenen «, ß, %, 6... oder die Berührungsebenen, von F, 
welche durch den Punkt DB gehen, schneiden sich in einer Gera- 
den A, welche auch der &eraden m begegnet; und da dem Strahle 
b ein auf’ m,’ liegender Punkt entspricht, also die Ebene P durch 
m;' geht, so begegnet die A auch der my‘. : 


Sind nun 9,3,€,D..... die verschiedenen, durch sämmtliche 
Punkte DB. von m erhaltenen Geraden, und legt man durch diesel- 
ben und einen beliebigen Punkt, z. B. durch einen, den Ebenen 
$2, 2, gemeinschaftlichen Punkt (3B,), die Ebenen «, ß, y, 6...., 
welche ® in a, db, c, d...; $&, in a), Ö,, €, dı.... schneiden, so 
umhüllen diese, als Berührungsebenen der Fläche F, einen Kegel 


zweiten Grades, welcher auch ®, &, berührt; "also ist 
Ba, b, C;, d...) = Bı (a, A bi; c; dj..)5 * o ef 


und folglich sind auch die Geraden m, m,’ hinsichtlich’ der Punkte, 
in denen sie von A, 8, €, D.... getroffen werden, projektivisch ; 
d. h. die Geraden A, 9, €, D2...., wozu auch.m’'und m, gehören, 
dureh welche sämmtliche Berührungsebenen von F' gehen, bilden 
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die eine ‚Schaar, ‚und m , m’. gehören‘'zur. anderen. Schaar .Gerader 
eines einfachen Hyperboloids. 


b) Fallen, um das Räsonnement abzukürzen, die Punkte m, 
m’ zusammen, .so schneiden, sich die Geraden m, m, ’; und folg- 
lich umhüllen 4, 8, €, 2... nebst m; m,’ einen Kegelschnitt, 
‘ohne dass jedoch die Ebenen «, 'ß, y; d... einen Kegel zweiten 
Grades: umhüllen;' ‘indem. dieselben nicht. durch  einerlei Punkt 
gehen. 7 : Am BE En 2 an 
."e) Gibt es keinen Punkt m, so können auch keine drei Berüh- 
rungsebenen von F' durch eine Gerade gehen; denn sonst würde 
der Durchschnittspunkt dieser letzteren mit der Ebene $£ (oder $£,) 
einen: Strahl in $& enthalten, dessen Pol auf ihm selber läge. 


Auf ähnliche Weise, wie oben, lässt sich ferner darthun , dass 
wenn ‘die von einenı beliebigen Punkte im Raume an die Fläche F 
gehenden ’Berührungsebenen zwei Ebenenbüschel bilden, die 
Fälle a),oder 5); wenn sie nur einen Ebenenbüschel bilden, 
bloss der ‘Fall 5); "wenn nur: eine. einzige Berührungsebene' an F 
geht,. die Fälle 6) oder c), und wenn, unzählige Ebenen, die einen 
Kegel zweiten Grades umhüllen, alle drei Fälle a), : 6),..c): statt- 
finden können; NEED y ’ | men, 


Durch. die beiden: letzten Betrachtungen hat sich uns also nun 
folgende’ ganz allgemeine Eintheilung der ‚Flächen ‘der zweiten 
Ordnung und Klasse vergeben: In N eg In 


Lehrsatz 34. j ' 
Einejede Fläche der zwei- 


Einejede Fläche der zwei- 
ten Klasse ist entweder 


ten Ordnung ist entweder 
ein Kegeldes zweiten Gra- ein Kegelschnitt, durch des- 
des, oder im Allgemeinen | sen Tangenten, oder im 
ein einfaches Hyperboloid, | Allgemeinen ein einfaches 
oder eine durchaus krumm- | Hyperboloid, durch dessen 
linige Fläche, welche mit | Geraden die Berührungs- 
einer „beliebigen ‚Ebene | ebenenderersterengehen; 
entwedereinenKegelschnitt | odereine Fläche, an.welche 
von. einem beliebigenPunkte 
des. Raumes entweder. uns 
zählige,; einen Kegel. des 
zweiten Grades umhüllende 
| Berührungsebenen,' oder 
nur eine einzige oder gar 
| keine gehen. u 


oder nur einen Punkt oder 
keinen Punkt gemein;hat. 


. ydır 


.. ‚Ein. dem :so ‘eben gebrauchten: untergeordneter Eintheilungs- 
stund der; Flächen ‚der zweiten Ordnung und Klasse ist derjenige, 
welcher von: den unendlich: entfernten Punkten und Berührungsebe- 
nen hergenommen wird; doch ist derselbe für die ersteren bei 
Weitem ergiebiger, als für die letzteren, indem hier nur der eine 
Fall, dass die Mittelpunkte der reciproken Ebenen $&, S&, nend- 
lich entfernt. sind‘, und also eine einzige unendlich entfernte Be- 
rührungsebene vorhanden:ist, in Betracht; kommen kann. — Wendet 
man: den Lehrsatz 20. auf. die Strahlbüschel D,: D, än, welche 
eine Fläche der zweiten. Ordnung erzeugen, so sieht man'sogleich; 
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weil jeder Strahl, welcher mit seiner Polare parallel ist, einen un- 
endlich entfernten Punkt der Fläche F' bestimmt, dass eine solche 
Fläche entweder 1) keinen, oder 2) nur einen oder unzählige 
unendlich entfernte Punkte besitzt, und dass die nach die- 
sen Punkten gehenden Strahlen eines beliebigen Punktes entweder 
3) einen Kegel des zweiten Grades oder 4) zwei Ebenen, 
oder 5) eine einzige Ebene bilden. Im ersten Falle, welcher 
offenbar bei keiner seradlmigen Fläche stattfinden kann, heisst 
die erzeugte Fläche Ellipsoid, im'dritten Falle, wenn dieselbe- 
ebenfalls keine geraden Linien enthält, elliptisches Hyperbo- 
loid, und im_zweiten unter derselben Bedingung elliptisches 
Paraboloid. Der dritte Fall tritt ausserdem beim Kegel ein, 
wenn sein Scheitel in endlicher Entfernung liegt, und bei dem 
einfachen Hyperboloid; und der zweite, vierte und fünfte 
beim Kegel, wenn sein Scheitel unendlich. entfernt, und seine 
Grundfläche bezüglich eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist 
(elliptischer, hyperbolischer, parabolischer Cylinder). 
Endlich gilt der vierte Fall auch noch vom hyperbolischen 
Parab oloid, nach dessen unendlich entfernten Geraden die bei- 
den Ebenen gerichtet sind, und dasselbe heisst gleichseitig, 
wenn diese Ebenen auf einander senkrecht sind. 


Lehrsatz 35° 

Alle Flächen der zweiten Ordnung zerfallen in fol- 
sende drei Hauptgattungen und deren Arten: 1) der 
egel nebst dem elliptisehen, hyperbolischen und pa- 
rabolischen Cylinder; 2) gerädlinige windschiefe 
Flächen, nämlich das einfache Hyperboloid nebst dem 
hyperbolischen Paraboloid; 3) durchaus krummlinige 
Flächen, das Eilipsoid, das elliptische Hyperboloid 

und das elliptische Paraboloid. 


Eine Aufgabe, welche über die Grenzen dieser Abhandlung 
hinausgeht, ist, zu zeigen, dass jede Fläche der zweiten Klasse 
zugleich eine Fläche der zweiten Ordnung ist; und dann ergibt 
sich, dass nur das elliptische Paraboloid eine unendlich entfernte 
Berührungsebene mit einem einzigen ‚Berührungspunkte, und nur 
der parabolische Gylinder eine Ak HN Ebene mit einer Berührungs- 
linie besitzt. 


Aufgabe. 


Mittels reeiproker räumlicher Strahlbüschel eine 
Kugel zu erzeugen. | 


Auflösung. Man lege zwei reciproke gleiche räumliche 
Strahlbüschel dergestalt, dass jeder Strahl des einen auf seiner 
Polare senkrecht steht; so erzeugen dieselben, was unmittelbar 


einleuchtet, eine Kugel, deren Durchmesser der gemeinschaftliche 
Strahl ist. 1411 


bh le Aufgabse. ir A 
"Mittels zweier beliebig gegebener reciproker räum- 
licher Strahlbüschel ein einfaches Hyperboloid zu er- 
zeugen. ° ms | 


Theil IX. 14 
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«Auflösung, »@) Man‘ wähle. einen beliebigen Strahli. g' in D 
und. eine durch denselben gehende Ebene. 9, suche: in ‚Dj die 
-Polare.f von. @:und die. durch. letztere gehende Polare x, 'von.g, 
und ‚lege ntin ‚die. Strahlbüschel D,' .Dı so,..dass die. Strahlen .y 
und As nicht aber. die Ebenen 9 und. zusammenfallen; ‚so. er- 
‚zeugen! sie ein. einfaches -Hyperboloid. 6) Oder ‚man gebe den 
‚Strahlbüscheln eine beliebige Lage; erzeugen: dieselben nun nicht 
die ‚verlangte Fläche, so drehe man den. einen; so‘. herum, ‚dass die 
vereinigt. gewesenen) Strahlen. in entgegengesetzter Richtung: wie- 
der zusammenfallen;., so entsteht nothwendig ein einfaches Hyper- 
bolöoid. in j 1} ji 14 ‚Bin 

Beweis a) ähnlich wie oben im Fäalle’a); 5) denn durch 
die Umdrehung erhält man dann nothwendi&'zwer ungleichliegende 
ebene Strahlbüschel 2, B, , von welchen zu Anfang dieses Paragra- 
phen die Rede war, und es muss also der dortige Fall a) eintreten. 
N Aufgabe. ee 
5 Mittels zweier. beliebig gegebener reeiproker räum- 
licher Strahlbüschel einen Kegel des:zweiten Grades 
zu erzeugen. i... ur RT 19% WER Re 

Auflösung. Man verfahre ebenso, wie in der vorigen Auf- 
gabe; doch lasse man’jetzt auch die Ebenen und x, zusam-' 
menfallen. | ! 
4b Beweis.. ‘Denn; dann), hat ‚die Ebene (9x,) “mit..der ‚Fläche 
nur den einen Strahl .(Ag) gemein, eine !Eigenschaft,' welche .der 
Kegel: ausschliesslich besitzt. Ile Moda 
3oiatlın | Aufgabe. | 
10 Mittels zweier beliebig gegebener reciprokerräum- 
licher Strahlbüschel ein hyperbolisches Paraboloid zu 
erzeugen. | | | Ä 
"Auflösung. Man bringe die. gegebenen Strahlbüschel in involnto- 
tische Lage, suche eine Brennebene derselben und drehe nun den 
einen Strahlbüschel dergestalt um seinen Mittelpunkt, dass die in 
‚dieser Brennebene vereinigten Ebenen vereinigt bleiben, und jeder 
Strahl derselben einen Winkel von 900 beschreibt; so wird jetzt 
ein jeder solche Strahl auf seiner Polare liegen. Wird nun’ der 
eine Strahlbüschel parallel mit sich selber in irgend eine Stelle 
des Raumes versetzt, so: werden alle jene Strahlen mit ihren Po- 
daren parallel sein ‚und folglich unzählige, in gerader Linie: liegende, 
unendlich entfernte Punkte bestimmen, im ‚Allgemeinen ‚also, die 
erzeugte Fläche ein hyperbolisches Paraboloid sein. 
sdiettimns en. . ia a ande 
©“ 'Mittels'zweier beliebig gegebener reciproker räum: 
licher Strahlbüschel ein Ellipsoid zu erzeugen. lc 

Auflösung. Man bringe'die ‘gegebenen Strahlbüschel in die- 
jenige, concentrische, z. B. involutorische H,age,,in, welcher dieselben 

einen. Kegel erzeugen, und.versetze dann; den einen Strahlbüschel 
parallel mit sich selber in irgend eine Stelle des Raumes; ‚so wird 
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kein Strahl. des ‚einen, noch‘ des, anderen, mit. seiner Polare,paral- 
lel sein,.die erzeugte Fläche also auch ‚keinen unendlich entfern- 
ten Punkt: enthalten können. Dieselbe muss älso.ein Ellipsoid sein. 


Aufgabe. 


Mittels zweier beliebig gegebener reciproker räum- 
licher Strahlbüschel ein elliptisches Hyperboloid zu er- 
zeugen. DLR, | | i 


Auflösung. Man bringe die gegebenen Strahlbüschel in die- 
jenige concentrische Lage, in welcher dieselben einen Kegel erzeugen, 
und versetze jetzt, was immer möglich ist, den einen parallel mit 
sich selber und, ohne dass ein Strahl des Kegels auf seiner Po- 
lare verharrt, in irgend eine Stelle des Raumes; so werden erst- 
lich alle Strahlen des Kegels jetzt mit ihren Polaren parallel sein 
und folglich unzählige unendlich entfernte Punkte bestimmen, deren 
Richtungen mit den Strahlen eines Kegels parallel sind ; zweitens 
wird weder ein Strahl jenes Kegels, noch auch irgend ein anderer 
Strahl auf seiner Polare liegen, weil ein solcher letzterer vor der 
Trennung. der Strahlbüschel seine Polare. durchschnitt, und folg- 
lich auch nach derselben durchschneiden muss, Die erzeugte 
Fläche kann also aus dem letzteren: Grunde keine geradlinige, und 
muss folglich aus dem ersteren ein elliptisches Hyperboloid sein. 


Aufgabe. 
I 


Mittels zweier beliebig gegebener reciproker räum- 
licher Strahlbüschel ein elliptisches Paraboloid zu er- 
Zeugen. PU, BEST EmUN 
Auflösung. -Man bringe die gegebenen Strahlbüschel ‘in die- 
jenige involutorische Lage, in welcher dieselben einen Kegelerzeugen. 
Im Allgemeinen wird nun eine, auf einem Strahle dieses Kegels 
senkrechte Ebene,denselben in einer Ellipse schneiden, und dreht 
man-nun! den einen: Strahlbüschel um diesen Strahl, und zwar um 
einen Winkel von zwei Rechten herum), so. werden. die in. jener 
Ebene vereinigten. reciproken Ebenen, kraft Lehrsatz 2., nur einen 
einzigen Punkt besitzen, welcher auf seiner Polare liest; und da- 
her auch in. den. 'beiden Strahlbüscheln bloss jener eine Strahl auf 
seiner Polare liegen. . Versetzt man also jetzt den einen Strahl- 
büschel parallel mit sich selber in irgend eine andere Stelle des 
Raumes, so wird auch nur ein einziger Strahl mit seiner Polare 
yarällel sein; die erzeugte Fläche also, weil sie nur einen unend- 
lich entfernten Punkt besitzt, im Allgemeinen ein elliptisches Pa- 
raboloid sein müssen. | | 
Aufgabe. 
Zwei beliebig gegebene reciproke räumliche Strahl- 
büschel so zu legen, dass die durch dieselben erzeugte 


Fläche der zweiten Ordnung in der Richtung einer gege- 
benen Ebene in lauter Kreisen geschnitten werde. 


Auflösung. Man lege die gegebenen Strahlbüschel D, D, 


involutorisch und suche eine Brennebene derselben. ‘Jetzt gebe man 


denselben, ohne ihre Lage zu einander zu ändern, eine solche 
14 * h 


x 
% 
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Lage im Raume, dass diese Brennebene mit der gegebenen Rich- 
tungsebene parallel laufe, und versetze den einen Strahlbüschel, 
z. B. D,, parallel mit sich selber und so, dass die Polaren der 
Brennebene auf einander liegen bleiben, in irgend eine Stelle des 
Raumes; so haben beide Strahlbüschel die geforderte Lage. 


Beweis. Bei der involutorischen Lage von D, D, seien B, 
B, die von den zug. harm. Polaren der Brennebene gebildeten 
Strahlbüschel, in welchen also die zug. Strahlenpaare a, a,; b, b ; 
C, €; d, d,.... lauter rechte Winkel einschliessen; und A,, : 
seien die vereinigten harm. Polaren jener Ebene; ferner seien «, 
ß, y; d.... die durch A und a, d, c, d.... gehenden Ebenen, d. h. 
die harm. Polaren von a,, di, cı, dı...;5 und &, Pr, Fı> 91... die 
durch X, und a, Ö1, cCı, dy.... gehenden Ebenen oder die harm. 
Polaren von a, 6, ce, d....; ferner a’, b', c', d'.... diejenigen Strah- 
len von B, welche mit a,, d,, ©, dı....; und wieder a,', by’, cı’; 
d,'.... diejenigen Strahlen von B,, welche mit a, 5b, e, d.... ver- 
einigt sind; endlich @', ß’, y’, 6’... die mit &,, ß,, Yı> Öı.... Ver- 
einigten Polaren von a,’, bj’, cı', dy'...; und a’, Bi’, Yı's pen 
die mit «, ß, y, 6... vereinigten Polaren von a’, b’, ce’ d'.... Wird 
nun der Strahlbüschel D, auf die angegebene Weise von D ge- 
trennt, so bleiben je zwei Ebenen & und «,’; Bund ß,’....«’ und & ; 
ß’ und ß..... vereinigt, und die Ebenen der Strahlbüschel Z, 2, 
und deren Strahlenpaare a, a)’; b, b1'...a’, a1; 5, by... werden 
mit einander und der geg. Richtungsebene parallel. Istnun $& irgend 
eine Ebene, welche die erzeugte Fläche F in der geg. Richtung 
schneidet, so sind in derselben zwei Ebenen SE, sE, vereinigt, 
welche in Ansehung der Punkte und Geraden, in denen sie von 
den entsprechenden Elementenpaaren der D, D, geschnitten wer- 
den, reciprok sind. Aber der unendlich entfernten Geraden von 
2, 5, entspricht in doppeltem Sinne ein und derselbe Punkt, 
derjenige nämlich, welcher dem gem. Strahle (AX,) der räumlichen 
Strahlbüschel angehört, und je zwei zug. Durchmesser von SE, $&, 
sind mit je zwei Strahlen a, a,; 5, br... oder «, a); ©, by... 
oder auch a, a’; 5, b’.... parallel, bilden also eine Involution der 
rechten Winkel. Folglich sind die Ebenen $&, $®, involutorisch, 
und die Linie, in welcher sie die Fläche F schneiden, ist ein 
Kreis. Auch sieht man, dass die Ebenen der Strahlbüschel 2, 
B, zwei parallele Berührungsebenen dieser Fläche sind. 

Zusatz. Haben die geg. Strahlbüschel D, D,, involutorisch 
gelegt, nur eine einzige Brennebene, d. h. fällt die letztere mit 
einer Achsenebene zusammen, so stehen sämmtliche Kreise, in 
welchen die Fläche #' geschnitten wird, auf der Verbindungslinie 
ihrer SEUBEIDRDEN, senkrecht; die Fläche F kann also durch Rota- 
tion eines Kegelschnittes um seine Achse erzeugt werden, und 
heisst in diesem Falle ein Konoid. 


| nn 
Konstruktion der Flächen des zweiten Grades mittels 


neun gegebener Punkte oder Berührungsebenen. 


Sind D, D,; Ro; Bo> %> 9%; Co» fo: So; Do zehn im Raume 
beliebig gegebene Punkte, und man verbindet irgend zwei dersel- 
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ben, z.B. D, D,, mit den acht übrigen durch die Strahlen «a, b, ec, 
d, e,& % hund a, b,, c, di, &ı> fi> 9ı> Ar, welche zwei be- 
liebige, fest im Raume liegende Ebenen ®, #, bezüglich in den 
Punkten a; b, c,d, e,f, g, b und 9, b,, 4 ds 815 fi; di bi 
schneiden, so kann man durch eine analytische Betrachtung ver- 
sucht werden, festzusetzen: die Ebenen #&, $£, sollen reciprok, 
und zwar die Polaren der Punkte 9, b, c, d, e, f, g, b sollen 
durch die Punkte @,, b,, 4; dı, &ı, fi» > bı gehen. 

Denn sind für ein beliebiges Coordinatensystem x, y die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes von $£, und für ein anderes be- ” 
liebiges Coordinatensystem &,, % die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes von $&,, so ist 


(ayt+bz+d)yH+(lay+bac+c)z +a’y+b"z+c"—=0 


die Gleichung einer Geraden in $E, , welche dem beliebigen Punkte 
(2y) von $£ entspricht, und zugleich in der Form 


. (ay ta ta)yr by rl +oN)z+ey +ez +c"—=0 


die Gleichung einer Geraden in $E, welche dem beliebigen Punkte 
(2,%y,) von $, entspricht, und es ist leicht zu zeigen, dass alle, 
den verschiedenen Punkten jener ersteren Geraden entsprechenden 
Geraden von $E durch einerlei Punkt, und umgekehrt, gehen, und 
dass jede solche Gerade und ihr entsprechender Strahlbüschel hin- 
sichtlich ihrer entspr. Elementenpaare projektivisch sein müssen. 
Diese Gleichung, bci Constanten sich auf acht reduciren lassen, 
drückt also dieselbe Beziehung der Ebenen $£, SE, auf einander 
aus, welche wir mit dem Namen der Reciprocität bezeichnet haben. 
Setzt man in derselben nun an die Stelle von z, yund 2, Yı 
nach einander die Coordinaten der gegebenen acht Punktenpaare 
% und 9, b und b,, c und c,, d und d,, eunde,, fund fj, g und 
9; b und b, , so erhält man acht Gleichungen mit den nämlichen 
acht Constanten, von denen eine jede, z. B. die erste, ausdrückt, 
dass die Polare des Punktes & durch den Punkt #, gehe; und 
durch jene Gleichungen sind diese Constanten bestimmt. 
Hat diess nun aber seine Richtigkeit, und man denkt sich D, 
D, als die Mittelpunkte zweier räumlichen Strahlbüschel, deren 
Strahlen und Ebenen bezüglich nach den entspr. Elementenpaaren 
von S$&, SE, gerichtet sind, so sind auch diese Strahlbüschel reci- 
rok, und zwar werden die Strahlen a, 5, c, d, e, f, g, h von 
ihren Polaren in den Punkten a), bg> Cos u: Eo> fo; Ao> Do ge- 
schnitten, und folglich wird die durch D, D, erzeugte Fläche der 
zweiten Ordnung durch die gegebenen zehn beliebigen Punkte D, 
D, ; @0-... gehen müssen — ein Resultat, welches jenem anderen 
analytischen Satze schnurstracks widerspricht, dass eine Fläche 
des zweiten Grades durch neun Punkte, sowie ihre Gleichung durch 
neun Uonstanten, bestimmt ist. 


Dieses analytisch - geometrische Paradoxon: ist für die rein-geo- 
metrische Betrachtung bereits durch Lehrsatz 33. hinweggeräumt. 
Die analytische Aufklärung desselben wird durch eine vergleichende 
Untersuchung der Constanten der Gleichung einer Fläche des 


zweiten Grades und derjenigen Gleichung, welche die Reeciproci- 
tät zweier räumlichen Strahlbüschel darstellt, sich ergeben müssen. 
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Im. Allgemeinen steht so viel fest;' dass die Aufgabe, 
durch neun gegebene Punkte eine Fläche des zweiten 
Grades zu legen, auf die andere zurückkommt, um ein 
gegebenes n-Eck;(wo n eine durch die Natur der‘ Aufgabe 
selbst erst zu bestimmende Zahl bedeutet) sein anderes n-Eck 
zu beschreiben, welches mit einem'zweiten gegebenen 
n-Eck reciprok sei.; Diese Aufgabe aber lässt sich wieder 
auf folgende redueiren, welche nichts anderes als die Verallgemei- 
nerung einer Klasse von Aufgaben ist, die seit langer Zeit die 
Aufmerksamkeit der Geometer beschäftigt haben, nämlich: Um 
oder in ein gegebenes n-Eck ein anderes zu beschrei- 
ben, welches einem zweiten gegebenen n-Eck eelli- 
near — und insbesondere affın, ähnlich, gleich, con- 
gruent — sei.,; Indem ich hiermit zur Auflösung dieser allge- 
meinen Aufgabe einlade, bemerke ich nur noch, dass dieselbe 
mittels des blossen 'Lineals sich muss ausführen lassen, während 
die der angedeuteten specielleren Aufgaben den Gebrauch eines 
festen Kreises erfordert; und dass die im sechsten Theile des Archivs 
S. 178. behandelte 'Aufgabe ein besonderer Fall derjenigen ist: 
In ein gegebenes Viereck ein anderes zu beschreiben, das einem 


L 


zweiten gegebenen Viereck ‚ähnlich sei. 


Eine mehr direkte, wenn auch nicht: durchaus symmetrische 
Auflösung des in der Ueberschrift dieses Paragraphen genannten Pro- 
blems wird durch die. folgendenden zwei’ Aufgaben vermittelt werden: 


Aufgabe. 

In einer Ebene $&£ sind zwei Gerade A, A’; auf der 
ersteren ein Purkt s, und ausserdem sind drei Punkte 
cd, ß, y beliebiggegeben; und in einer zweiten Ebene 
£, sind zwei Punkte B,, Bi’; eine durch den ersteren 
gehende Gerade ss, und ausserdem drei Punkte ,: ß}, 
yı beliebig gegeben; man stellt sieh vor, die Ebenen 
E, SE, seien reciprok; und zwar A, A’ die Polaren von 

150 DB, SUB De von s;, und die Polaren «, Pı, A 
gehen durch die Punkte «, ß, y. Man soll diese drei 
Polaren mit Hülfe des blossen Lineales zeichnen. 


Analysis. 


Es seien in Taf. V. Fig.7. a, b, c_die gesuchten drei Geraden; sie 
schneiden die A in den Punkten 6, b, c; die A’ in den Punkten 
a,b‘, c; d sei der Durchschnitt von A, 4. Man verbinde in 
der anderen Ebene den Punkt 2, mit den Punkten &,, ßı, Yı> 
By,’ durch die Geraden a,, d,. €, , d,; und den Punkt 2} mit 
&ı , Pı;> fı durch die Geraden a,’; b,', c,.. Da die Geraden A, A’, 
a, b, c die Polaren von DB}, Bi, &> Pi, 7ı, und der Punkt s 
der Pol von s; werden soll, so müssen folgende zwei Bedingun- 
gen erfüllt werden: 


A(4,b,c,d,3)=B, (u; d1:Cı; h; Sı) 


und 


A (9,6, 6, )=B,'(ay', by, cc, dh). 
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Legen: wir zu (diesem Zwecke durch den Punkt: 8; eine belie- 
hige Gerade '.4” und denkön uns .auf derselben die Punkte 9” ,b",' 
c’,, D” ioder A: 8; ‚EC, D So gewählt, ‚dass dieselbe mit dem 
Strahlbüschel 2, und folglich auch mit der;Geraden A in Ansehung 
der Elemente «’, b", c”, 9", 8; ‚a,,:d1» Cı> dı> S15:9,. bc. ©, 8 
projektivisch.ist;. so ‚werden die Projektionsstrahlen. aa”, bb”, cc”, 
00”, sich in einerlei Punkte i N ehneiden" Ferner lege män durch. 
den Punkt d irgend eine Gerade A” und wähle auf derselben drei 
Punkte a”, 6”, c” oder W,.3, € so,, dass dieselbe mit dem 
Strahlbüschel' 2,’ und folglich auch mit der Geraden A’ in An- _ 
sehung der Elemente 4”, D", ", d; a7,:d.C1,.dı 5.8, b, cd, d 
projektivisch ist ;; so ‚werden auch die ‚drei Projektionsstrahlen, 
aa”, b’b”, c’c” durch einerlei Punkt E gehen müssen. . 

Denken wir uns nun die Gerade 20”, die Punkte 4,3, €,D; 
aß, y5 WW, 8, € als fest und‘ den Punkt i längs. der ganzen 
Geraden :00” fortbewegt, so werden die Punkte a, b, cauf und 
#,.b,:c auf A’ ihre’ Lage änderen, und es wird zwar- in jedem 
Momente der Bewegung die erste der‘ obigen Bedingungen, nicht 
aber die zweite erfüllt sein, indem die veränderlichen Geraden‘ 
aa”, 6b”, cc” nicht immer durch einerlei Punkt E gehen.: Indes- 
sen bei dieser Bewegung erzeugen die veränderlichen Geraden 
aa”, bb”, cc” drei perspektivische Strahlbüschel A, 8, €; je zwei 
Punkte a, 0; b,b’; c, cC zwei perspektivische Gerade A, A), 
und folglich auch je zwei Strahlen 49”, 6b"; aa”, dc"; bb", 
cc” zwei projektivische Strahlbüschel W, 3; WA, d; 8, €. 
Rückt der Punkt i in die Stelle des Punktes d, so rücken auch 
sämmtliche Punkte 9, b, c und a’, b‘, cC nach d; und demnach 
sind in dem semeinschaftlichen Strahle von W und 3 oder A’ und 
€, 3 und €, d.h. längs der Geraden A”, entsprechende Strah- 
len vereinigt. Hieraus lolgt, dass während jener Bewegung ''der 
Durechschnittspunkt der Geraden aa” und b’b” eine gerade Linie 
M, und ebenso die der Geraden a’a” und dc”, bb” und dc” ge- 
rade Linien N, P beschreiben; hat man also zwei dieser Gera- 
den gefunden, so ist ihr Durchschnittspunkt, welcher natürlich 
auch der dritten angehören muss, der Punkt FE, durch welchen 
alles Uebrige sofort gegeben ist. 


Konstruktion. 


"Man lege durch den gegebenen Punkt s irgend eine Gerade 
A” und bestimme auf derselben die Punkte 4”, b”, c”, d” so, dass 


A" a, b”, Gr, or, 8) —rB, (a; 3 bi »Cı> d, 3 sı) 


ist; lege ferner durch den Punkt d, den Durchschnitt von A, 4, 
irgend eine Gerade 4” und bestimme auf derselben die Punkte 
FÜR b", ce" so, dass 


A" (a, b7, 1, d) = Bi (a,'; bi Cd d,) 


ist; ein Geschäft, dessen man in der Hauptaufgabe, um die es. 
sich handelt, sich dadurch ganz überheben kann, dass man sich 
bereits, vorhandener Punkte bedient. . Sodann verbinde man den 
Punkt 8 mit den Punkten «, ß, y durch drei Gerade, ‚welche die 
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Gerade 4’ in’ den Punkten g,’, b,’, cı schneiden, und diese letz- 
teren Punkte mit den Punkten a”, b”, :c” durch drei Gerade, 
. welche sich‘ paarweise, nämlich a,’@” und. b,'b”, a,'a” und c’c”, 
in‘den Punkten b, und cy schneiden. | 


Jetzt verbinde. man den Punkt D mit 9” durch eine Gerade 
und einen beliebigen, aber weder mit d noch mit d” identischen 
Punkt i, dieser letzteren mit den Punkten 9”, b”, c” durch drei 
Gerade, welche die Gerade A in den Punkten 9,, b,, c, treflen, 
sofort diese Punkte wieder mit den Punkten «, ß, 7 durch drei 
Gerade, welche die A’ in den Punkten a5, by, €, treffen; und 
wiederum diese. drei Punkte. mit den Punkten a”, b”, c” durch 
drei Gerade, welche sich paarweise, nämlich die. erste und die 
zweite, die erste und die dritte, in den Punkten b° und c® 
schneiden. ii Ns | 

Jetzt verbinde man die Punkte b, und b° durch eine Gerade 
M, und die Punkte c, und c® durch eine Gerade N; sofort 
den Durchschnitt E£ dieser Geraden M und N mit den Punkten 
a”, b”, c” durch drei Gerade, welche die A’ in den Punkten 4, 
b’, c' treffen, und zuletzt diese drei Punkte mit «,ß,y durch drei 
Gerade a, db, ce; so:sind diese die drei verlangten Linien. 


Beweis. 


"Denn geht man auf: die. Analysis: zurück, so. sind @,', by‘, cy' 
diejenigen Punkte von A’, welche man erhält,, wenn der Punkt i 
in die Stelle des Punktes d” rückt, und folglich:b, , b% zwei Punkte 
der dortigen Geraden M, c, und c® zwei Punkte der dortigen, Ge- 
raden N. Da nun. sowohl die Geraden #6”, b’b”, cc” sich in 
einem Punkte £, als auch die Geraden 49”, bb”, cc”,.00” sich in 
einem Punkte i schüeiden müssen, so ist | 


A (8,6, 6,d,5)= 4" (@",b",c",d",s)— B, (a,,b1, C1,d1s51) 
und | 
A (g, b,, ef d) 2 A" ee hl Er d) ER Bı (ay'; Bir cı . d,). 


Also darf man festsetzen: die Ebenen $K&, S&, sollen reciprok, 
und zwar die Geraden A, A’ die Polaren der Punkte B,, Bi); 
und die Punkte 9, b, c, d,s, 9, b',c die Pole der Geraden 
45.01; 0%; dis Sı> Ar, ©, Cı sein. Dann;aber sind nothwendig 
auch. die Geraden a, db, ce die Polaren der Punkte &,, Pı> Jı- 


W. z. b. w. 


Determination. 


Gäbe es noch drei andere Gerade a, db, c, welche der Auf- 
gabe genügten, so würden die Geraden, welche die neuen Punkte 
@, b, c mit den früheren Punkten 4”, b”, c” verbänden, ebenfalls 
auf der Geraden DD, in einem: Punkte i convergiren müssen; es 
würden also die Geraden, welche die früheren Punkte 4”, b”, c” 
mit den neuen Punkten 9°, b’, C’ verbänden, paarweise entsprechende 
Strahlen der Strahlbüschel W, 3’, € sein, also auf den Geraden 
M, N sich schneiden; der neue Punkt E würde demnach mit dem 
früheren E und die neuen Geraden a, db, ce mit den früheren zu- 
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sammenfallen. Folglich ist die vorstehende Aufgabe nur 
einer einzigen Auflösung fähig. Ä 


Hülfssatz. 


Haben eine Reihe von Kegelschnitten 4,3, €, D.... 
drei Punkte B, B’, B’ gemein, und sind irgend zwei 
Gerade A, A’, welche durch einen dieser Punkte, z. B. 
durch B, gehen, in Ansehung der übrigen Punkte 6, b, 
c,‚d, 8... und 9, b, dc, >», 8...,in denen sie von den Ke- 
gelschnitten und der Verbindungslinieder beiden ande- 
ren Punkte B’, B’ geschnitten werden, projektivisch, so 
haben sämmtliche Kegelschnitte uch einen vierten 
Punkt gemein, und eine jede durch B gehende Gerade 
ist mit A, A’in Ansehung der betreffenden Punkte pro- 
jektivisch. 


Beweis. “Man denke sich die Ebene der Kegelschnitte mit 
einer anderen in höherem Grade geometrisch verwandt, so dass 
Punkt und Punkt sich entsprechen, und zwar B, B', B” als die 
Hauptpunkte der ersten, und B,, B}', Bı” als deren zugeordnete 
in der zweiten Ebene; so entsprechen den Kegelschnitten A, &, 
€, D.... ebensoviele Gerade X, , 3, , €, Dı-...; sämmtlichen Ge- 
raden A, A’, A”...., welche durch 3 gehen, wiederum Gerade 
Ay, Ar’, Ay”...., welche durch B, gehen; und den Punkten 4, b, 

; »98763.c4.9..34.0,0% 0,0. vom A; Ar AS. „und 
4, 3, €, 2.... entsprechen die Durchschnitte 9, Bi, Cs Oı---3 
Ars Bi 3 er iO a Von Ada A, mit 

1» 81, Cs D-...; endlich allen Punkten s, 8’, 8”.... der Haupt- 
linie B’B” lauter Punkte 8,, 8,’, $,”...., welche mit dem Haupt- 
punkte 2, sich vereinigen. Da nun nach Archiv. Theil VII. S. 118. 
einem jeden Strahlbüschel 3° ein proj. Strahlbüschel B,', und 
folglich auch einem jeden Strahle A des Hauptpunktes 3 ein pro- 
jektivischer Strahl A, des zugeordneten 2, entspricht, also 


A (a, b, e d, Be 4 (91; b,, C> O1 581°..)5 
A (a, b', ei; d, 41; ) a A, (9; by’, ) °%5 Ss...) 5 W 
A" (a”, b”, a 0",8"...) Br A, u (9 gi D 7 Or, d, e 817 2.4.) 


ist, und'da angenommen ward, dass 
A br, d, ei) EA lab, ie‘) 
sei, und die Punkte 8}, 8]’ sich vereinigen, so ist zunächst 
4, (9, } bj 3 Cı 3 0 ’ 81.) = (A, (a); b , 15 d,; 81 +...)5 
d. h. die sämmtlichen Projektionsstrahlen 4, Bı, €, D..... von 
A,, A,’ gehen durch einerlei Punkt; und diesem Punkte muss 
demnach ein vierter gemeinschaftlicher Punkt der Kegelschnitte 


A,d,€, D.... entsprechen. Zugleich aber folgt, dass auch 


A, (95 b, F) c 3 oe? 3 Se) A,” (a9; b,”; a"; 9%"; ta 
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und hieraus wieder, dass a 
W. z. b. w. 


re a ih aD de ef 

Es sindı inveiner Ebene $K eine Gerade A und ein) 
Punkt s der letzteren,: ausserdem fünf Puukte «, Bi: 7,) 
d, 9; in einer zweiten Ebene X, ein Punkt B, und ein 
Strahl s;, desselben, awsserdem fünf Punkte &, Pi» Yı° 
dis Qı beliebig’ gegeben. Man stellt sich vor, die Ebe-; 
nen $&,:$&, seien reciprok, und zwar die Gerade A die 
Polare des Punktes D,, der Punkt s’der Pol.der Gera: 
den s,; und die Polaren der Punkte «,,Ppi ,Yı, &,.9ı gehen 
durch die Punkte «a, ß,y, d, 9. Man soll diese fünf'Po- 
laren. mit Hülfe des blossen Lineales zeichnen. 


;i Konstruktions. Antl 
. Man verbinde den Punkt B, mit den Punkten « , Bi, yı, ds 
9, durch die Geraden a,, d,,cı, dı,fı und irgend emen der letz- 
teren, z. B. ö,, mit den übrigen @,, ß}, 71; 9ı durch’ die Gera-' 
den a, , di, €ı >» fi.‘ Sodann lege man durch den Pımkt s m 
irgend eme Gerade A” und wähle auf derselben die Punkteg”, b”, 


c’, 0”, f” oder A, 8, €, ©, 5 dergestalt, dass | | 
| A" (a, b; € Dr, f?, s)=B, (a, 3 bi 5 c 3 dis fı: sı) 


sei, Punkte, welche man in der nächstfolgenden Hauptaufgabe bei’ 
geschickter Wahl der: Ebenen #, $£, sich sehr: leicht ‚verschaf- 
fen kann. | | ii Tre 

Jetzt, lege man durch den Punkt dirgend zwei Gerade d,.d,,. 
welche die A in d,, ©, schneiden, bezeichne zugleich eine jede 
von diesen zwei Geraden nach einander mit A’, denke sich beide- 
male die Elemente A, A, s, «a, ß,yund B,, B\ (d.h. d,), s;; 
& > Pı> 7ı im. Sinne der gleichnamigen Elemente ‘der vorhergehen- 
den Aufgabe gegeben, und. suche der dortigen Vorschrift gemäss 
die drei Geraden a, db, c, welche jetzt, in Bezug auf d, und d,, 
aı > dis Cı15 Ags Da, Ca’ heissen mögen. Es seien A,, b,,;c, und 
9%, bi‘, Cı bezüglich die Durchschnitte von a,, d,, c, mit A und 
mit d,; und ebenso a5, b,, c, und 9,, by ,.cz die Durchschnitte 
von Ag, Da, €, mit A und mit d,. Durch Ausführung der bezeich- 
neten Konstruktionen sind bereits die Punkte 9,, bj, €, d; mit 
den Punkten a”, b”, c”, 8” durch vier Gerade a,°, 5,9, 9, dı®, 
welche sich in einem Punkte i, schneiden; und die Punkte 9,, b,, 
Ca, d, mit a”, b”, c”, d” durch vier Gerade az, 52%, c20, Ay, 
welche sich in einem Punkte i, schneiden, verbunden. Man ziehe 
nun durch die Punkte i, und i, eine Gerade C, 


Hiernach vertausche man einen der Punkte «@, P, y, z.B. y, 
mit dem noch nicht berücksichtigten Punkte p, und y,Ömit‘ g,, 
lege wieder durch ö irgend zwei Gerade, z. B. die vorigen d,, d,, 
betrachte. wieder. die Klenente 4,4,8.% .% pundB,; Bi; 
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$) > &s Pi; 9 im: Sinne der vorigen Aufgabe gegeben, konstruire 
mit Hülfe der Punkte A, 3, $. 2 oder a”, b”, f”, D” zwei neue 
Punkte i, und iz,’ und: verbinde die letzteren durch eine Gerade F. 


Es sei i der Durchschnittspunkt der Geraden. C und F’; man 
verbinde i mit-den Punkten :@”, b”, c”,.f”, ©” durch die Geraden 
a®, 6°, c®, f’, d’, welche Ain den Punkten 9, b, c, f, d.schnei-: 
den, und sofort diese Punkte bezüglich mit den Punkten «, ß, 7, 
9, ö durch die Geraden «a, db, e, f, d;: so sind letztere die fünf 
gesuchten Polaren von & ; Pı> ı> Pı> Iı- | ar 


er Bie we ivs.» SR car DE RE 

Es seien noch «, b’, c die Durchschnitte von a, d, c mit d; 
man'denke sich von jedem Punkte i;.... der Geraden C, ausser 
den’ schon vorhandenen i, i, , 1, nach den Punkten A, 3, €, D.... 
die Geraden a30; 630, 030, dz30;.... gezogen: welche: die A in a3, 
b,, 3, Od, ,.... schneiden; diese Punkte wieder bezüglich mit «, 
» 7%, Ö durch die Geraden az, b3, C3, d, ,.... verbunden ‚ von denen 
die drei ersteren die letzte d, in den Punkten 43’, b3’, cz’ schnei- 
den, und bezeichne die um ae, ß, 7, 6 gebildeten: Strahlbüschel 
mit X’, 8’, €, ©’. Diess vorausgesetzt, so hat man: ul 


D'(d,d, das dy...) =D (dP, dy?,d20, d30...)=2 (a?, a, ?, az, a30....) 
3 | = (a,a; 02, da...) 
also 


D (d, d,dasd...)=U (us Qy4 093 Q3r-.)5 
und ebenso le a | | 


0 Dildsdisdg, de)=D (b5 015 62, bar )s 1.0. \ 
h D (d, dı; d,, RE REN (c, C1>C9> Casssul 


Folglich liegen sämmtliche Punkte d, «, #;.A1', Az’, Az... in einem 
Kegelschnitte A); sämmtliche Punkte 6, P, b’, b,’, by, by... 
in einem Kegelschnitte 35, ;.. sämmtliche Punkte d, y,.c,, ‘C,'Cy, 
cz... in einem Kegelschnitte E,;, und da: demjenigen Strahle von 
D, welcher nach dem Durchschnitte der Geraden. A” und C geht, 
in den: Strahlbüscheln ©’, 4, 9‘, C lauter ‚Strahlen ‚entsprechen, 
die nach dem Punkte 8 gehen, und demjenigen. Strahle von :D, 
welcher nach dem Durchschnitte t der Geraden A und C geht, 
in denselben vier Strahlbüscheln lauter Strahlen entsprechen, 
welche nach demselben Punkte t gehen, so haben die Kegelschnitte 
Yo: Bo; E, ausser dem Punkte ö noch zwei Punkte s und t ge- 
mein, welche der Geraden, A angehören, , Nun aber ist der 'Kon- 
struktion gemäss ie | y, 


4 (9 ,6,,6;0,)=A (92), 69,0, 0)=Bı'(a 61’, 01, dı); 
also. ist kraft des vorhergeschickten Hülfssatzes ‚auch. | 
A (A; b, , Cj ni d,) = 4 (9, b, c',d) = A (du b;, (3, O3). - i . 

. = B, (ay', bi; 4% dı)- 
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Auf dieselbe Weise wird mittels der Geraden F gezeigt, dass 
A (#, b/, fü o)=B,' (a}'; bi;h; dı) : 


folglich, da zwei proj. Gebilde durch drei Paar entsprechende 
ee a,b’, d und a,, d,', d, vollkommen bestimmt sind, so 
ist auc 


A (8,6, c,f,0)== B, (a,b, c1; fr sch); 
und da nach der Konstruktion auch 
A(a,b,c,f,d,8)= 4" (g",b”,c”,f",d”,s)—= B,; (a1,d,,C1; fa; dı>Sı) 


ist, so darf man festsetzen, die Ebenen E, $, sollen reciprok 
und: zwar die Elemente A, d,s,6,b, c,d,f, a,b, cC, f' und 
B,, I; 5» a5 ds Co, ds > 5 615€ 5 fi entsprechende 
sein (Archiv. Thl. VII. S.2.). Dann aber sind auch die Geraden 
a,b, c, f, ‚welche die Punktenpaare 8, a; b,b'; c,c; f, f 
verbinden, und die Dure schnittspunkte 0, Pı> Yı> Pi der; ‚Strah- 


4 


lenpaare a), a; 51, d15 Co» 5 fı> A entsprechende Elemen- 
tenpaare. 
W. z. b. w. 


Determination. 


Gäbe es noch fünf andere Gerade a, 5, c, d, f, welche der 
Aufgabe genügten, so wären, wenn wieder d mit A’ bezeichnet 
I für die neuen Punkte #,b’, c’, f und a, b,c, f, D wie- 
derum die Beziehungen 


A (6, b, C, f; d, 8) = B ı (a, bi; Cj5 h; d; ’ 5) De 4" (a”, b”, En; de 0”, 8) 


und 
A’ (8 b,c,f,) = Bi (y',b1),c,fi, di) 


vorhanden; denkt man sich nun den neuen Punkt D mit dem 
früheren 8” durch eine Gerade verbunden, welche die Gerade C 
der Konstruktion in einem Punkte i, schneidet, und sofort diesen 
Punkt noch mit 9”, b”, c” verbunden, wodurch man, wie im Be- 
weise angegeben, die Punkte 9, b;, cz’ und die Geraden a;, ba, 
€, erhalten würde, so müssten diese letzteren mit a, db, ce zu- 
sammenfallen, weil nach der Determination der vorigen Aufgabe in 
den reciproken Ebenen $,, $£ nicht zu gleicher Zeit die Elemente 
B,; 1, Si, & > Pı> Yı .den Elementen A, d, 8, a, db, e und auch 
den Elementen A, d, 8, a3, d3, cz entsprechen können, wenn 
sowohl a, 5b, ce als auch a3, d3, cz; durch die Punkte «, ß, y 
gehen. Denkt man sich also die neuen Punkte 4, b, c, ® mitden 
früheren Punkten 8”, b”, c”, d" durch Gerade verbunden, so 
müssen diese auf der Geraden C der Konstruktion convergiren; 
und denkt man sich die neuen Punkte a, b, f,d mit a”, b”, fr, d” 
durch Gerade verbunden, so müssen diese auf F, sämmtliche fünf 
Gerade also im Durchnitte i von C und F convergiren. Folglich 
müssen auch: die gedachten neuen Geraden a, d, c, d, f mit den 
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durch die Konstruktion erhaltenen zusammenfallen. Also lässt 
auch diese Aufgabe nur eine einzige Auflösung zu. 


Aufgabe. 


Wenn von:oeiner Fläche der zweiten Ordnung neun 
Punkte beliebig gegeben sind; ‚mittels des gewöhnli- 
chen und eines Ebenen-Lineales allein beliebig viele 
andere Punkte dieser Fläche zu finden. 


Konstruktion. 


Es seien D, D,, 0, x, #, b,c, d, f die neun gegebenen 
Punkte. Man verbinde irgend zwei derselben, z. B. D, D,, mit 
den sieben übrigen bezüglich durch die Geraden s, p, a, b, c, d, 
f und sı, ?1; 4, di, €, dı, fi und gebe zwei gesonderten oder 
auch vereinigten Ebenen $, SE, irgend eine feste Lage im Raume 
(am Vortheilhaftesten ist es, eine der Ebenen. zu wählen, welche 
drei der sieben Punkte verbindet). Es seien 8, p, «, ß, 7, 6, 
die Punkte, in welchen die Ebene S& von den Geraden s, p,.a, b, 
ce, d, f— und s,, B,, &, Pı» Yı> di, Pi die Punkte, in welchen 
die Ebene S$£, von den Geraden s,, 91, Qaı, di, Cı, dı, fi getrof- 
fen wird. Man verbinde zwei jener Punkte, z. B. s und p, durch 
eine Gerade A, und demzufolge die Punkte s, und B, durch eine 
Gerade s, , setze fest, die Ebenen ®, %&, sollen reciprok, und 
zwar die Gerade A die Polare des Punktes B,, der Punkt s der 
Pol der Geraden s, sein, und die Polaren der Punkte &, , Pı, ı> 
d,, 9, sollen durch die Punkte «, ß, 4, d, p gehen; und Ach 
diese fünf Polaren nach der in der vorigen Aufgabe gegebenen 
Vorschrift. Hierdurch ist man in den Stand gesetzt, zu jedem 
Punkte der Ebene $£, (oder SE) seine Polare in der Ebene SE (oder 
$2,) zu finden. „Ist nun m, irgend ein Strahl des Punktes D, 
(oder D), dessen zweiten Durchschnitt m mit der Fläche der zweiten 
Ordnung man finden will, so suche man zu dem Punkte «,, in welchem 
m, die Ebene $£, trifit, seine Polare in S$£, und lege durch diese 
Polare und den Punkt D eine Ebene; so schneidet die letztere 
den Stıahl m, in dem gesuchten Punkte m. | | 


Beweis. 


Man denke sich den Punkt D, mit sämmtlichen Punkten und 
Geraden der Ebene $%,, und den Punkt D mit den Polaren und 
Polen derselben in SE durch Gerade und Ebenen verbunden, so 
erhält man zwei reciproke räumliche Strahlbüschel D, D,, deren 
entsprechende Elementenpaare sich in den Punkten ; einer Fläche 
F der zweiten Ordnung schneiden müssen. Da nun der Konstruk- 
tion gemäss der Geraden A der Punkt B,, also der Ebene Dorn 
- der Strahl p, , welcher dieselbe im Punkte x schneidet, entspricht; 
da der Punkt s der Pol von s,, also der Strahl s die Polare der 
Ebene D,ro ist, welche von jenem im Punkte o getrofien wird; 
und da die Polaren der Punkte a, Pf, Yı> > 9ı durch die 
Punkte «, ß, y, Öd, 9, also auch die Polaren der Strahlen a, , d,; 
cı, dı, fi durch die Strahlen a, 5, c, d, f gehen und mit diesen 
zugleich von den ersteren in den Punkten a, b, c, D, f getroffen 
werden, so gehören ausser den Punkten D, D, auch die sieben 
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Punkte 0; /r, .9,'b,.0,,d,: f der Fläche #' an; ausserdem aber 
muss: auch :der Punkt m auf: Fliegen. : Gäbe.es nun eine zweite, von 
F' verschiedene Fläche F” der zweiten Ordnung, welche die gegebenen 
neun Punkte enthielte, so könnte man nach Lehrsatz 33. die Punkte 
D, D, bezüglich mit 6 und x durch zwei Gerade s und p, und 
mit den'beiden Punkten 0, x durch zwei Ebenen ps oder r® und 
Pı51' oder: 6,° ‘verbinden 'und sodann’ festsetzen, ‘die Punkte D, 
D; sollen ‘die Mittelpunkte' zweier reciproker räumlicher Strahl- 
büschel, welche die’ Fläche '#" erzeugen, 'und die Ebenen ®, 6,° 
sollen die Polaren der Strahlen p»,, s sein. Dann aber würden die 
festen Ebenen S£ , $&, auch in Ansehung der Elementenpaare, in 
denen sie von den entsprechenden Elementenpaaren _ dieser neuen 
Strahlbüschel D, D, geschnitten werden, reciprok sein; und da 
die. Ebenen r°, 0° die $E, SE, in den Geraden A, sı; die Strah- 
len s, 71 dieselben in den Punkten s, D, schneiden; da ferner 
die Punkte #, b,,.c, d,:f auch der neuen Fläche F’ angehören, 
also die Strahlen D,a, D,b, Dic, DD, Dif des neuen Strahl- 
büschels D, von ihren Polaren in diesen Punkten getroffen wer- 
den, folglich die Polaren der Punkte «j, ßıs Y1>.d1>: Pı auch jetzt 
durch die Punkte «, ß, y, d, gehen müssen, so. würden auch 
in, den neuen reciproken Ebenen SE, $&,, sowie in «den vorigen, 
die Elementenpaare A und D,, $ und s, sieh entsprechen, und 
die Polaren der Punkte .«,,. ßı> fı> dı> 9, durch die Punkte a, .ß, 
Y, 0, @ gehen. Dann aber; müssen, der Determination „der vor- 
Ta En ‚Aufgabe zufolge, auch diese. letzteren fünf. Polaren 
mit den früheren zusammenfallen, und also, auch die neuen Ebe- 
nen SE, $E,, die neuen Strahlbüschel D, D, und. somit die neue 
Fläche F’ mit den früheren identisch sein. Demnach liegt auch 
der Punkt m auf, derjeuigen: Fläche. der: zweiten Ordnung, von 
welcher die Punkte D, D,, ©, z, A. b,.c, d,.f entnommen. waren. 


W. z. b. w. 


Mit dieser letzten Aufgabe ist nun, ‚kraft des Gesetzes der 
Dualität, zugleich auch die andere: „An neun beliebig gege- 
bene; Ebenen’eine Fläche der zweiten Klasse zu legen“ 
Beldak: denn es fehlt hierzu nichts als das mechanische Geschäft, 

onstruktion und Beweis derselben aus dem für die erstere gege- 
benen Wortlaute herauszulesen; und so dürfen wir denn als Re- 
sultat dieser ganzen rein-geometrischen Betrachtung aussprechen: 


EN A Ar eh 8.88 2.36. : | | 

"Eine ‚Fläche der zweiten | Eine Fläche der zweiten 
Ordnung ist durch neun | Klasse ist durch neun ihrer 
ihrer’Punkte’ vollkommen | Berührungsebenen voll- 
bestimmt. rm; . |’ kommen bestimmt, 


Yukayesıyıaı, 1. wurgöni „4 
39149 Barmen h \ 
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xvom 


Veber die- ni äherunasweise rk 
NUNg eines bestimmten re 


‚Von. a De 


ag Professor Dr. O. Schlö fiel 


an der Universität zu Jena. 


— D.C z 
ik 


In dem netten Aufsatze über’ gewisse magnetische Wirkungen 
No. XX. nee VIL ist Herr Dr. Dippe auf das bestimmte Integral 


nr u Wortes) AN: IrıoY Po 
ae: cos p + r'2]? 


geführt worden, dessen numerische Berechnung mit einigen Schwie- 
rigkeiten,, bıler. richtiger, Weitläufigkeiten verknüpft scheint.!Diess 
gab Veranlassung zu den nachfolgenden Betrachtungen, are 
sich mit der Verwerthung des: allgemeinen | ‚Integrales u 


“(d—ekos a) du 
U Ye (I—2ocosu+ © Ü) 


beschäftigen, das für shi = i e=r ‚u= Y Bf das Arge Brich- 
führt. 


„Zunächst ist zu Haar Hal man, wegen net Periodizität 
von cos den Werth des Integrales nur von 20 bis höchstens 
uU” zu kennen braucht, um sogleich im Besitze , der’ sonstigen 
Werthe des Integrales zu sein. Diese Eigenschaft kommt über- 
Base allen unter BEN Form N 


} ' j wo \$ 
ET Flenen)öu | H 


1113 19179 3 





stehenden erslen zu. Ist nämlich Ren, wo k eine'gänze 
Zahl, v eine zwischen 0 und 7 gallende, Grösse bedeutet, so hat 
man F- 8800 | 
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krı+o 7 q s 
J. F(cos Dh F (cos wu)ou+ /, F (cos w)Ou+ ef; "Flcosa)dut-.. 
Oo 10) 7T 27T 
kr kr+v 
+ f, F(cosu)ou + f, F(cos u)ou. 
(k—1)7 kzı 


Lässt man nun die folgenden Substitutionen eintreten: 
im 1sten, 2?2ten, öten, 4ten ... Integrale 
umu', 2m — Ur, 2 Hu, An—u', u. s. w., 


so werden die ersten % Integrale einander gleich und 


krt® i T “FT kr+o 
J, F(cos tot == hf F(cos u’) Ow + f., eb: E(cos u)ou. 
0 &k j 


Im letzten Integrale setzt man u=kr+u' oder = (k+D) an — u, 
jenachdem 4 gerade oder uagerade ist, und hierdurch geht dasselbe 


entweder in 
y F (cos u )ow 
oder in 


"eo F (cos «') Ow “=” F (cos u') Ow' fr F (cos w')0w. 


über, woraus zusammen hervorgeht, dass es blos ERETE ankommt, 


den Werth von 
| 2 F (cos u!) ou’ 


für alle =’ von „"—=0 bis wW==7 zu bestimmen, was auf die frühere 
Behauptung zurückkommt. 
Könnte man nun den Ausdruck 


1— ocosu 
(1—2ecosu + 02)" 
in eine Reihe von der Form 
Av + Aı cosu+ Agcos2u + Ay cos 3u +... 


al wobei wir uns ganz auf das Intervall 0 bis » für « 
beschränken können,. so würde das Integral (1) sehr leicht zu fin- 
den ‚sein, indem man 


U—- Au+t 1, einutzds sin?“ + 24; sin du +. (2) 
erhielte. Ferner erhellt auch leicht, dass es nur nöthig wäre, den 
Bruch | 
a Kabul rn: ‚bumji j ; 
(1—2ocosu +02) 
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in eine ‚Reihe von.'der Form 
2 CG+Ccosu+ (,cos2u-+ O3 cosdu +... 


umzusetzen; denn es ergäbe sich dann durch Multiplikation mit 
1—gecosu und Zerlegung jedes:Cosinusproduktes in eine Cosinus- 
summe 


Re 
(1—2o cosu + 02)“ 


= >G+ C, cosu + (20085 2u+ Czcos3u 


eG COS U ai ze C, (14 cos2u) 


u 506, (cos« + cos3«) 


um 


und folglich durch Vergleichung mit dem Vorigen 
Lrivat 3 
4=3(00 - eG) (8) 
und sonst im Allgemeinen für ein ganzes positives n>0 
1 
An= G— ze (On + Cat). | (4) 


Die oben angedeutete Aufgabe lässt sich nun mittelst des von 
Lagrange zuerst aufgestellten Satzes lösen, wonach jede Funk- 
tion F(u) von u in eine Reihe von der Form 


= C, + C, eosu+ (3 cos2u + C5 cos3u + .... 


verwandelt werden kann, wenn man sich auf das Intervall v=0 
bis u=r beschränkt; es ist nämlich dann 


2 v1 
G=f, Fu) cosnudu. 
Io 
In der Anwendung auf unseren Fall giebt diess 


cos nu ou 


az iR | 
N (1—2gc08u+ 0%)" ©) 


so dass jetzt unsere ganze Aufgabe sich auf die Entwickelung die- 
ses Integrales reduzirt. Dieselbe lässt sich in folgender einfachen 
Weise bewerkstelligen. 


Theil IX. 15 
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Nach einem von C. G. J. Jacobi gefundenen höchst merk- 
würdigen Theoreme *) ist en | 


JE Kerne cos nu Tg T 35 133... 1 ; ft er (cosz) Re (6) 


wobei f eine ganz willkührliche Funktion beuejchret. Sen wir num 


1 
1955 Eu FR: Fee 


also 


f URTDERPERURET. 
so ergiebt sich auf der Stelle aus No. (6) 
BR cosnuou 
Jo (1—2ecos bla 
—. #(a+D...(w+n—]1) @ sin ruou 
FTSE Di ve Iocosu Federn 





oder nach Multiplikation mit = nach No. (5) 
22 #leD..(u4r Do. } 
Re aD 2 





worin zur Abkürzung 


TER ler ash Er "2a 
ef ee 


gesetzt worden ist. Das vorliegende Integral lässt sich auf meh- 
rere verschiedene Weisen in eine Reihe "verwandeln, von denen 
ich nur eine hervorheben will. Man setze @=2v und bemerke, 


dass 
‘ . sin?v=2sinvcosv, cos?2v—Deos®v—1 


ist; man erhält dann 


sin ry cos y Ov 
(9 


92n+1 A BT en. d. „dB 
Vz, on igens tja 


Bezeichnen wir ferner die Coeflizienten 
wutn (utmM(utrn+D tm) atr+D(ern+?2) 
10% 1,2% ‚ Kar ER 
zur Abkürzung Mit’ M,,.M,, D;, ete., soist 


*) Archiv. Theil IV. S. 109. 
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AR | bi Ken AR 
[(1 + 0)2—4o cos ?v “tr 7 (1 + 0)%*+?n ’ fra: 
a + pn, had 
1 do R R 
= En pt Ma tet 





Substituirt man diess in die Gleichung (9) und integrirt jedes ein- - 
zelne Glied mittelst der Formel 


7T 


2.4.0... pH) N 


so ist es sehr leicht, für Y eine Reihe zu en die nach Po- 
tenzen von 


20 
(l+o)? ® 
fortschreitet, ond ebendesswegen ziemlich gut convereirt. "Um dann 


zu Cn zurückzugelangen, bedarf es blos gewöhnlicher Substitutionen 
und Hebungen. 


XXX. h 


Ueber einige Reihen, deren Glieder 
die auf einander folgenden Binomial- 
coefficienten als Factoren in sich 
schliessen. 


Von Herrn Oskar Werner, 
Schüler des polytechnischen Institutes zu- Dresden. 


[.: 


Die Summe irgend einer Reihe wollen wir in dieser Abhand- 
lung dadurch bezeichnen, dass wir ihrem allgemeinen Gliede das 
Symaa Z vorsetzen. Ferner wollen wir den "Quotienten 


AR u Gh. „[n+(p—DA] 
| Berner P R 
15’ 
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k 
der Kürze wegen durch n,, den pfen- Binomialcoefficienten aber, 


welcher hiernach eigentlich durch 1 bezeichnet werden sollte, 
ausnahmsweise durch n, darstellen. 

Indem wir nun voraussetzen, dass a, @ und y von r unabhän- 
‚gige Grössen sind und die Function f(r) der Gleichung 


1. fd +fe+W)=aflr +9) 


Genüge leistet, wollen wir uns zunächst die Summation der für 
das Folgende wichtigen Reihen 


Zarif[r+ 94a Do]=fe+Y) + af tv hp) +. 
+ tar ltr Ypl, 


Z-Na-iffrtgH@—Dy] Ahr her +.- 
(hr fr Eon a—Dy] 


zur Aufgabe machen, und setzen deswegen, was nach 1. offenbar 
gestattet ist, in der ersten dieser beiden Reihen 


afr+9)— fr) für fr -+Y); 
ar fern N fett p): 


af En: f ren) fü f Into Kae] 
und in der zweiten Reihe 


I) +fr+W)] für fr+9), 


alte tmtfetm] für fr + tat) 


| Lett für f[r+9+@—Dy]; 


wir erhalten dann, sobald wir nach alticheh Potenzen von a an- 
ordnen und aufheben, was sich aufheben lässt, 


zafr ty +R—Np]= ar fer +np)— lv); 
Kor Du co Be Hi +/@) 


und haben also 


2. fl +np)—M)=fC+Y)+tafrtvtg)Ht... 
+@1/[r + v4 R—Dg], 


3. u. een. le =fr+p)—-fert+ptYV) +... 
.. (-D1/[r +p + m — Dyp] 
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Bilden wir nun aus den beiden ngliedrigen Reihen 


fet+WV)tafety tr) rafert+Yy+2p) +. | 
tar fr +y + n—)W], 
—afe+9) Hafer + pP + Waffe + 9+2Y) +. 
..(Draflr+9+@— 1%] 
durch Subtraction je zweier Nachbarglieder die successiven Diffe- 


renzenreihen, so treten. als Anfangsglieder der aus der ersten 
Reihe erhaltenen Differenzenreihen die Grössen 


fer+2y), fr +39), for+4p),... for t+nY); 

und als Anfangsglieder der aus der zweiten Reihe erhaltenen Dif- 
ferenzenreihen die Grössen 

a’f(r + 29), —a®f(r +39), adf(r +49), +... (— Dr ar f(r+ng) 
auf; wir erhalten daher nach der Lehre von den höheren Diffe- 
renzen und nach dem Obigen 

4. fr np =) HrfrtY) nf t2W) +... HRnfrtnY) 
und 

5. (Def tn) fe) m af Hp) Hafer). 
„... (— 1) nnarf(r+ny). 

Die in Gleichung 1. ausgesprochene Bedingung, welcher die Fune- 


tion /(r) unterworfen ist, wird von mehreren bekannten Functionen 
erfüllt. Einige derselben wollen wir jetzt näher in’s Auge fassen. 


11. 
Weil bekanntlich 
sinr+sin (r +29) = 2cos psin (r +9), 
cosr+cos(r+29)=2cospcos(r +9); 
so genügen die Functionen sinr und cosr in der That der Glei- 
chung 1. Für beide ist also a=2cosp und v=29 zu setzen; 


daher gehen für f(r)=sinr und r)=cosr die Gleichungen 2., 3., 
4., 5. über in die Gleichungen : N ung 


(2 cos p)* sin (r+np)—sinr=sin(r+2p)+(2cosp)sin(r+39) +... 
| .... Ft (2cos oJ" —Isin[r+{r +1) 9], 

(2cos pJReos(r+np)—cosr—cos(r+?2p)+Rcosp)cos(r+39)+.... 
.... 4 (208 p)2—1 cos[r + (rn +1) p]; 


niet > 1 
(( )) TEL Ant Tao)Bennten). 


2cosp 
„u. (—])r-1si 2r—Dp], 
1 (—1)r-1leos(r+2np)+cosr Vrere ALBertF sie 12] 
con, cos(r+p)— cos(r}39)-+ cos(r459p) 


i — ..(—Dr-Icos[r +(2n — Do]. 
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(2 cos p)" sin (r+np)—=sinr + n, sin (r+29) +nz Sin (r-+49p) +... 
.tnnsin(r +2np), 
(2 cos p)Rcos GERT —=cosr+n, cos erh cos(r+4p) +... 
.. + Nnc0S s(r + 209); 3 
und 
(—Drsin (r +22p) =sinr —n, (2c0sYp) sin(r +9) 
9 +n,(2 cos o)2sin (r+29) — .... (—D” nn (2cos p)r sin (r+np), 
(— Dr cos (r +2np) = cosr—n, (2c0s p)cos (r+g) 
+n3z (2cos 9)? cos (r+2p) — .... (— 1)" (2 cos p)r cos (r+np). 


Lassen wir in den Gleichungen 6., 7., 8. und 9. p in p+5 über- 


gehen, und berücksichtigen wir, dass für gerade Werthe von m 
A "x m 76 m 
sin My +p9)=—1?sin 9, cos mzt+p)=- 1)? cos; 


und für ungerade Werthe von m 


TC ar 7 ea 
sin(mz tp—=(—1) 2 cosp, cos (my +p)=(—)) 2 sing; 


so erhalten wir für ein gerades n 


(— 27" (2sin p)r sin (rt np) +sinr= 
sin (r+29) — (2sin go) cos(r + 39) — (2 sin p)?sin(r + 4p) +... 


nn ..(—D 3(2sin g)n-leos[r+(n+Dp], 
? (2 tr ee (r+np) +cosr—= 
cos 4 + (2sin 9) sin(r +39) — (2sin 9)2cos (r +49) — 
| ca Ang chlrte hg]; 


und für ein ungerades » 
Im RER (2sin p)* cos (r +np) + sinr= 
sin(r+ 2 En u sin@) cos AN — (2sin 9)? sin (r +49) ++ .... 


106 | .(— 1,32 2 (2 sin oJr—-1sin[r+{r +1) 9], 
) (7 Ye Kal, pr sin(r +np) + cosr= 
cos (r +29) -+’(2sin p) sin ED) — (2sinp)?cos(r+4p) +.» 
u. (— hr 2 > (sin PTR e 


wobei das Zeithen von Paar zu Paar wechselt. 
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Ferner erhalten wir nach 7. . 


mn _ cos (r+9)+cos (r+39) +08 (459) +... 


19-31 EEE Ye Kcos|[rH -@n N) p}, | 
ET — sin (r+9) x sin (+39) + sin (+ 39) EB 
| | .+sin vn @n—1]) „g 
und nach 8. | (bi 
(— 1)r (2sin p)rsin[r +2 (9+ 51 —sinr —n, sin(r +29) 
+n, sin (r +49)... Dana Sin (#499), 
(— I)" (2sin p)rcos[r Fn(p + 2) —cosr —n; cos (r +2) 
+n,c0s (r+ 49) —....(— D" nn cos(r +2np) ; 


12. 


und endlich nach 9. für ein gerades n 
sin(r+2ngp)—=sinr+n, (2sinp)eos(r+p)—nz(2sin ke gerne | 


.. (— n? (2sin gun sin ne + oh) | 
cos(r+2np)=cosr—n; (2sin Sn a eng) SER 


| er 2 (2 sin p)” An cos s(+ 19) } 
für ein ungerades n dagegen 
sin (r +2ng)=sinr + n, (2sinp)cos(r49Y) 
| n+1:: | 
—nz (2sin p)?sin (r+29) —....(—1) 2 nn(2sing)r eos(räh, 


135, cos (r 4- Inp)= COST — n] (2 sin 9) sin (r + 9) 


nt 


—. nz (2 sin 9)2cos (r-+29) +....(—]1) PEN Nn(2 sin o)n FERN s 


wobei ein Zeichenwechsel von Paar zu Paar eintritt. 
In der zweiten der durch 8. bezeichneten Gleichungen wollen 
wir jetzt r+np=0, also r=—-np setzen; wir erhalten dann 


(2 cos pJr—=cosnp + n,cos(n—2)p + n,cos(n—A)p-+.. 
HH Rn cos (Rn — 2)y +Nncosnp, 
und hieraus, wenn wir die Cosinus der Gleichvielfachen des Bogens 


p vereinigen und die Relation nm —nn_m beachten, für ein’ gera- 
des n 


14a, nteangr=eosnp tn eos dp-hmenstn pt +inrın, 


sowie für ein ungerades n 
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149. 2n—1cos pr —cosnp +n, cos(Rr —2)y HN, cos (n —4)p +... 
«++ Nin—ı) COS. 
Wenn wir ferner in der zweiten der durch 12, bezeichneten’Glei- 
chungen r+r(p + En) —0, alsor=—n(p+ 5) setzen,‘ so: erhal- 


en wir durch ein ähnlichen Verfahren, wie Vorher! für ein 'gera- 
es n 


15e. (—1)? 2r—1 sin pr cosno—n, cos(n—2)p-+n2cos(n—4)p—... 


\ el 1)21 2anyn > 
für ein. ungerades 2 gegentheils 


n—i 
15. (—1]) 2 P-1sinp®r—=sinnp— n, sin m—2)p-tnz sin (n—4)p—... 
n—1 
..(—D)) 2 nıa-1)Bing. 
11. { Bacın 19 


Eine dritte Function, welche der Gleichung 1.'entspricht, ist 
fe)=br. Weil nun 


br+btV—(bY-P + b-9).brtp, 
so ist hier a=bY"—-9 +59 zu setzen, und wir erhalten nach 4. 
[dr 9 + 6-P]r otmp— dr + n,örtV Hnzbrt2V + ...nnbrtev, 


oder, wenn wir o9=r=0 und v=l, = setzen, und die hieraus 


entstehende Gleichung mit «= multipliciren, 

16. (e-+PJr— ar +7, ar IB + nz RB? +... HNnPr, 
wodurch der binomische Lehrsatz für positive Be Exponenten 
auf einfache Weise bewahrheitet worden ist,‘ RN 

IV. 
Sogleich übersehen wir die Richtigkeit der Gleichung 


si | sin _—_.CoS x 
us [r-Hr—1)p] cos =, „Ir trplcosprF ;, [rt p]singeospr-', 


und erlangen aus ihr, wenn wir für » nach und nach 1, 2,3, ..n 
setzen und die so entstandenen Gleichungen addiren, 


ED] 


— zen [r +29] cosp® F sinp&“; Ex ” [r + np] cosgpr-1, 
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und hieraus: 

LE cos sin sin 

FsinpZ in [r + nplicospr A cos (r) — cos FHRP) COS p", 
so dass wir haben | 


TE Zoos (r+9)+cos(r +29) cosp +... 
17 .... +cos (r+n9) COS pr—1 


— co ” 
-cos(r + ne met 9)+sin (r+2p)cos p+... 


\ a sin (r-+n9p) cos 
Die Anfangsglieder der aus der Reihe F PER En "[r+no]cos en 


sich ergebenden Differenzenreihen sind der Ordnung nach 


sin 


sin i 3 
cos (r+2p) sin p°, + sin 0° (7439) sinp®, — „os (r+4P)sin p%, F... 


__ sin 


E32 7 cos [r+n(9+5)] sin inte, 


daher haben wir nach der Lehre von den höheren Differenzen die 

Gleichung 
’ Iıl5io] _ 008 h 

FF m) (r+RY) cos pr! sinp= 

Fr, > rg)sinphnz.ost2p)sing?H .. — Nn Kr [r-+r (Prä)]sing, 


oder mit Rücksicht auf die NUR, welche den durch 17. be- 
zeIOBNEIeh vorangeht, 


sin(-Fnp)cosg” Set eher Re 
BEN m sin[r+2(+5 ») 31 sin pR, 
= cos(rFnp)cosp®—cos r—n; sin(r-+p)sin pnzeos(r-F2p)sin 92+ 
at Na cos[r+n(p-+5)] sin gm. 


Setzen wir nun in 17. und 18. o+> für , so erhalten wir für 


ein gerades 2 





1 n 
—1)" sin(r+#no) sin pgr-+-sin | RT: 


cosp 

19e, ; — ...(—D? cos (r + np) sin pr—1, 
DD? cos (r+ng)sin pr-+cosr 
Se een then ee 9) + sin(r-+2p)sin p 


— un Be zun (r + np) sin pr-1; 
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dagegen für ein ungerades n 


CD? cos @4np)singr +sinr Br gi z = AR — cos(e}2p)sin p 


cosp 
n—1 
19, n}1 u ( ya 2. sin(r-Hry)sin pr-I, 
N KL’ & 
Al) ein 1) inte tn) ng to ——=eos(r +9) tsin(r-+2p)sing 


n—1 

| ur Dh cos (r+ np) sin p?-1; 
und endlich | ir 

—brsin[r + n (p + “1 sin gr=sinr — njsin(r+Y)cospH+ .... 

20. ... (— Drnnsin(r + np) cos pr, 

(— )rcos[r+ n(p42)] sin gr—cosr—n, cos(r-+ 9) cos pt... 

.... (— 1jenncos(r +np) cos pr. 


Vs 


Vermittels einfacher Rechnung überzeugt man sich leicht von 
der Richtigkeit der Gleichung 


Bank n_B+n—DE, Bm ni 
P—e+%':k 5 B—a+% ur 


u Un 





aus welcher sich, wenn wir für n nach und nach 1,2, gi ..n sub- 
stituiren und die so erhaltenen Gleichungen addiren, | 


„Bin gs Bt@—dE ri zn 
B—c+% d P—a+k ET 
On—ı On 
oder Ä 
Brink, En BP NnBe 
B—aH+kik  B—a+%kr Er 
folglich ; i b \ 
21. BE Feet je ae BR 
On 0 152 Oz On 
ergiebt. 


Indem wir aus dieser Reihe nach und nach die höheren Diffe- 
BR a so ten wir als erste Glieder derselben 


en ‚ea B ‚ea, ae 


k 
ar + ac * (+ Ma-ı 
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daher nach der Theorie der höheren Differenzen und nach 21. 


Hinjyck 
8 B— eo A char 


[e+nm® Pa np En u Em +n3 
N Fer On («4 k)ı # («+ %)a 
„+ Rn N Zoynı, 
(« + Mn-ı 


Setzen wir in dieser Gleichung a+8— %k für $, so erhalten wir 
durch einfache Umwandlung die bemerkenswerthe Relation 


—k —k —k 
—1)% m, 
22. ern Zur ers ©)n u ae RK Anne E 


I , A dg &n 


woraus für k= 0 


Er nl) DIN + (2)), 
- oder 


23. (+ PR or Hrn] rn 1B +ngan 2824... 4 Na pr Inn Pr 


erhalten wird, so dass das Binomialtheorem für positive ganze 
Exponenten als ein specieller Fall aus der AllSemeineren Gleichung 
22, yERyOTRERAngEN ist. | 


VI. 
Es ist offenbar 


| ß Ur. 1 
le + @—Delletne)Taern— De at 
folglich, wenn wir für n nach und nach 1, 2, 3,.... n einsetzen 
und die auf diese Weise sich herausstellenden Gleichungen addiren, 


a IB a ER 1 En) A 
(eF@—DP]le FrPl ara —DB Term a arnp’ 


oder 


ß2% 


B> war ERROR 
[+ a Hplle+np] aa +np)’ 
so dass wir jetzt folgende Gleichung haben: 


= aha) art et era heernp] 


Dieser Reihe können wir n—1 Differenzenreihen abgewinnen 
und wir erhalten als Anfangsglieder derselben 


4 
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arg 1.2.3.2 


Tal@ HB) H BP Ta HCHPICHEB)” 
| Dr-ı 1.2:3...n.BrTi 
late + De (a 


folglich nach der Lehre von den höheren Differenzen 


RER N DE aß" at 
«(@+nß) eletß) ale+P)(e+2P) S 
KR BR Nr 


u RN 


oder, wenn wir mit «ß multiplieciren und dann e—P-für & setzen ; 





nB EB ame 
SEM DE ein olatB) t:achB)er2B) 
1:2 12,3 
Nm Pr 


dee. a Be 
IS 2 Ste). [Hu DE], 
2... 
RB N HN, 9a 09 BR Au re 
25. era-DBT ERT aß +7 88 —.... (Dr Anpn 

| FA 2 | & | 
Setzen wir hierin Re ß=1 und addiren wir, nachdem die Vor- 
zeichen aller Glieder in die entgegengesetzten verwandelt worden 


sind, auf beiden Seiten die Einheit, so ergiebt sich die bereits 
bekannte Gleichung 


1 1 1 1 1 
26. Tanya +39B— 373 +..(-1 ER Ei 


Die ersten Glieder der aus der Reihe 25. gebildeten Differenzen- 
reihen sind 


it (+8 ER (td en, nn an eFnde 


& ers“ = («+ P)a m (« Yap-ı 
daher nach der Lehe von den höheren Differenzen ı 
RP: en an nB CE RINN 1,0 ende # 
je Ale: » as H («+B 
len, ach (et («+ nB)n-ı 
(“+ Pa 


oder 
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ß ß 
(&@ + nP)ı («+nP)a 
21: BL | zn] —Ng ll ee ee 
el fie, | («FB 


au (— D® rn 


| (a H nP)n—ı ; 
(«+ Pa 





X. 
Uebungsaufgaben für Schüler. 


Von dem 


Herrn ‚Doctor J. Dienger, 
Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren Bürgerschule zu 
3 Sinsheim bei Heidelberg. 


1. 


Schneidet man auf den Seiten AB und BC (die Figur wird 
sich ein Jeder leicht selbst zeichnen können) des Dreiecks ABC 


von A und C aus Ara Stücke AD=-AB und CE-LBC ab, be- 


zeiehnet zur Abkürzung den Flächeninhalt des Dreiecks ABC durch 
4A, und zieht durch die Spitze 2 desselben und den Durchschnitts- 
punkt O der Linien AE und CD die, die Seite AC in F schnei- 
dende Linie BOF; so ist: 


das Dreieck 0CE= 54, und für een: 
BOEzg ET» ne: 
) I 1 


OFCS Gr D48 9% DER N RNs 12.0 Ye 
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Ferner hat man 


0C:0D=a:$—1, und für e=ß:=ara—1; 

AU:OE=Pf:e—L, „ » » sme:o—l; 
AF:FC=$—l:e-1, „ » » !=ll; 
OB: OF=«+ß—2:1, > 3 y Bi 


Setzt man in letzterm, besondern Falle «&==2, so findet man: 


OEC—= BOE=BOD=AOD=AOF=FOC—1A, 
AF—=FC, 0C=20D, AO=20E, OB=OF,; 


wie bekannt. 


‘2. 


Zieht man vom Mittelpunkte des Hyperboloids mit einem Fache, 

dessen Gleichung 
2 RR ke PERS ER: 
| at a] 

sei, an den Punkt z’,.y', 2’ desselben einen Radiusvector r’; legt 
durch den Punkt x’, y, 2’ eine Tangentialebene an das Hyperbo- 
loid und durch den Mittelpunkt eine Ebene parallel mit dieser; 
errichtet sodann auf der neuen Ebene im Mittelpunkte eine Senk- 
rechte, so machen die Senkrechte und der Radiusvector r’ mit 
einander einen stumpfen Winkel, dessen Cosinus 


—1 


BERNIE, 
art 
ist. Ist: das Hyperboloid dagegen eines mit zwei Fächern: 
—1, 


ze y? 22 
RO UCAR 3 


so ist der erwähnte Winkel spitz und sein Üosinus 

NL. 

a/:2 y2, 2 

| Varkte 
Setzt man endlich den Asymptotenkegel: 


ER EUR I 0. 
a 'b2 2°? 


— 
e—— 





so ist der erwähnte Winkel ein rechter. n 

"(Man sehe: ' Memoire sur l’equilibkre interieur des corps soli- 
des homogenes par Lame et Clapeyron in Crelle's Journal. 
Bd..7. $. 31.). eh 


TEE 
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nA xx | 
"on. Misecelle.n.. 
| en 


Herrn Doctor J. Dienger, f 
Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 


ER ‚ Ueber einen. 
Satz aus der analytischen Geometrie. 





Herr Professor Lobatto stellt im Foumäl von Lioüville. 
Juin 1846. folgenden Satz auf: ern 


Seien «, %, y die Winkel, welche eine gegebene Ge- 
rade mit ihren drei Projektionen auf den Ebenen der 
zy, xz, yz macht; seien ferner 6, d,, du die Entfernungen 
des Anfangspunktes der Koordinaten von. dieser Pro- 
jektion, / die Entfernung dieses Punktes von der Ge- 
raden selbst; so ist: er oh a 


4? = ö?cos?« + dj? c0os28 + da? cos?y, 


welchen Satz nun Herr Lobatto direkt beweist. 
Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge des bekannten 
Satzes, dass, wenn man einen Flächenraum P auf drei senkrecht 
‚auf einander stehende, Ebenen projizirt, und 9,.71> Pa diese :Pro- 
jektionen sind, man hat: , | | 


Pr = p2 4 pı2 4 m 


(Einen einfachen Beweis dieses Satzes findet man u. A. in 
Boucharlat populäre Mechanik, deutsch von Kissling. 
4ter Theil. S. 133. ff.) 

, Man ziehe nämlich durch den Anfangspunkt der Koordinaten 
mit der gegehenen Geraden eine Parallele und bilde zwischen die- 
sen beiden Linien eim Parallelogramm, dessen eine Spitze im An- 
fangspunkte der Koordinaten sei, so wird der Flächeninhalt des- 
selben £4 sein, wenn & die Länge der Seite des Paralleloegramms 
ist, die auf der gegebenen Linie selbst genommen ist. Projizirt 
man dieses Parallelogramm auf die drei Koordinatenebenen, so sind 
die. Projektionen ebenfalls Parallelogramme, ‚deren, Flächeninhalte 
offenbar Kcos«a.d, Kcosß.dı, &cosy.6, sind, und also ist, 
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BA: — 20052. 02 +2200s?29.6,2+&?cos?y. 05? 


4? — ö2cos?« + 6,?cos?® + dg?cos?y, 


oder 


welches der erwähnte Satz ist. 
Denkt man sich durch die gegebene Gerade und den Anfängs- 
unkt der Koordinaten eine Ebene gelegt, so ist der Kosinus des 
Winkels, den diese Ebene (die Ebene des vorhin erwähnten Pa- 


rallelogramms) mit: der Ebene der 2y macht, also gleich % cose.d 


= we: desgleichen sind die Kosinus der Winkel dieser Ebene 


dcosß ducosy 
A B) A: 





mit den Ebenen der az, yz gleich ; demnach ist 


die Gleichung .der fraglichen Ebene 
0, c08y.2 +6, cosß.y+d cosa.z=(), 


wie Herr Lobatto ebenfalls findet. 

Heissen =’, 3’, z’ die Koordinaten des einen Eckpunktes des 
mehrerwähnten Dee selabis in der. gegebenen Linie selbst, 
und sind «, #’, y' die Winkel, welche die gegebene Gerade mit 
den Axen der z, y, z macht, so findet man für den Flächeninhalt 
der Projektion des Parallelogramms auf der Ebene der xy: 


+ R(y' cosae' — x’ cos"); 
demnach ist 4 


Köcose—t&(y cosa—x' cosf), dcose—=+ (y'cos 4-2 cosf). 
Ganz eben so: | | | | 
6, cosß = + (x’ cosy'—’ cosa’), d, cosy—=4+(z' cosß'—y’ cos"). 


Von diesen Sätzen ausgehend beweist Herr Professor Lobatto 
nun die allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts eines Systems 
von Kräften. i 

Ist nämlich / die Intensität einer wirkenden Kraft, und sind 
a, b, c die Winkel, welche ihre Richtung mit den Axen der 2, y, z 
macht, so kann man diese Kraft parallel mit sich selbst in den 
Anfangspunkt versetzen und ein Paar von der Intensität PZ bei- 
fügen, ohne dass das Gleichgewicht geändert wird. Die erste 
Kraft zerlegt sich mn Pcosa, 'Pcosdb, Pcosc, während das Paar 
sich zerlegt in Pcos«a.d, Pcosß.d,, Pcosy.d,, und man erhält als 
Gleichungen des Gleichgewichts: 


ZP cosa=l0, EP cosb—=0, ZPcosc—0; J 
ZP cosa.d—=0, ZPcos$.d,—0, EP cosy..—0. 
Die letzten drei. Gleichungen sind auch nach dem Obigen: 
ZP(ycosa—xcosb)=0, ZP(xcose—zcosa)=0, 
| dg." EP (zcosb—ycosc)=0; u 
da die Döppelzeichen nicht zu beachten sind, wenn man die Kräf- 
tenpaare,. die nach 'entgegengesetzten Seiten zu ‘drehen suchen, 
auch als entgegengesetzt betrachtet. | N ndash 


— — — 


xx. 


Theorematis inT. VII. pag. 266. *) pro- 
positi demonstratio. 


Auctore Dr. E. @. Björling, 
ad Acad. Upsal. Docens Mathes. 


4 


Celeb. Prof. Schlömilch Commentatione suä ‚, Ueber die höhe- 
ren Differenzialquotienten des Ausdrucks (2? + ax +b)-“+2“, in 
T. VII. praeced. pag. 357. exposita, admonitum me fecit quodam- 
modo promisso demum satisfacere, in notula sub pag. 266. T. VI. 
relato, oblaturum me fore aliquando Theorematis loco ecit. pro- 
positi demonstrationem in hoc „Archivo‘ 'condendam. _ Quod 
nempe Theorema (ut apparet) formulam exhibet generalem, . juxta 
quam breviter — [et quidem numero terminorum, ex ordine, 1, 2, 
3, 4,....(m-++1)] — exprimi liceat valorem expressionum cujusque 
harum [x denot. numerum integrum]: 


no a1 + m — 92 — (n—3); + &e. 
(usque ad primum term. evanescentem), 
1. a+Dı — 2n2 + In —D; — An — 2, +K&e., 


1. (rn +92 — In + DD; +60: — 1O(n — 1), + &ec., 
1. (n +3); — Kr +2)4 + 10(n + D,—20Ons + &ec. 


/ 
== — 





*) Quae ibi deprehensa sunt menda nonnulla typographica jam corrigi 
liceat haecce: | \ 
In pag. 266, lin. 10, loco +4.(n—2), legas —4.(n—2), 

EBEN RN) Rio at, — 

16.0, en), ».. 20-42), 

„268, 1, 5 +alr), 5» 7° Hr), 
Theil IX. 16 
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(@) ..... Fo. (n+m)m — Fi (na tm—Dm+ı + Fa(n+m—2)m+2 
ZUR, (n+m—3)m43 + &e. 


denotantibus [m numero integro aut 0] 


F,, F, F,, F,, &e. 


breviter „numeros mt ordinis figuratos“ 


P) +... m, (m+Dı, (mM+292, mM+3), &e. 


Conaturo me jam id quod promisi exsolvere, pauca haec fere 
praemisisse juvabit. sa Erna 


Quemadmodum figurati illi numeri (#) Cöäfficientes ipsas con- 
ficiunt dignitatum ipsius x earum, quae in evolutä functione 


(1 —.)mr 1) 


occurrunt, sic quantitas illa («) Coefficientem ipsius x” in evolutä 


> 


(y). .... [1—z(1—-2)]-®tVseul1— 2 +29) -"rV) 59 N 


Quae quidem res ut primum fuit perspeeta, habitäque insuper 
ratione identitatis expressionum illarum | 


| 1— x} 2? atque (l+ax)(1+ 2x), 
[a et # breviter ambas illas radices cubicas ex +1 imaginarias, 


cos F4V —Isinz, denotantibus];. ea fere in aprico posita est 


*) Scilicet ex eo quod, dum % numerice <I est, 


(d—y)-"+D=1+(R+D,9 + (R +2),9? +(m+3),9y° + etc. 
sic quoque, dam Z(1—Z7) numerice <] est, 'habetur 
N—z0—-2)]- Rt =14+02r +1), z1—2) + (R+2), 2?U—r)? +... 
.. + (RR —YDn— ı IR TR 1 + (mM) ar I—z)RH+ eıc. 


nec ullä hoc tempore opus est curä probandi licere (certe dum 7 nume- 
xice <1 est) posterioris hujus membri loco substitui istam: 


1+A,2-44,2° 4 A,2° +eic. 
scilicet 
An—R, (Mm4M)a— (n—1), CR +n—1)a— 10 —2)2 IR -N—2)n— 2 — etc. 


usque ad primum term, evanescentem, cujus de reduclione in formam (e), si 
placet, videri licet in nota I. sub finem hujusce Gommentationis, 
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via *), quam reete insequendo Theorema, de,quo-quaeritur, demon- 
stratum sistere liceat. Etenim uträque seorsim 'evolutä functionum 


()......(l+ea)atD et I +) mtN), 


si deinceps eximatur coöfficiens ipsius 2° in „produecto“ serierum 

hoc modo comparatarum **), reverä continget ut coäfficientem 

hancce in m+1 terminos redigi liceat. Quae si tandem formula ex m+1 

terminis confecta ipsi («) aequatur, demonstratum erit theorema._ 
His jam praemissis rem ipsam adgredimur. | 


1. Uti supra est monitum, id solum agitur ut evincatur duplex 
illud membrum posterius aequationis (I) in ‚Theoremate, de quo 
quaeritur, Coöflicientem confieere ipsius x” in „producto“ serierum 
ex evolutis seorsim ambabus (6) comparatarum. Jd quod in talı 
re solito hoc more perfici licebit. 


.19) 
Ex hisce 

A1+ex)=1— or + 022 — ... + (br mr ar + &e. 

A1+s2)"1=1— 827 4 922? — .... + (— 1) grar + &e. 
consequitur | | 

2__92 BIETER 
(l+ex)-I!(14+B2)-I=1— ..; + . an 
| i mn 
.... +(—1) . BR BETBE® + &e. 

ideoque esse coöfficientem  ipsius: 2? in „producto“ serierum ex 
evolutis (1+ «.r)—-! et (+82)! comparatarum isthanc 


n+1__ an+1 —1 
FEIERN. (19. TG = Ca (hreviter). ? 


20) 
Ex hisce 
i= #%—1 


(OB 2 Ina 0 65 3 RE BF 
iQ 


et 
ieRn —ı 


A+ez)ı(l+B2)I= 8 Ga 
i=0 


Pr 


*) Conf. tamen ea, quae, in nota I. sub finem opusculi hujus relata, de 
hac re admonendi ansam nohis dedit Commentatio, cujus stpra mentionem 
fecimus, Celeb. Schlömilch. 

*") Nos quid hac phrasi „producto serierum‘ intelleetum. 'volumns, 
id nullä sane hoc tempore opus habet explieatione. Nec ommnino locus 


16 * 
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eonsequitur *) esse coe@flicientem ipsius =" in „producto“ serierum 
ex evolutis (b+«2x)-2 et (14x)? comparatarum isthane 


C BEN IR C;. . 


zn 
ideoque, secundum (1), 
ee I 
0)... Dr(@—P)2.G= 8 (ertt-i— ati) (it sit), 
1i=0 
Jam, quoniam «ag=1 est, membrum hoc posterius abit in 
i=n in 
an+l, S (e— girl) — nt, NN (ai+1.— 8) 
|’. 0 i—=0 
seu 


2)... (nt lat? Het) —[m. S giiren. Sail. 
i=0 | 


At habetur 
S i= 0, 
TV o2—1 


ideoque quantitas illa intra uncos | ] in (2), vi relationum illarum 


F TR ß 
IN EN BITTER Be 


eonfieit 
art 3 Ka rt 1 


atque aequatio illa (1) abit in 


est dubitandi, quin seriei illi, quae hoc ipsum conficit „productum “, summa 
sit isthaec (1 Fer) mr) (1 +2) mt) scu (—z+22)mtn), dum z£ 
numerice <1 est, — quippe quoniam tunc serierum utraque earum, quas 
evolutae seorsim ambae illae (), convergentes remanerent, eliamsi in iis 
terminorum loco substituerentur ipsi moduli. 

*) In hoc ipso, ut patet, cardo ipse artificii vertitur: esse (ingnuam) 
co@fhicientem ipsius ZR in producto serierum, ex evolutis seorsim ambabus 


(te) m (1 + BE) m er (1+a2x)-1(1482)—1 


» 
comparatarum, eodem usque valore ac co@flic. ipsius ZR in producto serierum 
ex evolutis seorsim ambabus illis 


A+tez)— mt) eu(14 Pa)-tmhı ) 


comparatarum, — quippe quoniam ambohus his „serierum productis “summa 
cedit communis (Y), 2 quälibet numerice <1. 
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Mn. (Mr p)2. On (mb (art2 han) 2, ET. 





Tum ex hisce 


| (1++02)-2(1+4+$2)72= 'S. Gai N TE 
ı1=0 
et 


e iR —ı 
a ES 
\ i=0 
consequitur esse co&fficientem ipsius x” in „produeto‘ serierum ex 
evolutis (l+«2)-3 et (+2)? comparatarum isthanc 
-3 ie en—1l —?2 
G=Ss BE Gi; 
ı1=0 


ideoque, secundum (Il), 


—3 
(4) . 2.000002. dr@—B)3. 
= S (er et [ae ar) 
ı1=0 un a | 
1 s (+1), (er tim AR) (it + Bit) 
i>0 1.33 i ih 
2 


a—f 





— 


i=n 
NY (ant+1-i _ BRrt+I-i) (tl git 1), 
i=0 % } \ 


seu breviter 


2 
(4’) . . . . . = re 


wg posito (brevitatis ergo), p denotante numerum integrum 
aut 0, 


Spn= 8 (id poertii— pet) (eitrtt 4 Dot. gitotn), 
1=0 


At, vi naturae ipsarum a et #, habetur relatio'ista'(dum » 
numerus est integer): 


(A)... Sp = pH) ph entre pt2.ontnt)— n), 
eujus ope formula (4’) reducitur in 


”) Vid, Notam II. sub finem hujusce Commentationis. | 
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RC 0 e 


adhibitäque demum, quae ex allatis in 29) consequitur, formulä 


anti en grtl 


(A).... S =(n-+ 1) (art? + 4742) —2. ge,’ 
patet aequationem (4) abire in 
—3 +2 + 9r+2 
(ID ...— Dr (a —p)3. a (n +2), (at? — er+3)— (nl), II 
' anti — grtl 
+ lee 


4°) 
Porro ex hisce 
iIi=R —z 
IH) (+2) = 8708 
zn) 
et 


(+ Er Ey s GC a 


consequitur esse 'coeflicientem 4psius =? in „Pproducto “ serierum 
ex evolutis (l+ax)-* et (L+2x)-* comparatarum isthane 


i=n —1 


0; EN Oi C. 
ideoque, secundum (Il), 


—4 in 
(5)... (—1)”?(e—B)*. G= S Mu HI-i_— anti) [ (+2), («+3 — ir 3) 


i+2 i+2 i+1 _ zi+1 
a +6. a 
3 ’ 
wu Sy TE BB St Sı 


At secundum: aequationem ‚illam (A) hahentur : 





= (m 


’ 


S, = (n + 2), (art? — pr+3) — - we ; 
aUe ope, adhibitä insuper aequat. illä (A’), patet abire aequat. 
(5) in 
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AV. Dre BR. tete 
+2 n+2 n-+1__ An+1 
410 - a 


50) 
' Ulterius ex hisce 


IR — 
A+aex)(14ß2)?= S G; gi 
10 
er 
ie iR —ı 
+ a4) = 8 Gizi 


eädem usque ratione ac in BZ eedentibns ea licebit, ita esse 


comparatam coäfficientem c ipsius w® in „ producto « serierum eX 
evolutis (1 + «x)° et er coortarum, ut sit 





ant4 en 5 
De Dr BP. —tn ts) lert Ant) 
+3_ n+2 4 ßn42 
et 15(n + 23 nn —3(n+Dı rn 
+ 70 art wer 


2. Jamque per tulldittönens conjici licet esse im ke denotat 


+1) 
numerum integrum aut 0) ita comparatam coeffieientem C 7 Ipsius 
z".in ‚, producto “ serierum ex evolutis (l+a2)-m+D et A4pa)mtD 
coortarum, ut sit 


(VD... (— I)r(« — Bym+1 ; IN " ln-tan) ment (mt. Br+m+1) 


m n+m1.(__])m . An+ır 
—F EEE u alla une is am 


Aush 
m n+m-—1 — 1Jm—1, ntm—ı 
+ Fan +m— 2m = I e De 
ir ma anti Br+1 
tm m. m 
% (VV’) 
24 ‚s (—D*km+ An + m—k)m—k em re ee Ni" # rn NE 


Valere Hape legem pro m=0, 1, 2. 3, 4, jam supra erat exper- 
tum. Concesso, valere eam usque ad m quemdam (inclusive), pro- 
babitur jam vera esse pro sequenti n-+1. 

Reverä habetur, ut solitum, 

— m HZ) — 1" —(m+-1) 
On — DD Un-i Ci 3 


ideoque, secundum (VF), 
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©... Ma Ber. = 8 art SA Mm than IT, 





1. e. (posito success. k=0, 1, 2, ....m) 


Im 1m 9rn)m 
re et en N Ve + hr on Sı. 





At ope aequationis illius (A) adhibitisque insuper relationibus illis 


m +2 tm +DI.—=(m+ 32, 
(m +3) + (m +3) >= (m+ 4), 
etc. in genere 
m+pr tm t+pr = m +p+D» 
reducuntur in (6) — [ponendo success. py=m, m—1, ....3, 2, 1] — successive termini 
primi ambo in 


(a +m+ Dmz (artmt+2 + (— 1)m+2 Brtm+2) — u za I Sm; 


= 





primi tres in 
k=1 entm+2—k 4 (— ])m+2-k Sntm+2—k (m+3) +3) 
5 (— ])* (m + l + k)k (n+ m-+ 1—A)mtı—k TEE (Bea 7 ee Erers («— B)? Sm—ı> 
primi quatuor in 


k=2 n+m+2—k 4 (— ])m+2—k An+m+2—k 
k & + 3 Na: ]) Brtm+ z m +4) 
S (— DH (m+1+ An +m + l— nt e (ab Sem ger 3: 





Sm—2 ’ 
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et sie porro: adeo ut primi m termini (h. e. omnes ultimo excepto) 

reducantur in | 

ontm+2—k 4 (1) mt 2 kön tmt2—k 
En 


ah  Om)m-, 
re 


antm42-k 4 (Tmt2-kßntm42—k 
u) ah 


2 m 
+ ae ee S; 


Re DAmR-+14A)Kla-+m+1—A)mt ı—k 
k=0 pi 


ideoque tota quantitas (6’) in 





N DHm Armen Het 1—k 
k=0 


cujus quum terminus novissimus secundum aequat. (A’), ope relationis 
2m +A)m "eig Ta re 
abit in Br | 
1a) anwenır goro org emp +2 MW an+1—gn+1 
br mt) atdı Team red HOmdmtı- - (Gpjmir 


jam omni absque dubio patet reduei (6' ) in ipsum membrum 
posterius aequat. (VV) mutato ibi m in (m +1). 


Q. E.D. 
3 Quae cum ita sint, habetur ex aequat. (VI) 
ln a, 


dum m par est aut 0: 
gntm-+1—k _ — 1% n+m-+1—k 
s ER ne rn a 


dum vero impar: 


aatm+1—k + (— pe Ei. 4 


5 er 1)* (m +%)k (n-+ ehe (0 — Ajmtite 0, 3 


seu, quod idem valet, 
dum m par est aut 0: 


we 
TESTS SER TE a he 


=; 


+H-2__ 1-2; 
Ss (m+ Melntm— ne N 


(« BEIM B)m+1r+2i IM 
um. —; 


n+m—2i n+m—2i 
w7R 5 (m+2i+1)2: Hi ee & + ß 
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dum vero impar: 


ä ef 
va. . ana. 


2 


Ss (m+2) an +m— 2) m—2i 


re: antm+1—2i + Bntm+ 1-2: 1“ 
ET — p)mFiri 


m—]1 
I — 


n+m—2i _. An+m—2i | 
rt 5 (m+2i41) 24, (n tm —i—N)m-ei-ı ran 


quae en Pe le ratione habitä relationum ' 
& 76”) TEE, — , T% 
= Del N —Isin 3 —=—(coszT NV sinz), 
2sins—v3, 205 51, 
perfectisque nonnullis, reductionibus **) ‚tandemque loco ipsius 
 substituth expressione illä («) [in prooemio], in aequafionem 


ipsam (T) theorematis nostri abeunt: cui praeterea novam hanc im- 
mutatam aliquantulum magisque concinnam reddere »juvat formam; 


Theorema. 


Den ie F,-1), Pr, F,, F,, etc. Numbess; mi 
ordinis Figuratos, nempe 


my, (m +1), (m+22, (m43)5, ete. 
atque zn numerum integrum quemlibet, habetur 
dum m par est aut Ö: 
"De ln +m)m—Fı. +m—Dmt+ Rs. (n +m— mia 
a (n +m—3)mtz3 + etc. 


*) Scilicet (ut patet) aequationibus praecedentibus nil refert, cuinam poltis- 


\ 3 Tr un 
simum ipsarum cos “ek 1 sin —- nomen a aut ß referatur. 


*") Quibus in perficiendis probe erit tenendum, 9 et 7 numeros integros 
aut O denotantibus, haberi 


l «— = 426inT N 143.1 oria 
(— T=(-B), 











TE 
cos I — 
er eir,, Be ER. 
| a 3)2r cos En 
Br 
und de 
ae = (—1)ptHHr. Da = (rt) 
r W har sin < 
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(usque ad primum terminum evanescentem) 


m m 
i=— 























5 tim sin (n +m—2%+D7 
— S(-1) ‚Fi Be BE Da 
0 sin— 
ne mE fe cos (n+m—2) 
— 5 m 2 ‚Faith ee (Rn +m—i—)m-2i-1; 
COS 
8 
dum vero m impar: 
er mE, m cos (nt-m— +1) 
Fe ‚S (— ;) u. 2i Im tm mg; 
vr |  e0S- 
3 
er = EDEN (n4+m— 2) — 
— 8. (1° ...Feah —(n+m— i—1)m-2i-ı- 
ueril | sin, 
Ex. gr. Posito success. m—0, 1, 2,3 habentur 9: 
sin (a+1)Z 
Be me N ae, He, 
PINS k 
(8) 2... 1.(n+D)ı — 20, + 3(n — 3; —An—2), + ete. 
cos (n+9z i sin (a+1) > 
Ri 085 sinn; 
ii u (aD); + 60, 10m), + ete., ‚wich 
sin (n + 35 cos 045 = 'sin (“+ nz 
Zu (r+2)a+ - -(a+Dı —2. _— : 
sin 3 | cos en sin z 
(d)«; "a I (nt 3) int 2), r 10011Ds = Kr + etc. Aa 
cos (n+4)2 sin (n+3) 
[a r9, na, Ra (+2), 
COS un, sin. n 
cos (n+27 Bin 4“ sr 
ua Be RHl)ı 4% ea 
c08S ey ’ Sın, 3 


—— 


4. Quo ex theoremate rectä consequitur hocce 


quarum ope relationum nova, quam heic exposuimus, 'Uheorematis forma 
perfacili negotio prodibit. 


*) Conf. loc, supra eit, T. VII, pag. 266 et 267. 
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Gorollari,um. 
Denotante p numerum integrum >m, habetur 
dum m par est aut 0: 


m m m 
"(IM Pm—Fı (PD +Fa-(p—Dmt2— Fa(pBmtstete. 


(usque ad primum term. .evanesc.) 





(= SH " sin (p— 24), 
NN (— ;) Fa pp Mm 
i=o sin = 
3% 
m—2 m+2,. 
eg Manht m cos (pa); 
Re ‚s (—1) ‚Fein = (p—-i-NYm-2i—1, 
u Bat 
dum vero m impar: 
En „cos(p—i4+l)T 
= 8 (3) Fan Pp-2m-2i 
rn | cos 
3 
=" Hu M sin(p—A)- 
De Fein Pa TDm-2in 
—0 sinz 0 


Nee id solum; vera est haecce aequatio, etiamsip nu- 
merus est integer = m. Quod ut probetur, suffieit ut ostenda- 
tur constare sibi Theorema ipsum, etiamsi n=0 sit, certe nisi 
simul m=0 fuerit: id quod paueis. his .expediri licebit. — Prius 
aequationis "(l)‘“ membrum in hoc casu (1) coefficiens est ipsius 
xz° in :evolutä functione 


1-21 )etD; 


posterius autem, ut ex ipsa demonstratione supra expositä patet *), 
coefficiens est ipsius z° in ‚„‚produeto “ serierum ex evolutis 





*) Scilicet in eo res vertitur, ut aequatio illa (VI) aut (VI’) valere 
probetur, etiamsi 20 fuerit, Valere eam (in hoc quoque casu) pro M—1 
et 2, ex eo patet quod posito 2=—=0 aequationes illae (II) et (III) identicae 
evadunt. CGoncesso igitur valere eam usque ad 72 quemdam (inclusive), - reli- 
quum est ut probetur vera esse pro sequenti 724-1, Eodem usque modo ac 
in art, 2 praecedenti aquatio illa (6’) vera esse probatur, etiamsi 20 fue- 
rit, ‚extensä quidem ad hunc quoque casum (20) definitione illä signi 
Sp+1, I. e. posito tunc 


Spt =(@—) (ertt + Dp+t ärt1). 


Tum_nullo‘negotio patet, aequationes illas (A) et;(A’) in’hoc quoque cası 
valere. ÜGaetera verbotemus ut in art. 2. sequuntur. ya Ali | 
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HE a) mi) et HR N aut la 
comparatarum. an a, . 

Quae cum ita'sint, :jam constat verum esse, ‚quod loco eit. 
(T. VH. p. 268.) expositum est Corollarium, cujus praeterea aequa- 
tioni (II) immutatam ‚aliquantulum magisque coneinnam heic, dedi- 
mus formam (II). — .Ideoque nec gutta quidem ARpeNoR! dubii, 
quin rata sit Numerorum Figuratorum relatio ea, quam ibid. (p. 269.) 
exposuimus:  cui praeterea, posito 9=m in aequat. (H) ‘“‘, potio- 
rem hanc, reddere juvat formam: | NORBARGE NE RURURT PIE RR N 


1%) dum m numer, est integer par (aut 0): 




















- , Mm | . . ’ 
ri IA Sri m sin (m—%&+1) 
1 Ss (— 3) Bein i 
= sin- 
3 
AN url mt+?2,. ER ERRE ENT KON 
vrhin EN cosim —=) 
ET N) (— PM ‚Fit, — HM 
an“ | | ib 30 He 
| | 2%) dum m impar est: R 
Simil m+1l,. ig 1 
Fa Tattm cos (m—Zi+1), 
| kam S (—'!) ‚Fri al. 
ER i cos 
3 
1 m+1,. k 
nr ment! m sin(m— 2), 
ni: .S (— 5) ‚Fat — ! 
i—=0 ; NER Ra 
3 
»NtiontalT. 


(Vid. pag. 234.) 


Specie forsan haec via ea ipsa esse videatur, quä postquam 
co&fficiens ipsius z? in „evolutione“ functions L— 2429 "td, 
formä illä (+ ax) mtD (] +Px)- (mt indutae, .exhibita fuerit ope 
cognitae illius legis, quam in commentatione suä nrımero.(l) insig- 
nivit Cel. Schlömilch, deinceps ponatur coefficiens haecee expres- 
sioni illi («) aqualis. — Quod si ita foret; 'revera res, gesta 
foret talis, cui jure quodam epitheton illud cedat „wissenschaft- 
lich höchst unbedeutend“ (vid.' Comment. Cel.'Schlömilch, 
sub finem), quippe quä non nisi duae, quä formam diversae'aliqua- 


tenus, expressiones ipsius TI LF@) breviter denotante,, ipsam 


(1—r+22)-m+D] in medium prolatae fuissent: et quidem tali in 
re multo melius Analysi fuisset consultum, si.— ut praeterea, rem 
gessit Cel. Schlömilch — generalis uno ictu petita fuisset expres- 
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sio ipsius F®(x) i. e. Coöffie.: Different. nti: ordinis functionis 
(1— 2 +22) mt) vel potius functionis hujus universae 


(2? +ax+b)-“tV, [a reali (quälibet]: 


Namque — [ut heie caetera omittam cognitae demum functio- 
nis FR) (x) emolumenta] — ufi primum forte contigit duas quä for- 
mam 'diversas hujusce ?®)(z) expressiones inveniri; aequatis sibi 
invicem hisce, generalis jam conciliata erit relatio talis, eujus in 
speciebus innumeris non nisi unam conficiat, quam supra comme- 
moravimus, identitas illa ambarum ipsius F®(0) expressionum. 

At vero „species nonnumquam fallit‘: recta non haec 
erat via. Hanc quisquis fuerit insecutus, ulterius in tali re provehi 
non poterit, quam doneec relationem demum talem, qualem in Com- 
mentatione suä& numero (9) iosignivit Cel. Schlömilch, assequi 
bene contigerit. Quae quidem relatio quamvis praeterea notatu sit 
vere condigna, celari non potest temere aliquatenus latam esse 


sententiam Cel. Auctoris (pag. 364.) istam: „Für —. ergiebt 


sich aus der Gleichung (9) eine Relation, aus welcher 
sich sämmtliche von Herrn Dr. Björling im VII. Theile 
S. 266. mitgetheilte Formeln ableiten lassen, wenn man 
sich auf die Unterscheidung von geraden und ungeraden 
n“(?) „einlässt und einige Transformationen vornimmt.“ 
Verum quidem est, si ponatur u=m (num. int. aut 0), abire 
posterius hujusce aequationis membrum in 


no (m + n)n (2 cos pr — (n—]), (m +n — 1)n-ı (2 cos 9)" 2 
| + (n— 2, (mn — Yn-2 (2 cos prt— 
ete. (usque ad primum term. evanesc.) 
—ny(Rr4+m)m (2 cos pP — (n—]), (rn +m—1)m (2 cos p)r—? 
+ (n—2), (n+m—2)m (2 cos p)R4— 
etc. 


—1.(n+m)m (2 cos p)""— (m +1), (n+m — 1m}, (2cos p)Rr—? 
+ (m +22 (n+ m— 2) m+2 (2 cos pr -?— 
| etc. | 
quae quidem .reverä, dum 9= 7 ponitur, prius ipsum aequationis 


nostrae ”(D)“ membrum conficit. Verumtamen fore ut prius aequa- 
tionis hujus (9) membrum in formulam reduei liceret talem,, quae, 


7 . . . OD I 
dum 9=3 ponitur, ın membrum aequationis nostrae Zum aut um 


(ideoque ‘in formulam ex m-+1: terminis confectam) , ‚prout'n par 
est aut. impar, ‚abeat; — id quonam .jure. contendi 'liceat, ‚nescio. 
Etenim quis est qui ne videat ab n minime pendere hanc reductio- 
nem, utpote quam e contrario perfici non omnino liceat, nisi ‘forte 
# numerus:integer aut 0 (et quidem —m) fuerit?: quo in casu sin- 


gulari reapse, pro pe 5 una prodibit vel altera forma , prout m 
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par est (0 inclusive) aut impar. Qua tamen de re id insuper est 
admonendum, fieri non posse — [certe quod. nos quidem sciamus] — 
ut prius illud membrum aequat. (9) in m+1 'terminos reducendi 
negotium. eo modo, quem vulgo „einige Transformationen“ *) 
vocant, perfici liceat; sed ejusdem omnino generis impedimentis 
obnoxia est (uti nobis videtur) ista reductio, ac si posterius 
ipsum aequationis membrum in. formam,. eujus .heie: mentio ‚est, 
.reducendi consilium iniveras. | 


Quae cum ita sint, his fere (ut nobis videtur) loco citato potis- 
simum uti verbis decuisset Cel. Auctorem: Dum u=m (num. 
int. aut Ö) est, valorem utriusque membrorum. aequa- 
tionis (9) formulä quädam ex m+1 terminis confectä ex- 


primilicebit tali, quae casu illo rF singulari in '2um 


ant Zum membrum aequationis (I) in pag. 267. T. VI. expo- 
sitae,abeat. Quae si quando inventa fuerit m+1 terminorum for- 
mula vehementer optanda, novum eä demum constitutum erit Theo- 
rema nostro tanto latius patens, quanto @: ipsa universa singularem 


® IC [} . . 
illam 53 generalitate superet, Ipsam autem hujusce formulae inda- 
gationem — fiatne ista ratione illi analogä, quam nos quidem in casu 
TC ® ” ® ” { . 

5 singulari secuti fuimus, nec ne — velit propense Celeb. Prof. 


Schlömilch occasione datä suscipere formulamque demum inven- 
tam promulgare, est quod vehementer optamus atque speramus. 
Nostra interea profecto haud parvi interfuit hoc ipsum Theorema 


IT . 
pro y9=z eo, quem supra exposuimus, modo probare: praeser- 


tim quum nobis videatur expositio ista haud modiei futura esse 
emolumenti eonaturo,- quicumque erit, generalem quam diximus 
formulam edere inventam. | 


Nota M. 
In demonstrationem aequationis (A). 
|? numerum integr. denotat. ]. 


Ex definitione habetur 
(1)... Spt = 8 Apart. Bet, 
ei! 


seu, quoniam «ß—1 est, 


= (ar+pr? + en. PrtP+?) S (+P)» | 


5 


[Br 8 (it p)pai + Dr ano 8 (i+p)Bß2); 





*) Sio verba.habent-Cel, Schlömilch pag. 364 1, ecit. 
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1. 6.101) 2, 
(2) ern Sen +p + Urt (mTr4? A: (= 1)r+? prtrt?) 


[Bo S (+ pp ei + Dranın 8 Gr er 


quoniam vi naturae Numerorum Figuratorum habetur formula 


9. Heat 4d N). 
iO 
Praeterea, quod 


in 


> HP (at Ne 


(n+p)p er —1— a2 5 pn a 
—=(n+p)p er + 3 10 R 


1 en € 
la el EL EA 7 ce 

1 | PR 
= nt — ter Bi (HP)! 


1 in r R 
= a tn tp rt? S (Hp el, 
in 20 | 


”) Vid, ex gr. Cauchy, Anal. Alg. Note VI. aus ler. — Praeterea 


rem paueis, si placet, sie licet expediri.  Sigro Ip denotante: funelionem 
i—0 

ipsius Z eam, cujus differentia [(dum 21] sit gi, deminutam valore suo pro 

©—=0, habetur 


' SCHIB=aHr HZHDn 


vi cujus, ratione insuper habitä formularum 


2 
\ z Ü+P»=dH+rdP+r, Rp + Rt HH SRH HDp+; 
rectä provenit formula (3). 
*") Scilicet ex eo, quod a2i—e?i.lora ost, consequitür, posito r—21loga 
atque 2 loco ipsius Z in formula illa cognita 
ak ZU 
ee er — 








ZS(er2 gr) = ter. Ayz), scil. JI= —1,, 


legitimam esse quam supra descripsimus aequationem. [Si ui forte offende- 
rit usurpasse nos höc loco signum illud „log a“, quamvis « heic quantitas 
sit parte realionegativä instructa; solum id admonuisse sufficiet, nos heic 
quidem signo „log«@“ e logarithmorum  quanlitätis « quemlibet cum- 
que vuluisse intellectum, Videlicet Exponente 22 numerum integrum con- 
ficiente, ut facili patet negolio, nil adest periculi quin juste statnatur aeqmatio 


a2i — e2i’log«, quivis fuerit „log&‘ logarithmorum ipsius’e]. 


) 
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propterea quantitas intra uncos [ ] in (2), vi’ relationum illarum 








reduci potest in 


m \ 


b + pP)» (antpt1 2 (— HrraBarpt y—_ [Bu -r+ 1 


in 


Ss GH pP—1)-ı e® 
3] / 





e—P 


i=n 


"ep 


+ DP-r.or Hl 8 (i+p—1)pP2] 


K7 


. Theil IX. 
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cujus  quum mumerator ipsum conficit menabrum posterius aequatio- 
nis (2), mutato ibi 2 in p—1, jam patet aequationem hancce (2) 
in ipsam (A) abire. | y 


t-®Q.ED. 





xXEul. 


Das geradlinige Dreieck in Bezie- 

hung auf die Quadrate der Perpen- 

dikel, welche man von einem Punkite 

seiner Ebene auf seine Seiten fällen 
kann, betrachtet. 


V‘on dem 
Herrn Doctor E. W. Grebe, 


Gymnasiallehrer zu Cassel. 


I. 


Von einem Punkte in der Ebene eines geradlinigen Dreiecks 
seien Perpendikel auf die Seiten desselben herabgelassen, man 
verlangt, dass die Summe der Quadrate dieser Perpendikel ein 
Minimum werde. 


Die Auflösung der Aufgabe 
2292-42 
unter der Bedingung 
az +by+ .c:—=24 


bietet keine Schwierigkeit dar, und führt zu den Resultaten 


..2da 
7 = 2,2 L02’ 
Ab 
[1] 0242, ec 
| ne Wade 
ok a?+b2-+c2? 


welche man auch ausdrücken kann: 
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4 » asinesinßsinyu 
FF ger VE TORER WERT NTSC HE 
sin «a? #sin ß? 4F sin y?” 
Er En Ba I 2 b sinasinß Siny 
12] =y IT Sina? Fsinß?+siny?” 
| ‚esinesinßsiny: 
Armeen Ge, 09 a ns . 
sin a? -F sin ß2 + Sin y? 





Da hiernach die Perpendikel von dem Punkte innerhalb des 
Dreiecks, welchen wir für den Augenblick den Minimumpunkt nen- 
nen wollen, den 'Dreiecksseiten, "auf,welehen. sie stehen, propor- 
tional sind, so ergibt sich hieraus. folgende Construction des Mini. 
mumpunktes. Man verzeichne über den drei Seiten des Dreiecks 
ABC (Taf. VI. Fig. 1.) Quadrate, verlängere die den Dreiecks- 
seiten parallelen Seiten der letzteren bis zur Erzeugung des dem 
ursprünglichen ähnlichen Dreiecks A4’B’C" und ziehe dann A’A, 
B'B, © C, so werden sich diese Linien in M als dem Minimum- 
punkte sowohl für ABC als für A’/B’C', schneiden... Es ist übri- 
gens nicht nöthig,: dass man die, Quadrate wie in Taf. VI. Fig...1. 
nach Aussen zeichnet; man kann dieselben auch wie in Taf. VI. 
Fig. 2. nach Innen construiren. Zu einer andern Construction des 
Minimumpunktes gelangt man, wenn. man in Taf. VI. Fig. 3., wo 
S den Schwerpunkt des Dreiecks42€: und K den Mittelpunkt 
des in dasselbe beschriebenen Kreises vorstellt, berücksichtigt, 


dass z. B. OS den W. ACB so theilt, dass 
a ACS: sin BCS a4: 
Soll nun CM bewirken, dass | '; 
sinBCH:sn ACM=a:b, Ba 
so muss W. ACH— W.-BCS,und' also W.MCK="W) SCK. 


auf dieselbe Weise auch W. MBK=W. SBK, W. MAK= 
W, SAK sein. 


Als kleinste Summe der. Perpendikelquadrate ergibt sich 





44% 
5 My 
ee. pen 
sina2+ sinß2 + siny? sin a24sin ß2-+-siny? 
. ce? sine? sin ? 


Fine + sin ß?+ siny? ’ 
und, weil allgemein a?+52+ c?= 44 (cot«@+cotß +coty): 
. ö A (3 
[5] Meta ent ßkeoty” u Ä 
Die Perpendikel vom Minimumpunkte aus theilen jede Drei- 


ecksseite in zwei Abschnitte. »Für "diese Abschnitte (Taf. VI. 
Fig. 4.) erhält man die Werthe 


17* 
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Az Tapeten Here 


px_lHae eosß) _ aGßa?— 36? +3c2) 
— a Affe he > 


_ b(a?4-abcosy) b(za? +36?— }c?) 





ae Sn re > 
16] 4 y.,6(e hbe cos) .d(— 3a? 4402 + 302) 
it 2 ı a+02 2 


BF weeosß) eat rich) 
a RE RE CH OR 
I 8 rBaeose) 1) eler zur LER RENT 


. \ ARTE FR Fe Enz a?+b2?+c? ; 





\ 


Die Abstände des Minimumpunktes von den Eckpunkten des 
Dreiecks (Taf. VI. Fig. 3.) lassen sich so ausdrücken: 


bev (— a?-+2b2+2c?) 
a? 162 +.? 
acv (2a?— b2 + 2c2) 
a?+0b2-+c? 
abv (2a? + 20?— c?), | 


[ MA=— 


[7] MB — 


eg ce we 


und bezeichnet man die, die Seiten a, 5, e kalbirenden Transver- 
salen bezüglich mit. 4, 4a, te, so ist: 


%beta 
a?+02+c? 

2act; 
a2}024 c? 

Fabtir*& 


\:MA = 
MC = 


Für die Verbindungslinien YZ, XZ, XFY (Taf. Vl. Fig. 4.) findet 
man: Ä 
vz 22V 4202 426) 

IN ren 
xz DIV AR-H de?) 
nu .0> 4-.62,4.02 EZ 
dh | 2 LOL LO 
| xp AV HU) 


Fi a? +52-pe2 mm’ Ann 





19] 
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[10] PO 
| | XLS gyRrRi 
11] Y2— ia az Re N 


Sucht man nun ferner die Werthe für die Transversalen, 
welche die Seiten des Dreiecks XYZ halbiren, und‘ multiplieirt 
dieselben mit. 3, so erhält man die oben [1] angegebenen Aus- 
drücke für MX, MY und MZ. Es folgt hieraus, dass der Mini- 
munmpunkt des Dreiecks ABC zugleich der Schwerpunkt des Drei- 
ecks XYZ ist. Bekanntlich hat auch der Schwerpunkt eines 
Dreiecks ‘die Eigenschaft, dass die Summe der Quadrate seiner 
Entfernungen von den. Winkelpunkten des Dreiecks ‚ein Klein- 
stes. ist. 


11. 


Denkt man sich alle Punkte in der Ebene eines geradlinigen 
Dreiecks, für welche die Quadrate der Perpendikel auf die drei 
Seiten eine gleichgrosse Summe geben, durch Curven verbunden, 
so,ist die Natur und Lage dieser Curven näher zu untersuchen. 

. Nehmen: wir vorläufig B (Taf. VI. Fig. 5.) zum Anfangs unkt 
eines rechtwinkeligen Coordinatensystems, und setzen BQ=», 
QaP=y, so muss sein 

PQ2+ PR?®+ P2—M+6G, 
PQ?+(QT-QP+(QU-QW’=MHG, 
Y2 + ((c— 2) sina—ycoso)?+ (asinß—y.cosßf? = MAG. 


Bringen wir diese ‚Gleichung auf die Form 


‘ Ay+Bzy+ Ca?+Dy+ Ex + F=6,; 
so ist | | & 
' A=1-+cosa?+cosß?, 
. B=2sinacos«e—?2sin Pcosß, 
\,C=sina? + sin ß2, 
E12} D=z -P2csin«cose, 
E= —ecsino?, 
F= esine@®—M. 
Nebenbei wollen wir. bemerken, dass, wenn wir in dieser Glei- 
chung, @ ‚zum Minimum machen, sich die Werthe von x und % 
übereinstimmend mit [1] und [6] ergeben; ‚wodurch. ein etwaiger 
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Zweifel daran, dass die Formeln [1] auf einen und denselben Punkt 
zu beziehen seien, niedergeschlagen wird. 

Gehen wir nun zu eimem mit dem vorigen parallelen Coordi- 
natensystem, dessen Anfangspunkt der Minimumpunkt ist, über, 
so verschwinden die Glieder mit D, E und F, und die Gleichung 
unserer Curve ist | 


[113] Ay?®+ Bıy + 02? = @. 
Das mittlere\Glied auf der linken Seite fällt von selbst weg, 
wenn entweder @&—=ß oder «+5. Wir wollen hier dem recht- 


winkeligen und dem gleichschenkeligen Dreieck besondere Betrach- 
tungen widmen. , eh la 


Für ein beiyrechtwinkeliges Dreieck geht die Gleichung [13] in 
114] una re © | 


über, © Die in’ Frage stehenden Curven sind ähnliche Ellipsen um 
den Minimumpunkt, für welche das Verhältniss der Axen Y2:1 
stattfindet. Die specielle Gestalt des rechtwinkeligen Dreiecks 
äussert also auf die Gestalt dieser Ellipsen durchaus keinen Ein- 
fluss. Die grosse Axe ist mit der Hypotenuse parallel. Da fer- 
ner, wenn man in [6] ce? = a? + 62 setzt, BZ= — und AZ=7 
wird, so: liegt der: Minimtumpunkt in der auf der Hypotenuse:stehen- 
den Höhe; Setzt’ man diese =h, also 24d—=he, so ergibt sich 
aus [1] z==3%, und eine Ellipse, welche, wie in Taf. VI. Fig. 6. durch 
den: Scheitel des rechten Winkels geht, berührt zugleich die Hypo- 
tenuse. : Aus:[3] ergibt ‚sich für unsern Fall M=}h2 und aus [11] 


EN EZ 
ich SE EN. € 


Ist unser Dreieck in Beziehung auf ce als Grundlinie gleich- 
schenkelig, so erhalten: wir aus [13] » u Ir 


(1 +2 ce pl Meinung, 
oder, wenn wir alles auf den Winkel y beziehen, 


[15] (2 — cosy)y? +(1+cosy)2?= @. 


Nun ist aber 2—cos y2 1 +4 cos y, jenachdem y 2 3 oder Zu. 


. .,* . . . . ® . S 
Für das gleichseitige Dreieck liefert mithin die Gleichung [15] 
Kreise, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt ‘mit den übrigen Mit- 
telpunkten des gleichseitigen Dreiecks übereinstimmt, und 7 wird 


gemäss der Formeln [4] — T ..‚ Bei..den übrigen gleichschenkeligen 


Dreiecken erhalten wir wieder Ellipsen, deren grosse Axe mit der 
Grundlinie des Dreiecks parallel ist,’ wenn letztere, wie in Taf. VI. 
Fig. 7. ee und auf derselben senkrecht steht, wenn sie, wie 
in Taf. VI. Fig. & kleiner ist, als eine der übrigen Dreiecksseiten. 


\ 
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Ist nun aber das Dreieck weder rechtwinkelig noch gleich- 
schenkelig, so muss die durch die Gleichung [13] dargestellte 
Curve auf ein um den Winkel @ gedrehtes Coordinatensystem be- 
zogen werden, so dass 


B 
tang 2 = T_4F 


Alsdann wird die Gleichung der Curve 
[16] PP +Q2=G, 
und die Werthe von P und & sind gleichzeitig in dem Ausdrucke 
3 + vd — (sine? + sin P?+siny?)) 
enthalten. Man kann 


P=34vVG- (sin + sin ß* + siny?)), 
Biene sin einy})) 


setzen, und erhält so den Vortheil, x immer auf die grosse und y 
immer auf die kleine Axe der durch [16] dargestellten Ellipse be- 
ziehen zu dürfen, muss jedoch auf Anwendung der Relation 29 < x 
verzichten, vielmehr die Lage der grossen Axe in besonderen 
Fällen durch Zurückgehen .auf die Gleichung [15] zu bestimmen 
suchen... Es zeigt sich, dann, dass.die Laage der grossen Axe immer 
mit der Lage der grössten Dreiecksseite möglichst conform ist. 
Beispiele ungleichseitiger Dreiecke gewähren Taf. VI. Fig. 9. und 
Taf. VI. Fig. 10. Davon übrigens, dass die Gleichung [16] unter 
allen Umständen einer Ellipse, die nur in dem einzigen oben 
bereits erwähnten Falle in einen Kreis übergeht, angehöre, über- 
zeugt man sich bald, wenn man den Formeln [17] einige Auf- 
merksamkeit schenkt... Der Ausdruck sin «2 + sinß? + siny? kann 
niemals den Werth $, welchen er für e=ß=y erreicht, über- 
schreiten;' daher können P und ® nicht imaginär werden. Der 
genannte Ausdruck ist ferner stets Ba und desshalb hat auch 
@ diese Eigenschaft, die sich bei P ohnehin von selbst versteht. 
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In Beziehung auf das mit jedem Dreieck nach dem Bisherigen 
in Verbindung stehende’ System von Ellipsen könnte man noch die 
Fragen aufwerfen: wie gross muss @ sein, damit die Ellipse eine 
Seite, z. B. ec, berühre? oder: wie gross mus @ sein, damit die 
Ellipse durch einen Winkelpunkt des Dreiecks, z. B. €, gehe? 
Die Antworten auf diese Fragen zeichnen sich durch Einfachheit 
aus, und mögen desshalb hier Platz finden. Bei der ersten ist 


? | biz vo Ad% 
bei der zweiten 

I &% fr: 412 

en G—= 2 


Nach dem Obigen war ferner 
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B 
‚tang 9=0_A 


oder 


[20] 


$ sin 2P — sin 2« 
anE ED AN + cos?«+ cos2ß' 


Setzt man nun auch 


sin 2y— sin2ß 
1-+cos2ß + cos?y' 





| tang24 = 
21 
[ | yaylsin! sin 20 —sin2y | 1 
tang y= 1-+ cos 2y+ cos 2a’ 
so folgt daraus 
ErRaR Hay (einadı DEIN) SE 
+VG— @ine2 + sinß2+siny?))’ 
s— (inf? +siny) 
VG Cn@tsnß+ sn) 
gie a (siny? sind) 
OP TEYT- in} sin ts) 


cos?2p — 


[22] ‘| cos 4 = 














Sind die Winkel 9, % und w in Beziehung auf die drei Drei- 
ecksseiten in einerlei Sinn genommen, so müssen in diesen For- 
meln, welche durch .blosses Fortrücken der Bezeichnung in einan- 
der übergehen, entweder nur die obern oder nur die untern Zeichen 
gelten, und man hat folglich 

[23] cos p+3cosyt+3cosy—=+Y (3— (sin a@2+sin ß?+siny?2)), 

[24] cosp2+eosy+cosy=3+YV (d—(sina?+sinß?+siny?)), 

[25] sinp?+ sin 2+sinp®=3TFV@ —(sina2+sin ß2+sin 2): 
Daher ist endlich auch nach [17] 


c0s92 + cosy? + cosy?, 
[26] m % Y 


sin 92 + siny? + sin w2. 





P 
Q 
m. 


Bisher wurden die Quadrate der Perpendikel, welche man 
von einem Punkte in der Ebene eines geradlinigen Dreiecks auf 
die Seiten desselben fällen kann, immer zu einer Summe vereinigt. 
Künftighin soll der Unterschied zwischen der Summe von zwei 
solchen Quadraten und dem dritten die Stelle jener vertreten. 


Stellen wir daher jetzt zuvörderst wieder die Aufgabe, #?+4,?—:? 
unter der Bedingung ax +dy+cz=24 zum Minimum zu machen, 
so erhalten wir die Auflösung: 
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/ .2da 
2Ab 
127] JZRr+R—e 
MID TE 
a Er Dup 
oder > 
/ "asin asin Psiny 
| 7 sina2+ sin B2 — siny?’ 
[98] = asine sin ß siny 








— sin a2+-sin ß? — siny?’ 
— asin esinßsiny 
\ "7 sine? + sin ß? — siny?’ 








oder auch 
z=latangy, 


[29] y=zbtangy, 





z——}ctangy. 


‚ Ganz dieselben Resultate können wir erhalten, wenn wir nach 
Anleitung von Taf. VI. Fig: 5., wie oben =?+9y?+:2, so’ jetzt 
22-4 y®2— 22 ausdrücken, den erhaltenen Werth I Jr 


924 (e+ 2) sina—ycoso)?+(esinß— ycosp)>—H, 


in welchem ‘nunmehr .z und % Coordinaten sind, zu. einem’ Mini- 
mum:machen, ‚und die Abstände des Punktes; für. welchen das 
Minimum stattfindet, von den drei Dreiecksseiten berechnen. Die 
letzte Gleichung, ‚gilt dann wieder für. die’ Curven, welche die 
Punkte von. ‚einerlei ./4/ verbinden. _ Verlegen wir. auch hier): zu 
einem mit..dem vorigen parallelen System von Coordinaten über- 
eehend, den Anfangspunkt der letzteren nach dem durch die For- 
meln [27] bezeichneten Punkte, so erhalten wir wieder die Glei- 
chung [13], nur mit dem Unterschiede, dass jetzt Kg 


[30] A—— 1+4cosa? + cos ß2. | 
Die dermalige Gleichung [13] gehört jedoch, wie die nachhe- 


rige Discussion derselben lehren wird, nur dann einer Ellipse 
(oder einem, Kreise) an, wenn. das Dreieck ABC bei C stumpf- 
winkelig ist, und;in der That zeigt auch die Betrachtung des zwei- 
ten. Differenzials, dass die Function 2? + 92 — z* mit der Bedin- 
gungsgleichung ac +by-++cz=24 nur dann ein Minimum :hat, 
wenn c?2> a? + 52. nsere dermalige Aufgabe verdient wohl;als 
ein besonders instructives Beispiel für die Lehrbücher der Diffe- 
renzialrechnung empfohlen zu werden. Im Vorbeigehen sei bemerkt, 
dass das sonst so vortreflliche neue Lehrbuch von Schlömilch 
(Greifswald. 1847.) sich auf Seite 168. einer Ungenauigkeit schul- 
dig gemacht hat. Aus dem dort Gesagten würde folgen, dass 
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auch bei unserer Aufgabe immer ein Minimum vorhanden sei. 
Findet nun zwar em wirkliches 'Minimum'nur dann statt, wenn 7 
stumpf ist, so lässt sich doch wohl erwarten, dass auch, wenn y 
spitz ist, der Punkt, auf welchen die Formeln [27] ‚ [28] und[29] 
hinweisen, eine gewisse geometrische Merkwürdigkeit haben werde. 
Ist y ein rechter Winkel, so kann von diesem Punkte, dem wir 
für alle Fälle wenigstens den Titel Minimumpunkt belassen wollen, 
nicht mehr die Rede sein, weil er alsdann, wie am Deutlichsten 
aus [29] erhellt, ins Unendliche hinausgeschoben wird. | 


Der Werth von // im Minimumpunkte ist 


2 

[31] M= ET 

132] ....a2sinß2siny? Ei b2sin a? sin y2 

Dir. sine®+sin 9? —siny? sin «@2+ sin ß?— sin y? 
hohe c?sin @? sin P? 


[33] | M— Atan 87. 


Das G der Gleichung [13] ist 3—M, so dass, was auch oben 
der Fall war, @ in dem Minimumpunkte immer —=® ist. 

‚Der. dermalige Minimumpunkt kann durch: Verzeichnen von 
Quadraten auf den Dreiecksseiten u. s.’w. auf ähnliche’ Weise wie 
oben gefunden werden, ' Es findet hier nur der Unterschied) statt, 
dass das Quadrat der Seite ce nach Innen beschrieben wer- 
den muss, wenn. die Quadrate der ‘beiden andern Seiten nach 
Aussen beschrieben sind, und umgekehrt. In Taf. VI. Fig. 11. 
ist beides gleichzeitig dargestellt. Der gefundene Punkt M ist 
auch ‘hier nicht bloss für das Dreieck ABC, sondern auch für 
A'B'C' und für A” B"C” der Minimumpunkt. | 
'» Dreht man auch in unserem Fall die Coordinatenaxen um’ den 
Winkel 9, damit das Glied Zxy in [13] verschwinde, so erhält 
man wieder die Gleichung [16], jedoch mit den Werthen 


1a 


Ist der Winkel y spitz, so ist 


[34] =34+Y (14 sin a2.+ sin ß%2—sin 22). 





sin « + sin ß? > sin y?, 


die Wurzelgrösse daher >53, und folglich einer der Werthe P 
und..@& negativ.. Die Ourven, welche die Gleichung [16] und so- 
mit;auch [13] darstellt, sind alsdann Hyperbeln, weiche nn) wenn 
G==0 ist, in zwei, sich in dem Minimumpunkte 'durchsehneidende 
gerade Linien übergehen. Taf. VI. Fig. 12. versinnlicht dieses; 
die 'spitzwinkeligen 'Hyperbeln gehören dort zu negativen, die 
stumpfwinkeligen zw positiven Werthen von @. 0 
Ist aber y stumpf, so ist | 


sind? + sin ß? <sin y2. 
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Der Ausdruck unter demi  Wurzelzeichen erreicht alsdann ‚seinen 
kleinsten! Werth, 'welcher =O ist, wenn a=ß=!1m, y=3n.\\ Die 
Werthe von P und: @ bleiben: immer reell, und in: dem ‘eben an: 
geführten Falle werden die Gurven Kreise, in allen übrigen Fällen 
sind sie Ellipsen. Ist das Dreieck noch obendrein gleichschenke- 
lig, so läuft die grosse Axe’ der Ellipse mit c parallel, wenn 
1> rc (Taf. VI. Fig. 13.), steht dagegen auf c senkrecht (Taf. VI. 
ig. 14.), wenn y<?r. 


XIV. 


Veber einen Satz des Herrn Professor 
rn... J« Steiner. 
di. Von dem 


Herrn Observator Thomas: Clausen 
zu Dorpat. 


‚Im zwei und dreissigsen Bande von Crelle’s Journal für 
Mathematik stellt Steiner S. 300. folgenden Satz auf: ‚Durch 
jeden Punkt D einer Ellipse gehen drei Krömmugekräike der letz- 
tern, welche sie in irgend dreiandern Punkten A, B, C osculiren; 
und jedesmal liegen die, vier Punkte 4, BD, C,.D in einem Kreise.“ 

m diesen schönen Satz zu beweisen, will ich der grössern 
Allgemeinheit wegen untersuchen, wie viele Krümmungskreise eines 
Bean Kegelschnitts durch einen gegebenen Punkt ‚desselben 

ehen. In 

R Ich nehme an, die Figur F, die aus dem gegebenen Kegel- 
schnitte und den durch den Punkt D gehenden Krümmungskreisen 
besteht, sei die stereographische Projecetion einer Figur F’ auf 
einer Kugelfläche; und I die Projection des Pols derselben. Es 
ist klar, dass die Krümmungskreise Projectionen von Kreisen auf 
der Kugel sind, die alle durch den Pol gehen, und zugleich die 
sphärischen Krümmungskreise der dem Kegelschnitte entsprechen- 
den Figur sind. Projieirt man nun wieder diese Figur F’ stereo- 
raphisch, indem ‚man zum Pol den Augenpunkt in der ersten 
Projection nimmt, und umgekehrt; so werden ‚alle durch den 
vorigen Pol gehenden Kreise in gerade Linien projieirt, die eben- 
falls die dem Kegelschnitte entsprechende Figur osceuliren. Die 
dem Kegelschnitte ventsprechende Figur muss also eben so viele 
Wendimgspunkte haben, als der Kegelschnitt Krünmiungskreise 
hat, die durch den Punkt D gehen; und umgekehrt. | | 
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"Die unmittelbare 'Ahleitung der Gleichung für die dem Kegel- 
schnitte entsprechende letztgenannte Figur aus der Gleichung für 
den Kegelschnitt geschieht durch Substitution der‘ Gleichungen: 


S a 
Bela FF v 
a u SA 
in die Gleichung für den Kegelschnitt. = und y bedeuten die 
rechtwinkligen Coordinaten des Kegelschnitts; & und v die der 
abgeleiteten Figur. 


In der durch diese Substitution abgeleiteten Figur werden die 
geraden Linien in Kreise verwandelt; die Kreise in Kreise oder 
gerade Linien; überdies bleiben die Winkel der Tangenten an den 
respectiven Durchschnitten der Curven in beiden Figuren diesel- 
ben, oder die respectiven kleinsten Theile beider Figuren sind 
sich ähnlich, welches bekanntlich allgemeine Eigenschaften der 
stereographischen Projection sind. _Uebrigens bemerke ich, dass 
die eben erwähnte Uebertragung von Figuren schon von Plücker 
analytisch angegeben, aber nicht so sehr in Anwendung gekom- 
men ist, als sie zu: verdienen scheint: » 


Die allgemeine Gleichung der »Kegelschnitte ist, wenn man 
einen Punkt derselben als Anfangspunkt’ der Coordinaten annimmt, 
und die Tangente an demselben Punkte als Axe der x: 


yzazz+2bzyHeyy: uns! t . MD 
Die Gleichung der aus dieser abgeleiteten Figur ist: 
v(&E +w)=as5 +2VEV+cvw. . . .....(2) 


"Diese Gleichung entspricht, einer Curve. des dritten Grades. 
Man. soll nun. die Wendungspunkte derselben bestimmen. Um 
diese bequemer bestimmen zu können, nehme ich eine perspecti- 
vische Projection derselben, die bekanntlich in den entsprechenden 
Punkten ebenfalls Wendungspunkte hat; und zwar nur in diesen, 
folglich genau dieselbe Anzahl derselben. Eine solche Projection 


erhält man durch die Substitution: =; vn; wodurch‘ man 
die Gleichung derselben erhält: ae 


ya Id “ 


| | | | 
In den Wendungspunkten der Curve ist gr =0, folglich: ı, 


c—a ac— cc — 4b? 


0—#3}3. ; B2 Er} — go, mu. j (4) 





Als. besondere Fälle. dieser Gleichung sindbze bemerken: wenn 
b=0,. oder wenn der Punkt D in einer "Hauptaxe liegt. . In. .die- 
sem Falle wird die: Gleichung :(4) Auer: yırrh SE 
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ergeht 


Schliesst man nun den Fall a=& oder den Kreis aus, so wird 
€ . ® . ” 
a: Io ‚der Ellipse, wo a undic gleiche Zeichen haben, finden 
zwei Werthe von &' Statt; in der Hyperbel kein-Werth; ‚in der 

Parabel, wo c=0, wird !=0. 

Schliessen wir nun den Fall &=0 aus; so hat die Gleichung 
(4) bekanntlich entweder eine oder drei reelle Wurzeln. Die Glei- 
chung hat ein Maximum oder Minimum, wenn 


seh De — c4N (a—c)?+402 
ee Zr 10, oder ER drei al, 4 








Die diesen beiden Werthen von & entsprechenden Werthe der 
Gleichung (4) sind: 


u 92 RE N Ne 
EN ya ia 


er ER 5 
ner tt 5; mein) 


Soll die cubische Gleichung (4) reelle Wurzeln haben, so 
müssen 1) die beiden Werthie von (5) entgegengesetzte Zeichen 
haben, oder der eine positiv, der andere negativ sein. Dieses 
findet nur Statt, wenn a?((a— ce)? +46?) > (a(a—c) -+ 202)? oder 
ac>b?, oder wenn der Kegelschnitt eine Ellipse isf.  Ueberdies 
muss’ 2)-der «Werth von « für ‚den. kleinsten. der- Werthe -von &, 
bei dem x ein Maximum oder Minimum, positiv sein. Dieses 
findet wirklich Statt, da’ man für ein nesätives 5. däs obere Zeichen 
vor. der, Quadratwurzel nehmen „muss, , wodurch _ ‚einen „positiven 
Werth bekömmt; eben so für ein positives d,‘wo man das untere 
Zeichen nehmen muss. Yranyert BI UI MIT 

Iswae=bb,»oder der Kegelschnitt eine; Parabel; so sind zwei 
Wurzeln sich gleich, da u und 5u ‚gleichzeitig —0. 


In der Hyperbel' ist ac<bdÖ; folglich. in diesem Falle nur eine 
Wurzel der Gleichung (4). 

Da der Krümmungskreis, der im Punkte D selbst osculirt, nicht 
in der Formel enthalten, oder nicht mitgerechnet worden ist; da 
für diesen Puukt =, y=Ö; Ber va; E00; So giebt 
es ausser diesem Kreise, wenn der Punkt D nicht in einer :Haupt- 
axe liegt: in der Ellipse drei, in der Parabel zwei und in der 
Hyperbelnur einen Krümmungskreis, der durch den Punkt D geht. 
„Durch die ‚ Durchschnitte der Hauptaxen mit dem Kegel- 
schnitte gehen in der Ellipse zwei; in’der Parabel einer, und 
zwar unendlich grosser; in der Hyperbel keiner der Krümmungs- 
kreise: den im Punkte D. selbst osculirenden in allen drei Fällen 
ausgenommen. | 


Den zweiten Theil des Satzes betreffend; so liegen die drei 
Wendungspunkte der Curve (2); wie an einem andern Orte erwie- 
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sen ist, wenn sie vorhanden sind, in einer geraden Linie. Es sei 
die Gleichung derselben 


A&5+Rv+ C=0. 
Die dieser Geraden entsprechende Curve in der Figur des Ke- 
gelschnittes wird gefunden durch die Substitution &= en =ä, 
?—=2?”+3y?°. Dies giebt ae 
Ar+By+ CH dM)=0. 
welches die Gleichung eines durch den Punkt D gehenden Krei- 


ses ist. 
W.’z. b. w. 


| he re 
Ueber eine Beziehung zwischen den 
Flächeninhalten zweier Dreiecke, von 
denen das eine dem andern und. zu- 
gleich dem, diesem zugehörigen äusse- 
ren Kreise umschrieben ist. — Verall- 
gemeinerung dieser Beziehung. 
Von dem | | Ä 


Herrn Doctor A. R. Luchterhandt 
zu Berlin. 


'yu/ist Ju 
die Gleichung eines Kreises und sind 21. 1; 2» Yo; 2; 4, die 
Coordinaten dreier ‚auf, demselben gelegener Punkte, ‚so hat man 
bekanntlich für die ‚letzteren entsprechenden Tangenten die Glei- 
FÜORBEN..: that ee HER? Sir 
am Typ ıı, HER 
a tr yp=rt,, Be) 
ax + yyzru En) 
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Bezeichnen wir nun die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
der Linien (1) und (2), (1) und (8); (2) und (3) mit &,,735 & na; 
&, N; so erhält man 

han _ 2 art Yahnng)n Lu) R eier) 
| R ya ok ® 
ur: ; Ex r2(yı re IRRE A — 4) hr 
Zayı —XıYs © 3ı 7 TıYa 
a } a ee) 
Luyambohe L3ya— Tayz 


Nun ist, wenn wir den Inhalt des eingeschriebenen Dreiecks mit 
A, so wie den des umgeschriebenen mit D bezeichnen, abgesehen 
von dem Vorzeichen: | 


24 = au Yı — ya t %aya — Rays + 2ıy3 — N 
2D= E11 — dung + d312 — Eans + E13 — ds ı 
—rHrayı ya t23ya—%2Ya +1 —FsYı u Yamazys)(zıYy ayı) 
(21Yy3— 2a yı)(T2Yı —21Y%) (y—r 2Yy3)Tayı —%ı Ya) 
ei ray ZaıYet 23Yya T 2 try ayı Ri 
(23y2 — 225) (21y3 — 2a yı) @2yı — CıYy2) 
are 


5 (22 — 2%) (@1ys — 23 Yı) (Cryı —a1Y2) 





Es bedeuten nun aber die drei Factoren im Nenner dieses 
Ausdrucks nichts anderes, als den doppelten Inhalt je eines der 
drei Dreiecke, welche zwei der ursprünglichen Punkte und jedes- 
mal den Mittelpunkt des Kreises (den Anfangspunkt der Coordma- 
ten) zu Eckpunkten haben. Bezeichnet man. die Inhalte. dieser 
Dreiecke mit 4], 4g, Az, so spricht sich die zu erweisende. Rela- 


tion, in der ‚Gleichung 


| ER a2 ! | Ä 

ia DIR rd ee 

aus.) 1103 A E gi oo oe 
» Nun hab'man, aber auch, wenn man ©), yı u. s. w. durch &, 

7, u. S. w. ausdrückt: Ä | | | 





a 7° (Ma 5) Be 72(&—5p) . 
632 8298 Re — Eon’, 

ep) 2 Be lan. eh a &8 561) 
Eamı Es 9? Eanı — Es ’ 

A EN 


| Tea PT am an’ 
und deshalb auch die-Relation Ö 
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®” 6; ‚r4.D?2 H : er rlere 
MM 4= ID,.D,.D, ( (B) 


wo D,, D,, D; die Inhalte der Dreiecke bezeichnen, welche je 
zwei der Ecken des umschriebenen Dreiecks und jedesmal den 
Mittelpunkt. des Kreises zu Eckpunkten haben. 

Aus den Ausdrücken (A) und (B) ergeben sich noch zwischen 
allen acht in Rede stehenden Dreiecken die Beziehungen, welche 
durch die Gleichungen RS una Y 


43 D> ) EN 
E22 DHDD,; w 

und | . EN | | 
'782.D=164, 1,4, D, D,D; F arD) 


ausgedrückt sind. 
Da man auch 


(8312 — 8203) (43 — 831) (dem — &1N2) 
Ser reyı yet 23ya— Toys + 2ıY— Layı)? 
Si (Üsya— 22y;)” (2eyı — ıYy2)? (Lıya—Lsyı)? 
hat, so ist Er N 
PIRA=E 644 722 ED D, Di" (E) 
und ebenso \ | 
r12 D3=64.D,? D?.D;?.4, 412 L5 (F) 


ale welchen beiden Ausdrücken ‚wieder die Relationen (C) und (D) 
olgen. _ 0% IR. .' 
"Man kann. diese Ergebnisse noch ällgemeiner fassen, ‚wobei 
zugleich der; eigentliche Grund für die entsprechenden Relationen 
deutlich hervortritt. Die Gleichungen (1), (2) und (3) sind nichts 
anderes als die Polargleichungen der Punkte 2, , y, u. S. w., wenn 
man den Kreis als Directrix betrachtet. Da es nun für den. Ver- 
lauf der Rechnung ganz gleichgültig ist, ob diese Punkte auf dem 
Kreise liegen oder nicht, so gelten die angegebenen Relationen 
überhaupt für solche zwei Dreiecke,;- von denen die Seiten des 
einen die Ecken des anderen zu Polen haben.. Betrachtet man nicht 
einen Kreis, sondern eine Ellipse oder Hyperbel mit den Halk- 
axen a und:d,. so ändert sich die in (C) ausgesprochene Relation 
nicht; die übrigen gehen aber in folgende über: un. = u x 


N Kr GER N 
FE REF EE (A) 
A a?l2.D2 
De Age, 
ab4D= 164, 4,43 D; D,D;, .(D) 
as 661364 4,215? 4? D, D,D;, (E’) 


a®b° D3=64 D, ? D,?.D,24, 4945. a 3 7 42) (Fe: 
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Für die Parabel lassen sich sehr leicht die entsprechende: 
Ausdrücke finden. ‘Bezeichnet man mit A (2) die Summe oder Dif- 
ferenz der Abstände zweier Punkte von der Axe der Parabel, je- 
nachdem dieselben auf verschiedenen oder auf derselben Seite der 
Axe liegen, so hat man, unter» den Parameter der Parabel ver- 


c 


standen: 


EURER Pk | 
en ur n 
hy daha? A) 

2200 
477; (B) 

43 D3 R 
KERELLL° (0) 
pPPAD=hhadzlılglz; (D") 
PB — 221% hl; (EP) 

PD’ — her Agdz. | (Ei), 


xXVi 


Veber die Bewegung in den Krüm- 
„mungen der Eisenbahnen. 


Von dem 
Herrn Doctor T. Wittstein zu Hannover. 


Herr Major Glünder hat in seiner so eben erschienenen in- 
teressanten kleinen Schrift: „Abhandlung über die Bewe- 
gungshindernisse in den Krümmungen der Eisenbah- 
nen‘ (Hannover bei Hahn) die bei diesem Gegenstande eintreten- 
den Beziehungen mit einer Klarheit und Umsicht entwickelt, dass 
dieselbe mit Recht allen betreffenden Technikern zur Kenntniss- 
nahme empfohlen werden kann. , Wenn wir nun dessen ungeach- 
tet den genannten Gegenstand hier noch einmal einer Betrachtung 
unterwerfen, so haben wir dabei mehr einen rein mathematischen 
Zweck. ‚Der Verfasser jener Schrift hat sich nämlich sogleich von 
vorn herein bei seiner. mathematischen Grundlegung mehrfache 
Abweichungen von der mathematischen Strenge gestattet, welche, 
wenn sie auch. 'vielleicht: für die Ausübung ohne Belang. sein 
mögen, dennoch bei,dem Leser das Gefühl einer. Unsicherheit 


Theil IX. 18 
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hervorbringen, für welche‘ keinerlei Art. von. Massstab gegeben 
wird. Es ‚scheint. uns ‚aber vielmehr, ‚es müsse jede. ‚derartige, eim 
Problem. der Praxis behandelnde Theorie, so, lange sie. ‚sieh. auf 
rein mathemätischem Boden hält, überall: mit vollkommener Strenge 
zu. Werke gehen ‚und. ihre  Endresultate als. völlig. scharf,: oder 
wenigstens mit Angabe der Fehlergränzen, der Praxis überliefern. 
Dieser mag es sodann überlassen bleiben, sich in ihren Ausfüh- 
rungen mehr oder weniger,.so weit sie es für gut findet, von dem 
Ergebnisse der Theorie zu entfernen. - 

Wir werden deshalb, dem Entwickelungsgang der genannten 
Schrift verlassend, den Gegenstand hier unter eine neue Auffas- 
sung zu bringen versuchen, von welcher wir hoffen, dass sie eben 
so.wenig an Einfachheit, als an Strenge, zu wünschen übrig lasse. 


$. 4 | 


" Unsere. Betrachtung wird sich ‚auf die Bewegung eines einzi- 
sen Räderpaares beschränken, welches fest auf seiner Achse sitzt. 
Wir nehmen ferner an, die Räder seien konisch gestaltet, so dass 
die Erweiterungen der rollenden Oberflächen beider Räder einen 
Doppelkegel MPN® (Taf. Vi. Fig. 1.) bilden, welchen man 
sich durch Umdrehung des gleichschenkligen Dreiecks MQN um 
seine Basis MN als Achse ‚entstanden denken kann. Endlich 
setzen wir die Schienen als Cylinder voraus, welche von dem 
rollenden Doppelkegel in A und 3 berührt werden, da in der 
Praxis wenigstens derjenige Theil der gebräuchlichen &-Schie-. 
nen, welcher mit den Rädern in Berührung kommt, cylindrisch 
abgerundet zu sein pflegt. | | 

Wir stellen dieser Auffassung ‚sogleich noch eine andere. zur 
Seite, welche sich durch die Rechnung bequemer handhaben lässt. 
Statt: des gleichschenkligen» Dreiecks -MQN (Taf, VI, Fig. 1.) 
denken wir uns einen Kreisbogen UQN (Taf. VII. Fig. 2.), des- 
sen Mittelpunkt in D’liest, um - seine: Sehne «MN als Achse ge- 
dreht, und den also entstandenen Körper als rollend auf eylindri- 
schen Schienen, die er in A und 2 berührt. Wir stellen hier 
mithin. an; die: Braxis die -Forderung, dass: ‚die, Radkränze nicht 
rein konisch, sondern auch im Sinne der Achse gekrümmt seien, 
d. h. dass man sich dieselben nicht sowohl durch Rotation einer 
seraden Linie um eine andere, als vielmehr durch Rotation eines 
Kreishogens um seine Sehne entstanden zu denken: habe... ' 

" "Wie wenig’ übrigens dieser letzte Unterschied, bei der üblichen 
geringen Breite der Radkränze, für ’die Praxis von Belang ist: 
davon kann man' sich dureh 'eime leichte Rechnung überzeugen. 
Es sei der Abstand A2=5$ Zoll Engl. (s: die Glündersehe Ab- 
handlung) und die Tangente der Neigung der konischen Radkränze, 
welehe'man sich als’ berührend in A’und' 2 zu denken hat, gegen 
die Radachse betrage''Y,,' so entspricht dieser berührenden Linie 
ein 'Kreisbogen MQN, dessen Halbmesser (dD=BD= 205,06 
Zoll hält. "Die Abweichung dieses Kreisbogens ‘von’ seiner Dan- 
sente aber, in der'Richtung des Halbmessers "senessen, beträgt 
tür 1 Zoll Entfernung vom  Berührungspunkte‘ nicht völlig 0, 
Linien, eine Grösse, deren Vorhandensein bei der 'Art,)'wie die 
Räder angefertigt werden, schwerlich noeh 'wird verbürgt werden 
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können. Diese Abweichung wird aber noch kleiner dadurch, dass 
man den Rädern in der Regel nur einen geringern Spielraum als 
1 Zoll zu beiden Seiten der’ Mitte verstattet; sie nimmt nämlich 
im quadratischen Verhältnisse dieses RL UNE, ab. Dazu kommt, 
dass ‘die Abnutzung der Räder nach eimer kurzen Zeit ihres 
Gebrauchs schon viel 'beträchtlicher ist, wovon man sich sofort 
durch ‚den blossen Augenschein überzeugen kann; und es wird 
mithin für die Bedürfnisse der Praxis zuverlässig keinen Unter- 
schied machen, ob wir von vorn herein rein konische Räder vor- 
aussetzen, oder Räder, deren rollende Oberflächen auch im Sinne 
der Achse eine Krümmung von der angegebenen Stärke besitzen. 


2. 


Es ist jetzt ohne Mühe zu übersehen, dass wenn man den 
Körper MPNQ (Taf. VL Fig. 1. und 2.) so in A und B auf die 
Schienen legt, dass seine Achse MN eine Neigung gegen den 
Horizont besitzt, ein Gleichgewicht im Allgemeinen nicht eintreten 
könne. Denn es sei Ü der Schwerpunkt, in welchem das Gewicht 
des Körpers CG=g (die Masse =1 gesetzt) vertikal abwärts 
wirkt, so erzeugen sich ‚durch. den Druck auf die Unterlagen in 
A und DB zwei Normal-Widerstände in den Richtungen AD und 
BD, welche, wie auch ihre Grösse sein mag,:sich. zu einer Re- 
sultante vereinigen lassen, die durch den Punkt. D geht. Soll nun 
Gleichgewicht bestehen, so muss diese Resultante dem Gewichte 
CG das Gleichgewicht halten, welches nur möglich ist, wenn der 
Punkt D in der durch den Schwerpunkt C gezogenen Vertikal- 
linie liest; in jedem andern Falle wird sich statt des gesuchten 
Gleichgewichts ein Krältepaar ergeben, welches den Körper durch 
Drehung um eine auf der Ebene ABD normale Achse in die 
Gleichgewichtslage zu bringen strebt. 


Von der Reibung auf den Schienen in A und B, welche den 
ruhenden Körper in einer andern als der angegebenen Gleichge- 
wichtslage festzuhalten im Stande sein würde, kann hier völlig ab- 
gesehen werden. Denn da der Körper dazu bestimmt ist, fortzu- 
rollen, so wird er, von jener Reibung nicht gehindert, rollend 
jederzeit von selbst die genannte Gleichgewichtslage annehmen. 


Nun liegt allerdings der Schwerpunkt eines Eisenbahnfuhrwer- 
kes niemals in der Mitte C der Radachse, sondern oberhalb der- 
selben in irgend einem andern Punkte ‘der Linie PQ, und es 
könnte sich demnach treffen, dass dieser Schwerpunkt genau mit 
dem Punkte D (Taf. VI. Fig. 2.) zusammenfiele. In diesem Falle 
würde Gleichgewicht bestehen, welche Neigung man auch der 
Achse MN geben wollte. Es könnte ferner der Schwerpunkt 
über D fallen, wo sodann eine vorhandene Neigung der Radachse 
das’ Bestreben. haben würde, ‚ sich noch zu vergrössern. _ Beide 
Fälle‘aber will man in der Praxis, wo ein stabiles Gleichgewicht 
gefordert wird, nicht haben, folglich ergiebt sich die Regel: 


die Neigung der Radkränze stets so gering zu 
wählen, dass der Mittelpunkt D des Bogens 
MON merklich höher liest, als der Schwerpunkt 
des Fuhrwerks. | | | 
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| So hat man in dem oben $. 1. gegebenen Beispiele DY = 
303 Zoll — 16 Fuss 11 Zoll, welche Grösse 'sicher in allen Fällen 
die Höhe des Schwerpunkts in einem Eisenbahnfuhrwerke um ein 
beträchtliches übertrifft, so dass mithin die Praxis, so wie sie 
von de Pambour ausgeht, schon unwillkührlich durch den ihr 
eigenen sicheren Takt das Richtige getroffen hat. 


Allgemein sei die grösste Höhe, welche der Schwerpunkt eines 
Eisenbahnfuhrwerks annehmen kann, von der unveränderlichen 
Horizontalen AB (Taf. VI. Fig. 2.) aus gerechnet —= Ah, und die 
halbe Breite der Bahn AH=BH=e, so muss die Tangente der 
Neigung der Radkränze gegen die Radachse immer geringer sein 


e , ° Ur. . 
als der Bruch 7; oder wenn man diesen Neigungswinkel, welcher 


mit dem Winkel ADE= BDE übereinstimmt, mit &, und den 
Halbmesser AD=BD mit r bezeichnet, so kann man die obige 
Regel auf die beiden Bedingungen reduciren: | 


t82<7. r > NV. e2tihe (1) 


wo die Grössen e und r durch die Gleichung r sine==e an einan- 
der gebunden sind. 


In Taf. VII. Fig. 1. sind die genannten Beziehungen nicht mit 
der nämlichen Evidenz zu erkennen, weil hier der Punkt D sei-. 
nen Ort verändert; indessen nimmt man ohne Mühe wahr, dass 
die aufgestellte Regel auch hier das Gleichgewicht stets zu einem 
stabilen machen wird, während eine Ueberschreitung dieser Regel 
dem Eintreten des nicht stabilen Gleichgewichts wenigstens 
schon sehr nahe führt. 


$. 8. 


Aus den bisherigen Andeutungen geht sofort hervor, dass 
eine geneigte Lage der Achse MN (Taf. VI. Fig. 1. u. 2.) stets 
nur dadurch dauernd hergestellt werden kann, dass zu den vor- 
handenen Kräften noch eine neue in geeigneter Weise hinzutritt. 
Es sei diese Kraft die horizontal wirkende und im Schwerpunkte 
C angebrachte CF=f, so wird jetzt Gleichgewicht vorhanden 
sein, sobald die Resultante aus f und 9 in ihrer Verlängerung den 
Punkt D trifft, d. h. sobald man hat 


ER | | 
u tg CDE (2) 


wobei jedoch die Beschränkung zu machen ist, dass Winkel CDE 
< W. ADE bleiben muss, wenn nicht der Körper aus seiner Bahn 
gehoben werden soll. —- Die Frage aber, woher diese Kraft? und 
wozu überhaupt eine Neigung der Achse gegen den Horizont? 
führt uns nun zu dem eigentlichen Gegenstande unserer Unter- 
suchung. | 


Wenn bei geneigter Lage der Achse MN der Körper MPN® 
durch die Kraft der Locomotive auf den Schienen vorwärts getrie 
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ben wird, so kommen nur Punkte zweier Kreisperipherien fort- 
während mit den Schienen in Berührung, deren Durchmesser AA’ 
und BB’ sind. Man kann zur Erleichterung der Auffassung diese 
beiden ‚Kreisperipherien als angehörig einem rollenden Kegel an- 
sehen, dessen Spitze in 7' liegt *). | 


Ist nun die Bahn geradlinig, so wird allen Punkten der Achse 
MN die nämliche Linear-Geschwindigkeit ertheilt; folglich muss, 
wenn der grössere Kreis AA’ eine rein wälzende Bewegung an- 
nimmt, der kleinere Kreis BD’ einen Theil seines Weges gleitend- 
oder schleifend zurücklegen; oder umgekehrt, wenn etwa der klei- 
nere Kreis BP’ eine rein wälzende Bewegung besitzt,: so wird 
der grössere Kreis eine rückwärts gleitende Bewegung annehmen 
müssen. indessen, da in diesem Falle, wenn man von zufälligen 
Einwirkungen absieht, das Gleichgewicht eine horizontale Stel- 
lung der Achse erfordert, so wird der fortrollende Körper sehr 
bald von selbst diese Lage annehmen, mithin ein Gleiten des 
einen oder des andern Rades und folglich auch das daraus ent- 
stehende Bewegungshinderniss: nicht weiter stattfinden, 


Anders dagegen verhält sich die Sache in Bahnkrümmungen. 
Hier darf nicht mehr jeder Punkt der Achse MN die nämliche 
Linear - Geschwindigkeit hesitzen, sondern die Geschwindigkeiten 
verschiedener Punkte derselben müssen sich verhalten wie ihre 
horizontalen Abstände vom Krümmungsmittelpunkte der Bahn, und 
es wird nicht nur bei horizontaler Lage der Achse, sondern im 
Allgemeinen auch bei einer willkührliehen Neigung derselben, das 
eine oder das andere Rad einen Theil seines Weges entweder 
vorwärts oder rückwärts gleitend zurücklegen müssen, folglich ein 
Bewegungshinderniss eintreten. Nur Eine bestimmte Neigung 
der Achse giebt es, bei welcher beide Räder eine rein wälzende 
Bewegung annehmen. Soll dieser Fall nämlich eintreten, so müs- 
sen die Geschwindigkeiten der Mittelpunkte der Kreisperipherien 


*) Dieser rollende Kegel hat einen Reoensenten der Glünderschen 
Abhandlung in der Eisenbahn -Zeitung (Stuttgart. 1846. 12. Juli) 
zu so seltsamen Missdeutungen geführt, dass wir uns nicht enthalten 
können, die Leser des Archivs auf dieses Curiosum aufmerksam zu 
machen. Daraus nämlich, dass (wie ‚sich sogleich zeigen wird) bei Nei- 
gung der Achse HN Schwere und Centrifugalkraft einander auf- 
heben sollen, schliesst der gelehrte Recensent weiter, dass ‚der ganze 
Kegel (AT4’') zufolge der Schwerkraft ein Bestreben haben muss, sich 
nach der Richtung seiner Achse fortzubewegen, welches Bestreben dann 
auch in wirkliches Fortschieben auf horizontaler Ebene übergehen muss, 
sobald die Drehung des Kegels, mithin die Centrifugalkraft, wegfällt. 
Also muss hiernach jeder Kegel, wenn seine Achse nur die erforderliche 
Neigung hat, zufolge der Schwerkraft sofort zu rutschen beginnen, so- 
bald man ihn mit der Seite auf eine horizontale Ebene legt! Dieser 
frappante Satz würde wahrlich ein Perpetuum mobile der einfachsten 
Natur möglich machen, was sich ganz besonders zum Ziehen von Lasten 
auf horizontalen Wegen eignen dürfte, ‘° 

Dass sich der geistreiche Recensent (der wohlweislich seinen Namen 
verschweigt) noch über manches andere wundert, was die Glündersche 
Schrift enthält, wird man nach dieser Probe leicht erklärlich finden, 
Eine Kritik erscheint uns, einem so groben Unverstande gegenüber, 
als völlig überflüssig. : 
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Ad’ und BB' sich verhalten wie diese Kreisperipherien selbst, 
letztere aber. verhalten ‚sich wieder wie. ihre Abstände von der 
Spitze 7’ des schon gedachten Kegels; . folglich muss. die Kegel- 
spitze 7' in einerlei Vertikallinie mit. dem Krümmungsmittelpunkte 
der Bahn liegen, oder mit andern Worten, es muss die Sache 
so angesehen werden können, als ob der Kegel ATA’ eine rein 
wälzende Bewegung annimmt, bei welcher seme Spitze 7’ unver- 
rückt liegen bleibt. 

Zur Herstellung der für diese Verhältnisse erforderlichen Nei- 
gung der Achse MN bietet sich nun die Centrifugalkraft 
dar. Es sei demnach jetzt CF—=f die Centrifugalkraft des Punk 
tes C, seine Geschwindigkeit in der Bahn —=v, und sein Krüm- 
mungshalbmesser TU=o, so hat man bekanntlich (die Masse 
des Körpers MPN@ wie oben —1 setzend) 


v2 
= 7 T, 


Q 


wodurch sich die obige Gleichgewichtsbedingung (2) umwandelt in 


v2 

— zetsCDE 
ardıks (8) 
v—N getgCDE 


Da in dieser Gleichung die Grössen oe und ODE nicht unab- 
hängig von einander sind, indem mit dem Wachsen der einen die 
andere abnimmt, so. giebt 'es mithin 


bei jeder gegebenen Krümmung der Bahn nur 
Eine bestimmte Geschwindigkeit, bei welcher 
beide Räder eine rein wälzende Bewegung an- 
nehmen. 


Jede andere Geschwindigkeit, sie sei kleiner oder grösser als 
die genannte, bringt mithin dasjenige Bewegungshinderniss her- 
vor, welches aus einem theilweisen Schleifen des einen. oder des 
andern Rades entsteht; und zwar übersieht man ohne Mühe, 
dass. dieses Bewegungshinderniss desto grösser ausfallen wird, 
je mehr man sich nach der einen oder andern Seite hin von jener 
Geschwindigkeit entfernt. 


$. 4. 


Für die Praxis ist es von Wichtigkeit, die so eben näher be- 
zeichnete Geschwindigkeit, welche wir zur Abkürzung die Nor- 
mal-G@eschwindigkeit nennen wollen, für eme gegebene Bähn- 
krümmung ermitteln zu können. Wir gelangen dazu durch fol 
gende Rechnungen, bei deren Herleitung wir uns auf Taf. VII. 
Fig. 2. beschränken. | 

Es sei die Neigung der Achse MN gegen den Horizont oder 
der Winkel MTA=9, so hat man in Taf. VII. Fig. 2... auch 
CDE=p, folglich aus .(8) | 


Be  n (4) 
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oder, da oetgp=CÜU ist: | 91h 

Hieraus aber erhalten wir leicht’ eine angenäherte Bestimmung von 
v, welche für alle Verhältnisse, ‘die ‚die Praxis "bietet, vollkom- 
men zureichend sein: wird. Der ‘Winkel 9 nämlich muss nach 
dem Obigen stets merklich kleiner bleiben als ADE=z, wenn das 
Fuhrwerk nicht in Gefahr gerathen soll, über den Berührungs- 
punkt A hinweg aus der Bahn geschleudert zu werden; und da 
man diesen Winkel e nach $. 2. schon möglichst klein zu wählen 
hat, so wird um so mehr der Winkel 9 klein bleiben und kaum 
jemals die Grösse von 1 oder 2 Graden übersteigen dürfen. Un- 
ter. der ‚Voraussetzung also, dass man mit einer hinreichend ge- 
ringen Anzahl von Decimalstellen rechnet, machen, wir. jetzt die 
Annahme, der Winkel sei: so klein, dass man ohne bemerkba- 
ren Einfluss WR 


sın — te9=p und cospo=1 


setzen dürfe. In den Anwendungen hat man alsdann, sobald der 
Winkel @ gefunden ist, jedesmal sofort ein Mittel in Händen, um 
ale den Grad der Genauigkeit der gefundenen Resultate zu ur- 
theilen. | 

Es sei nun c der mittlere Halbmesser .der Räder, d. h. 
diejenige Grösse, in welche die Halbmesser der Kreise AA’ und 
BEB' bei Horizontalstellung der Achse MN übergehen; und es 
sei ferner die Länge CD=p, so hat man 


DHZzpcspg+ CU=p+c, 
ofgttlh, wegen cosp=l1: | 
| Dean | 
untl aus; (5). bi din. da 
v=Nge. a 0) 
Diese Gleichung schliesst den beachtenswerthen Satz in sich: 


dass für diein der Praxis vorkommenden Grän- 

zen die Normal-Geschwindigkeit, bei welcher 
beide Ränder eine rein wälzendebewegüung an- 
nehmen, als unabhängig von dem’ Krümmungs- 
halbmesser, und mithin für'die ganze’ Bahn als 
constant anzusehen ist. 


Das einzige bestimmende Element, aus welchem die Normal- 
Geschwindigkeit gefunden wird, ist demnach der mittlere Rad- 
halbmesser; und setzt man diesen, wie gewöhnlich, —=1} Fuss 
Engl., während 9==32,2 Fuss Engl. ist, so erhält man | 


v—=6,95 Fuss 


als: diejenige Geschwindigkeit, mit welcher eine Bahn ihrer ganzen. 
Erstreckung nach, welche Krümmungen sie Auch "bilden mag, 
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befahren werden kann, ohne dass ein Schleifen des einen oder 
des andern Radkranzes auf den Schienen eintreten wird. 

Die Grösse der Neigung @, welche der so eben gefundenen 
Normal-Geschwindigkeit entspricht, bestimmt man nun ohne Mühe 
aus der jedesmaligen Grösse des ‚Krümmungshalbmessers, Die 
oben gegebene Gleichung gtgp—= CU verwandelt sich nämlich 
jetzt, nach den geschehenen Voraussetzungen, in 


ER.Fr 65 
woraus 
ne 
BE W 


und diese Gleichung zeigt, dass man, mit Beibehaltung des obi- 
gen Werthes von c, selbst noch für einen Krümmungshalbmesser 
e=50 Fuss einen Werth von @ erhält, nämlich | 


9 = 0,03, d. i. 1 Grad 43 Min, 


für. welchen man cosp=1 und sinpg=tsp=p setzen darf, ohne 
einen Fehler zu begehen, der die Grösse von einer halben Ein- 
heit der dritten Decimalstelle erreicht; eine für alle Anwendun- 
gen zureichende Genauigkeit. Noch mehr verringert sich offenbar 
dieser Fehler, für grössere Krümmungshalbmesser; se z. B. für 
e—=300 Fuss würde. man nur. haben | 


"= 0,005, d. i. 17 Min. 


Es ist zu bemerken, dass ein gegebener Krümmungshalb- 
messer sieh stets auf die Mitte 7 der Bahn zu beziehen pflegt, 
während in den vorliegenden Rechnungen dieser Krümmungshalb- 
messer stets auf den Punkt U bezosen wurde; doch ist der Un- 
terschied zwischen den Werthen TU und TH, nämlich UH=pp, 
welcher höchstens einige Zoll betragen kann, so gering, dass er 
im Vergleich mit dem ganzen Krümmungshalbmesser ohne bemerk- 
baren. Einfluss vernachlässigt werden darf. 

Schliesslich bleibt uns noch eine Grösse zu bestimmen, die 
für die Praxis von Wichtigkeit ist, nämlich die Grösse derjenigen 
Verschiebung, welche der Körper MPN® auf den Schienen zu 
erleiden hat, wenn die Achse aus der horizontalen in die so eben 
festgestellte geneigte Lage übergehen soll. Diese Verschiebun 
wird: nämlich unmittelbar durch den Bogen ®E ausgedrückt, un 
setzen wir denselben = m, so erhalten wir unter der Voraussetzung, 
dass der Halbmesser AD= BD=r bekannt sei, 


ee co 


er LENZ. 


|» 


Nun ist es für die Praxis von Belang, dass. diese Verschiebung 
möglichst gering ausfalle, weil davon die nöthige Breite der Räder 
abhängt. Da dieselbe sich nun hier-als abhängig von dem Halb- 
messer r zeigt, dieser aber wieder, bei gegebener Bahnbreite, 
durch. den Neigungswinkel & der Radkränze gegen. die Radachse 
bedingt wird, so.ergiebt sich die praktische Forderung: han 
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die Neigung der Radkränze stets so gross zu 
wählen, dass die Verschiebung m der Räder auf 
den‘Schienen eine gewisse gegebene Grösse 
nicht übersteigt. 


Diese Forderung tritt mithin als Ergänzung zu der im $. 2. 
aufgestellten Regel hinzu, und beide zusammen genommen schlies- 
sen erst die Neigung der Radkränze in zwei Gränzen ein, deren 
numerische Werthe zu bestimmen indessen der Praxis überlassen 
bleiben muss. - 

Um ein erläuterndes Beispiel hinzuzufügen, so haben wir oben 
unter der Annahme tgce=! gefunden r—=205,06 Zoll, und daraus 
ergiebt sich für einen Krümmungshalbmesser oe —= 300 Fuss beim 
Eintritt der Normal-Geschwindigkeit eine Verschiebung 


m = 1,0253 Zoll. 


Betrachtet man diese Verschiebung, die nur um ein Geringes die 
Grösse von 1 Zoll übertrifft, als die äusserste, welche man einem 
Rade von der üblichen Breite von 3 Zoll noch auferlegen darf, so 
folst, dass für 'Radkränze von 4 Neigung der Krümmungshalbmes- 
ser von 300 Fuss eine Gränze abgiebt, unter welche man bei An- 
legung einer Eisenbahn nicht hinabgehen darf. Wenn es aber 
erlaubt ist, die Neigung der hadkränze grösser anzunehmen, als 
sie durch die Gleichung tg2=+ bestimmt wird, ohne dass man 
zu befürchten hat, dass der Mittelpunkt D des Bogens MQN der 
höchsten möglichen Lage des Schwerpunkts in einem Eisenbahn- 
fuhrwerke zu nahe rückt oder gar darunter fällt, so werden unter 
Voraussetzung derselben äussersten Verschiebung auch noch gerin- 
gere Krümmungshalbmesser für die Bahn zulässig sein. 

Allgemein findet man als - die äusserste zulässige 
Gränze für die Grösse 'des Krümmungshalbmessers 
aus. der Gleichung (8) - | 


Tr | 


indem man hierin für m und r gleichfalls ihre äussersten zulässi- 
gen Werthe setzt. ! 


il Id 9% rt), 


Die bisher entwickelten Gesetze enthalten insofern noch keine 
den Forderungen der Praxis vollkommen genügende Theorie, als 
die oben gefundene Normal-Geschwindigkeit. v=6,95 Fuss, welche 
sich nur durch. Vergrösserung der Radhöhe noch etwas. erhöhen 
lässt, bei weitem nicht diejenige Geschwindigkeit erreicht, mit. 
welcher durchschnittlich die Eisenbahnen pflegen befahren zu wer- 
den. Diese Geschwindigkeit beträgt nämlich_bei voller Kraft der 
Maschine 30 Fuss und darüber, und vermindert sich nur in der 
Nähe der Haltstellen; es wird, demnach in der Wirklichkeit im 
Allgemeinen nicht vermieden werden können, dass dasjenige Be- 
wegungshinderniss, welches aus einem theilweisen' Schleifen des 
einen oder des’ andern Rades auf seinen Schienen entspringt, in 
beträchtlicher ‚Grösse sich einstelle, worüber weitere Rechnung zu 
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führen wir uns hier versagen wollen ‚' indem’ wir auf die Glün- 
dersche Abhandlung verweisen. 31 | 

- Zugleich aber zeigt sich noch ein zweiter Uebelstand. Jener 
in der Wirklichkeit vorhandenen grössern Geschwindigkeit ent- 
spricht nämlich, auch eine stärkere Neigung der Radachse gegen 
den Horizont, ‚und folglich auch eine, stärkere Verschiebung der 
Räder auf den Schienen, welche Verschiebung aber, bei. einem 
nach den bisherigen Gesetzen construirten Fuhrwerke, keineswegs 
in allen Fällen sich noch wird ausführen lassen. Aus (3) erhält 
man nämlich, indem man wie bisher tg CODE=tgp = 9 setzt, 


v2 
ge). 
und da wir jetzt nicht mehr die Annahme machen, es sei v iden- 
tisch mit der oben sogenannten Normalgeschwindigkeit, so fällt 
auch nicht, mehr die :Kegelspitze 7' in einerlei Vertikallinie mit 
dem: Krümmungsmittelpunkte der Bahn, man darf: wicht mehr TU 
mit dem: Krümmüungshalbmesser der Bahn verwechseln, d. hi 'e9 
—=.e. setzen, sondern die Gleichung (8) zur Bestimmung der Grösse 
QE=m der Verschiebung der Räder auf.den Schienen nimmt 
jetzt die Gestalt an: | ln h 
a Ah eb | 
murd ===; «ul (10) 
row 101190 | SW 
woraus man sodann umgekehrt als die äusserste zulässige 
Gränze für die Grösse des Krümmungshalbmessers 
statt (9) erhält Aa; | | 
| for 1 
9 ng’ | dh 
wenn man hierin für m, r und v gleichfalls ihre äussersten zuläs- 
sigen Werthe setzt. 
Es sei zum Beispiel die äusserste zulässige Verschiebung 
m] Zoll, ferner v=30 Fuss, so erhält man mit Beibehaltung 
der übrigen Zahlen, so wie sie eben benutzt wurden, 


e—=5731 Fuss 


als denjenigen Werth des Krümmungshalbmessers, unter welchen 
hinab bei der Anlage der Eisenbahn nicht gegangen werden darf 
Diese Gränze lässt sich allerdings noch dadurch etwas hinab- 
‚drücken, dass man die Neigung der Radkränze vergrössert (wo- 
durch r kleiner wird); aber sie wird sofort wieder zunehmen, 
sobald die Bahn mit noch grössern Geschwindigkeiten als 30 Fuss 
befahren werden soll, so dass wir nicht zu. weit gehen werden, 
wenn wir in runder Zahl 6000 Fuss als niedrigste Gränze für die 
Grösse des Krümmungshalbmessers unter den hier vorausgesetz- 
ten Verhältnissen annehmen. | ps 
Beide Uebelstände zusammengenonimen, nämlich: 


1) dass man es bei den üblichen bedeutenden Geschwindig- 
keiten niemals in. seiner Gewalt hat, in den Bahnkrüm- 
mungen eine rein, wälzende Bewegung beider Räder her- 
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zustellen, sondern immer durch theilweises Schleifen; des 
einen oder andern Rades ein mehr oder weniger bedeu- 
tendes Bewegnngshinderniss eintritt; so wie 


2) dass selbst bei Zulassung dieses Bewegungshindernisses 
dennoch wegen der bedeutenden Verschiebung; welche 
die Räder auf den Schienen erfordern würden, stärkere 
Bahnkrümmungen als solehe mit 6000 Fuss Halbmesser 
gar nicht zugelassen werden dürfen; 

haben es von grosser Wichtigkeit erscheinen lassen, eine Anord- 
nung'zu erdenken, bei welcher diese :Uebelstände entweder ganz 
oder wenigstens theilweise wegfallen. Diese Anordnung besteht 
aber in der Erhöhung der äussern Schienenreihe, und es 
bleibt uns mithin jetzt noch zu untersuchen übrig, wie bei dieser 
Abänderung ‚in den bisherigen Voraussetzungen die Bewegung in 
den Bahnkrümmungen sich gestaltet. | Hi 


DL? 

Nehmen wir also jetzt an, es sei die Linie AD, welche die 
Berührungspunkte zwischen Räder und Schienen mit einander ver- 
bindet, nicht mehr horizontal wie in Taf. VII. Fig. 2., sondern um 
den Winkel ATK=o, Taf. VII. Fig. 3., gegen den Horizont geneigt; 
alsdann wird die Neigung der Achse MN segen den Horizont gemes- 
sen durch den Winkel MTK=o9-+o, indem MTA=p wie früher 
denjenigen Winkel bezeichnet, welchen die Achse MN mit der 
Linie AB einschliesst. Die Richtung der Schwere CG steht jetzt 
rechtwinklig auf 7X, und demnach verwandelt sich die Gleichge- 
wichtsbedingung (3) jetzt in N 


En) in ta 
78 


—=tg(p+o) 


so dass wir statt (4) erhalten, 


2) \ 


vente (3), 


und nehmen wir jetzt an, es liege die Kegelspitze 7 in einerlei 
Vertikallinie mit dem Krümmungsmittelpunkte der Bahn, so wie es 
zur Erlangung einer rein wälzenden Bewegung beider Räder noth- 
wendig ist, so ist mithin ZVY=o der Krümmungshalbmesser für 
den Punkt €, folglich ots(p + o)= CV, so dass statt (5) der 
Ausdruck für die Normal-Geschwindiskeit wird: 


| v=NgW. | (14) 
Hieraus lässt sich wiederum eine äangenäherte, aber für die 
Praxis’ völlig genügende Formel herstellen, wenn man der ‘obigen 
Annahme gemäss nicht nur den Winkel 9, sondern auch den 
Winkel @ so klein voraussetzt, dass man ohne bemerkbaren Fehler 


snp=tigp=p und cosy=l, 
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sowie Han 
\ ö s PS ih ser 
sina=tga—=w und cosw=1 


setzen könne. Alsdann nämlich wird, indem man gleichzeitig wie- 
der den mittleren Radhalbmesser ce einführt, 


CV. ='c +00, 
so dass wir statt der Gleichung (6) jetzt die folgende erhalten: 


v—=N g(c+00). | (15) 


Hier zeigt sich nun, dass die Normal-Geschwindigkeit nicht mehr 
als unabhängig vom Krümmungshalbmesser angesehen 
werden darf, sobald man der äussern Schiene eine Erhöhung 
über die innere Schiene giebt, sondern dass sie zugleich mit die- 
ser Erhöhung nd dem Krümmungshalbmesser wächst Man kann 
hier mithin erreichen — was bei der frühern Anordnung nicht 
möglich war — dass die Normal-Geschwindigkeit, bei welcher 
heide Räder eine rein wälzende Bewegung annehmen, jeden be- 
liebigen Werth erhält, wenn man nur 0 und ® angemessen fest- 
stellt; und wenn (wie der Fall in der Praxis vorzuliegen pflegt) 
diejenige Geschwindigkeit v bekannt ist, mit welcher eine ‚Bahn- 
krümmung vom Halbmesser o befahren werden soll, so kann man 
dieselbe zur Normal-Geschwindigkeit in dem hier gebrauchten 


x 


Sinne des Worts machen, indem man nach (15) 


aa naar | 6) 


annimmt. Diese Grösse kann man sodann weiter benutzen, um 
die lineare Erhöhung des Punktes A über B, oder die Differenz 
AK-—BL=Ö zu bestimmen, wenn die Breite der Bahn AB=%e 
bekannt ist; nämlich 


ö—= 2eo. (17) 


Soll z. B. die Normal-Geschwindigkeit in einer Bahnkrümmung 
von 300 Fuss Halbmesser 30 Fuss betragen, so hat man, mit Bei- 
behaltung der übrigen Werthe von oben, 


o —= 0,088, d. i.5 Grad ? Min, 
und daraus 


o=5,10 Zoll. 


Der Winkel » ist hier so gross ausgefallen, dass die Ueberein- 
stimmung von sino und tg® mit & selbst, und von cos » mit der 
Einheit, nur noch bis auf ‚weniger als eine halbe Einheit der 
zweiten Decimalstelle verbürgt werden kann; welche Genauigkeit 
indessen für die Anwendungen noch immer vollkommen ausreichend 
sein würde, wenn so ‘grosse Erhöhungen überhaupt noch in. der 
ai vorkommen könnten, worüber $. 7. das Weitere enthalten 
wird. 
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Zugleich aber übersieht man noch aus den gegebenen For- 
meln, dass wenn alles übrige ungeändert bleibt, ® sowie dıim 
umgekehrten Verhältnisse des Krümmungshalbmessers sich ändern 
müssen; mithin z. B. für eine Krümmung von 600 Fuss Halb- 
messer | N 

o—=0,04, 9=255 Zoll, 


für eine Krümmung von 900 Fuss Halbmesser 


00,029, d—1,70 Zoll, 
u. s. f. | 
Was die Grösse der Verschiebung der Räder auf ihren Schie- 


nen betrifft, so wird dieselbe auch hier durch den Bogen QE=m 
gemessen, und man hat wie oben 


MT. 
Für den Winkel p aber erhält man aus (12) 


v2 
=. g, 18 
Dr oe (18) 


und wenn hier v diejenige Normal-Geschwindigkeit bedeutet, für 
welche die Krümmung gebauet, d. h. » bestimmt ist, so giebt 
die Zuziehung von (16) | 


er 


wie in (7), und daraus 


c 
De Os 


wie in (8). Es gelten mithin wieder genau alle diejenigen Folge- 
rungen, welche sich oben im $. 4. an die Gleichungen (7) und (8) 
angeknüpft haben, und demnach leistet die Erhöhung der äussern 
Schienenreihe allen den Anforderungen Genüge, welche man an 
die Bewegungen in Bahnkrümmungen stellen kann. Denn nicht 
nur ist man jetzt im Stande, für jede gegebene Geschwindigkeit 
eine Bahn herzustellen, in welcher durchgängig eine rein wälzende 
Bewegung beider Räder stattfindet, sondern es gilt auch .nicht 
mehr jener Halbmesser von 6000 Fuss als Gränze, welche von 
der Ernmıin der einzelnen Bahnstrecken nicht überschritten 
werden darf. Im Gegentheil findet man hier wieder als die äus- 
serste zulässige Gränze für die Grösse des Krümmungs- 
halbmessers aus (8) den Werth 


> LANE 
S am 1er 
‚wie in (9); wenn man hierin für m und r gleichfalls ihre äusser- 
sten zulässigen Werthe setzt; ‘also unter den oben gemachten 
Voraussetzungen o0=300 Fuss. 
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...,Wenn eine Bahnkrümmung, in welcher die äussere Schienen- 
reihe eine) angemessene Erhöhung, gegen die innere erhalten hat, 
nicht mit derjenigen Normal- Geschwindigkeit befahren wird, für 
welche sie gebaut, d. h, der Werth von ® festgestellt ist, — ein 
Fall, der in der Praxis offenbar nicht vermieden werden kann, — 
so treten hier wieder Betrachtungen in Kraft, ähnlich denjenigen, 
welche den Gegenstand des $. 5. ausmachen. In diesem Falle 
werden nämlich nicht mehr. beide Räder eine rein wälzende Be- 
wegung annehmen, sondern es wird durch das Schleifen des einen 
oder des andern Rades auf seinen Schienen das mehrerwähnte 
Bewegungshinderniss sich einstellen, welches wir,. wie schon ge- 
sagt, ‚hier nicht weiter der Rechnung unterwerfen. Zugleich wird 
aber auch die Verschiebung der Räder auf. den Schienen, m, eine 
andere werden, da der Neigungswinkel 9 sich ändert; und nen- 
nen wir demnach v diejenige von der Normalgeschwindigkeit ver- 
schiedene Geschwindigkeit, mit welcher die Bahn befahren wer- 
- den soll, so haben wir. mit. Zuziehung .der Gleichung (18)... 


2 
m—=ro—rl-—-—o (19) 
FERUNIO 


als die Grösse der. einer beliebigen Geschwindigkeit v entsprechen- 
den. Verschiebung.: Diese Grösse.fällt mit. (8) zusammen, wenn 
man für v die Normal- Geschwindigkeit an die Stelle, setzt; sie 
wird Null, wenn v den Werth v — N geo hat, in welchem Fälle 
die Achse MN parallel zu der Basis AB liegt; und endlich kann 
sie auch negativ werden, und kommt dem Werthe m=—ro desto 
näher, je mehr die Geschwindigkeit sich dem Werthe Null nähert, 
in welchem letztern Falle die Achse MN horizontal liegt. Alles 
dieses erhellet auch unmittelbar aus der Betrachtung der Natur 
der Sache. 2 

Nehmen wir beispielsweise an, die oben vorausgesetzte Bahn- 
krümmung; ‚von:/300 Fuss. Halbmesser, welche für eine  Normal- 
Geschwindigkeit, von. 30 Fuss eine Neigung @=0,083 hesitzen 
muss, solle mit 'einer Geschwindigkeit von 32 Fuss befahren wer- 
den, so .ergiebt sich aus (19) die zugehörige Verschiebung 


m RT Zell, 


‚dessgleichen wenn dieselbe mit einer Geschwindigkeit, von 28 Fuss 
‚befahren werden soll, so erhält man die Verschiebung... 

” m — 4,4 Zul, 7 a ws wer 
‘während für die’ Normal - Geschwindigkeit ‘yon 30° Fuss "die ‚Ver- 
schiebung beträgt | en 


m=]1,)0 Zoll. 


Die, wie dieses Beispiel zeigt, so beträchtlich ausfallenden 
Differenzen in der Grösse der Verschiebung bei einer so geringen 
Abweichung von +2 Fuss von der Normal-Geschwindigkeit, welche 
die ursprünglich festgestellte Gränze von m=+1 Zoll weit über- 
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Ssehreiten ‚ machen hier zum. Schluss; noch ‚eine eigene Untersuchung 
nöthig , um Ähre‘‚Ursachen aufzusuchen, ‚und daraus für die Praxis 


Regeln zur Vermeidung: derselben herzuleiten. | vs aba 
Es seien zu dem Ende v und v' irgend zwei Geschwindigkei- 

ten und resp. m. und m’ die ihnen entsprechenden Verschiebungen, 
so folgt aus (19) a A AR A DE 
a ee 

m— m! =r.——, 2 


gg 


und lässt man hierin v' die Normal-Geschwindigkeit bedeu- 


u 


ten, wodurch m den Werth 
i et . „#lrt x 


i + | Er € 2; 
NT 
ul o | 

annimmt,>so erhält man; | | | 
rfv—uv*. 2 Fyyg 


welche Gleichung sofort erkennen lässt, wie die in jedem beson- 
dern Falle gegebenen Data auf die Grösse von m von Einfluss 
sind. Bezeichnet nämlich v die äusserste Geschwindigkeit, 
mit welcher die der Normal-Geschwindigkeit v’ entsprechende Bahn- 
krümmung noch befahren werden soll, so wird die ihr zugehörige 
Verschiebung m desto kleiner ausfallen, je kleiner r, d.h. je 

rösser die Neigung der Radkränze gegen die Radachse ist, und 
je grösser eg angenommen wird. Es zeigt sich hier mithin aber- 
mals die Nothwendigkeit, die Neigung der Radkränze so gross 
wie möglich zu wählen, wodurch der im $. 2. gegebenen Regel 
eine Gränze gestellt wird. Ist aber die Neigung der Radkränze 
ein für alle Mal auf ein Aeusserstes festgestellt, so bleibt nur 
der Krümmungshalbmesser »noeh “das seinzige veränderliche Ele- 
ment, und man erhält nfithin, ‘sobald“durch die Breite der Räder 
eine äusserste zulässige _Grösse der Verschiebung vorgeschrieben 
ist, jetzt als die Auwsserstel zulässige Gränzelfür die 
Grösse,des Krümmungshalbmessers aus (20).‚den ‚Werth. 


HN “an pe vn Zu 1 12. ’ ' en en a ee 
—_— ee C F >] 
id BN« Amin en 


wenn man hierin für m, r und,v gleichfalls ihre äussersten zuläs- 
sigen Werthe an die Stelle ‘setzt. ' 

Da es fürsmı zwei (:äusserste;Werthe giebt, nämlich einen 
grössten und einen kleinsten,- so hat man die ‚Rechnung doppelt 
zu führen und von den gefundenen beiden Krümmungshalbmessern 
den grössern beizubehalten. Im allgemeinen wird v’ das arithme- 
tische Mittel aus jenen beiden äussersten Geschwindigkeiten sein, 
in. welchem Falle man nur für ‚die ‚grösste Geschwindigkeit die 
Itechnung durchzuführen braucht; doch ist jenes: nicht 'nothwen- 
dig, ‚sondern vielmehr ‚ist es ‚der. Praxis angemessener, . die am 
häufiesten vorkommende Geschwindigkeit als. Normal- (e- 
schwindigkeit dem Bau der Bahnkrämmungen zum Grunde zu legen. 

»Bs seien: zum Beispiel» wie oben‘ die äussersten: Gesehwindig- 
keiten, mit welcher eine für die Normal-Geschwindigkeit v’ 30 
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Fuss einzurichtende Bahnstrecke noch’ befahren werden soll, die 
von 32 und 28 Fuss, und als äusserste Grösse der Verschiebung 
werde m—=-++1 Zoll festgestellt, so hat man 


2053,06 (322 — 302 
1) 02 





7 15) 4097 ‚Fuss, 





TEN 32,27 
) II82.__ 302 
2) = ee, 15)=431 Fuss; 


und es dürfen demnach auf der genannten Bahnstrecke Krüm- 
mungshalbmesser unter 1100 Fuss nicht zugelassen 
werden, wenn nicht Gefahr entstehen soll, dass der Wagenzug 
die Schienen verlässt. Und so in ähnlichen Fällen. 


Aus diesem Grunde werden also auch sowohl die der Nor- 
mal-Geschwindigkeit entsprechende Verschiebung, als auch die 
Erhöhung der äussern Schienenreihe gegen die innere, in der 
Praxis weit geringer ‚ausfallen, als’ sie oben im $. 6. beispiels- 
weise berechnet wurden. 


XXVvıin 


In ein gegebenes Dreieck ein ähnliches 

zu zeichnen, dessen Seiten mit den 

homologen des ersteren einen gegebe- 
nen Winkel o bilden. 


Von dem 
Herrn Doctor H. Hoffmann, 


Lehrer am Gymnasium zu Danzig, 


Diese Aufgabe bietet zwei wesentlich von einander verschie- 
dene Fälle dar; wenn nämlich 


I. jede Ecke des einbeschriebenen Dreiecks in der Gegen- 
seite des gleichen Winkels liegt, und wenn _ 


II. jede Ecke des einbeschriebenen Dreiecks in der Gegen- 
seite eines ungleichen Winkels liegt. T 
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l.-Erster Fall. 
1) Geometrische Auflösung. 
wer; ES .1 
Gegeben ist das Dreieck ABC (Taf. VII. Fig. 1. u. 2.). Man 
suche den Mittelpunkt, ©, des umbeschriebenen Kreises mittels 
der drei Perpendikel OD, OE, OF in der, Mitte der Dreiecks- 


seiten; trage an diese Perpendikel in O den gegebenen Winkel 
immer nach derselben Seite an, so dass ° 


ZDOa=ZEO=ZFOc=Ep 


und verbinde die Schnittpunkte a, b, c mit emander; dann ist 
Aabe das verlangte Dreieck. 


Der Beweis zerfällt in_zwei Theile: 
DD Aabe 8 AABC. 
Da ZOLIE=ZLOcF—=ZLOuaD, so sind die Vierecke 
ObAc, OcBa, OaCb 


IIBCIRJIRTeChE zieht man daher noch OA, OB, OC und bedenkt, 
ass | 


ZOAE=ZOCE, ZOBF=ZOAF, ZOCD=<ZOBD; 


— 


so hat man: 
ZOAC= ZOu,, ZOBA=ZObc, ZOCB=L Oca, 
ZOAB=Z£LOac, ZOBC=ZLOba, LZOCA= LO. 


Addirt man die unter einander stehenden Gleichungen, so. erhält 
man: a 


ZLCAB= cab, LABC=Lobc, ZLBCA=Zbeca; ' 
d. h. AABOCS A abe. 
2) Die Neigung der homologen Seiten ist = oder 
Z(BC,b)=Z(CA,ca=_Z(AB, ab)=p. 

Aus den ebah benutzten sechs Gleichungen folgt auch: 
ZOd=ZOeb, ZObe=LOac, LOca=LOba. 
Schreibt-man diese Gleichungen noch folgendermassen ‚darunter: 
15; f Alba Oca, LOd=Z Oab, LOc=L Öbe, al | 

ww 06c=—L Oac, ze Vca=ZOba, re) Oadb=L0cb; hi J 
und addirt Niter einander Mllänlen‘ R hat man: sordas 
Theil IX. 19 


282 


Z0Oab+ Zabe= Lbcat+Z Oac = IR, 
ZObe +<£bea= Lcub+£0Oba—=iR, 
Z0Oca+ Leab= ZLabce+ ZLOch—1R. 


Daher ist O für das Dreieck abe der Höhenpunkt, folglich: 


u wi 5 .ODyBO, 
Ob ı’ea, aber auch: OEı1 04, 
Oc Lab; RB OT SA: 1 2 


da nun nach der. Construction re 
| <DOa=<EO=ZLFOCEY, 1, . 
so ist auch: e 


Z(BC,b)=<Z(CA, ca)= £Z(AB,ab)=y. 


2. 


Trägt man den Winkel p nach der einen Seite (wie in Taf. VIH. 
Fig. 1.) oder nach der andern Seite (wie in Taf. VII. Fig.2.) auf die an- 
gegebene Art an, so erhält man das Dreieck abc oder das Dreieck 
a’b'c'. Von diesen beiden Lösungen ist zu bemerken, dass sie 
congruente Dreiecke liefern; denn aus den congruenten Dreiecken 


AOBEDSAOVDE, AOCFDONOcF, AOuDDA0O'dD' 
folgt: 
Ob=0'b', Oc=V'c, VOa=0/«; 
aber es ist auch: 
Zb0c= 2000, ZeOa—=Le Od, Lab =Za0W;, 
folglich : | 
be=b'c', cu=c'a, ab—=a'b'; 


d.h. Abe Auad’c. 


Von den Kreisvierecken 
ObAc, OcBa, OaCh 


ist zu merken , dass die Rädien der umbeschriebenen Kreise gleich 
sind, da nach einem bekannten Satze die Radien der Kreise, 
welche man durch zwei Ecken und den Höhenpunkt legt,. gleich 
dem Radius des umbeschriebenen Kreises sind.. Wendet man dies 
auf das Dreieck abe und seinen Höhenpunkt O an, so folgt der 
ausgesprochene Sata: be Hihhe’ hat 
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Für das Dreieck ABC kann man den Satz so aussprechen: 
Beschreibt man drei Kreise mit gleichen Radien, welche durch 
den Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises und eine Ecke eines 
Dreiecks gehen und liegt der Schnittpunkt zweier in einer Drei- 
ecksseite, so liegen auch die andern Schnittpunkte in den Drei- 
ecksseiten. 4 

Oder: Wenn drei Kreise mit gleichem Radius beschrieben 
werden, von denen jeder ‚durch die Ecke eines Dreiecks geht 
und der eine die beiden andern in einer Dreiecksseite schneidet, 
so schneiden sich auch diese in einer Dreiecksseite und alle drei 
in dem Mittelpunkte des umbeschriebenen Dreiecks. 

Das Minimum der Grösse dieser Radien ist der halbe Radius 
des umbeschriebenen Kreises; von diesem Minimum können sie 
bis in das Unendliche wachsen. 


2) Trigonometrische Auflösung. 
$. 4. 
Da die Neigung der homologen Seiten =9p ist, so ist 


ZAbe=C+y, ZBea=A+py, LCab=B+Y 
und 


ZBac=C-—-po, ZCba=A—y, ZAcdb=B-—op. 


Hieraus ergiebt sich: 


KEIL 0E 7R Ca%N ab , 
Ac = zqgsin(C+p); Bag sin (A+9), Cb= 7 sin(B+9) 
und 


de ; ba cb , 
be pin (C—-9), Ca= ingsiu (d—9), Ab= sm asin(B-p). 


sin. A 


be ac ab , Bert; Ys 
Da aber HAB nt ist, so erhält man durch Addition 


Bun 1 . Ge", Ä 
AB=— (,(sin(C4p)+sin(C- 2)); BC==—(sin(44 9)+sin(A—9p)), 


—2abcosp —=2becosp 
99 ge Hal . 
AC=- amz(in(? +9)+ sin(B—9)); 
Ä , =2ac cosp 
also 
AB BC | AC 
ab = 5 —, be= 3 —, u —. 
| 2c0sp 2cosp’ 2cosp 


Substituirt Sn diese Werthe in. die Ausdrücke für ‚die, Ab- 
schnitte der Seiten des Dreiecks ABC, so erhält man: 


19* 
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 ABsin (C4-9) BCsin(4+9) ,,.; CAsin(B+p), 

| A Cecosp ’ RI 2sinAcosp " Gr 2sinBeosp " 
„ABsin(C—p) „... BCsin(A-9)ı y,. CAsin(B-9) 
ud 2sin(cosp ’ Zain Acosp ; 2 2sin Bcosg | 


Setzt man in die gefundenen Ausdrücke 'statt @ den Winkel 
360— 9; so ändern sich.die Seiten ab, be, ae nicht, dagegen gehen die 
Abschnitte der Seiten AB, BC, AC in einander .über. Für 90 
fallen beide Lösungen zusammen. In diesem Falle ist das 'einbe- 
schriebene Dreieck ein Minimum und. halbirt mit ‘seinen Eeken 
die Seiten des Dreiecks APC. Baer 


1. Zweiter Fall. 
l) Geometrische Auflösung. 


$. 5. 


Die Auflösung des ersten Falles beruht wesentlich auf der 
Eigenschaft des Höhenpunktes und des Mittelpunktes des umbe- 
schriebenen Kreises; hier sollen die Eigenschaften eines anderen 
Punktes benutzt werden, der wie jene als Schnittpunkt dreier 
Kreise delinirt werden kann. 

Beschreibt man (Taf. VIIE Fig. 3.) über AB als Sehne einen 
Kreis, der in A die AC, und über DC einen Kreis, der in 2 die 
AB berührt; zieht dann die Scheitellinien OA, OB, OC, so ist 


ZOAC=ZOBA=ZOCB=z; 


es wird daher auch ein Kreis, der durch A, O und C gelest wird, 
die BC in € berühren. 

Es werden sich also drei Kreise, welche durch zwei Ecken 
eines. Dreiecks beschrieben werden und von denen jeder in einer 
andern Ecke eine andere Dreiecksseite berührt, in einem Punkte 
O schneiden, der innerhalb des Dreieckes liegt. Dieser Punkt 
O hat die Eigenschaft, dass die Scheitellinien, die sich in ihm 
schneiden, mit je einer Dreiecksseite gleiche Winkel bilden. 

In jedem Dreiecke hat man zwei Punkte der angegebenen 
Eigenschaft, O und O0’ (Taf. VII. Fig. 4.), deren gleiche Winkel 
eine Wechsellage haben und unter sich gleich sind. 

Um dieses zu beweisen, wollen wir uns eines allgemeinen 
Satzes bedienen, dessen Beweis hier folgen soll, weil’ dieser Satz 
zwar in C. Adam’s: Die merkw. Eig. d. geradl. Dr. (S. VI.) 
vorkommt, aber in eimer andern Form ausgesprochen ist. Dieser 
Satz heisst: 

Schneiden sich drei Scheitellinien Aa, Bb, Cc eines Dreiecks 
ABC in einem Punkte O, so dass also stattfindet: 


Ba.Cb.Ac= Ca.Ab. Be, 


so schneiden sich auch diejenigen Scheitellinien Aa’, 2b’, Ce' in 
einem Punkte O', für welche die Winkeltheile ihre Lage gewech- 


selt haben. | | 
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Es finden dann nämlich folgeude sechs Proportionen statt: 


A BAa: X CAa' = AB. Aa: AC. Aa! = Ba: Ca’, 
A CBb: AABb' = BC. Bb: BA. Bb'— Cb: Ab’, 
A4ACc: A BCec'=CA!.Cc: CB.Cc'—= Ac:Be' 
und | | 
ADAa: A CAa—=AB.Aa:AC.Aa—=Bau’: Ca, 
A CBb': A ABb—=BC.Bl': BA. Bb=Cb':Ab, 
A ACC: A BCe= CA. Cc': CB.Cc= Ac': Be. 
Multiplieirt man diese sechs Proportionen, so werden die Pro- 
ducte der dritten und vierten ‚Glieder gleich, man hat daher auch 
Ba. Cb. Ac>x Bu’. Cl! .Ac'—=Ca’ .Ab'.Be' >xCa.Ab.Be, 
oder mit Hülfe der Voraussetzung: 
Ba’ .Ch! . Ac' —=.Ca'.Ab'.Be', 
d. h. die Scheitellinien Aa’, 2b’, Ce' schneiden sich in einem 
Punkte O’. | | y\ 
Für unsern speciellen Fall hat man daher: 


NARBE NDE= SOLL A— 7, 


woraus folgt, dass von den drei Kreisen, welche durch je zwei 
rn, & . I . . 
Ecken des Dreiecks und den Punkt 0’ gelegt. werden, jeder eine 
andere Seite in einer anderen Ecke berührt. 


Ausser diesen eben bewiesenen gemeinsamen Eigenschaften 
der Punkte O und ©’ ist noch zu merken, dass die Theile, in 
welche das Dreieck durch die Scheitellinien des Punktes O ge- 
theilt. wird, ähnlich. sind den :Theilen, in welche ABC durch die 
Scheitellinien des Punktes ©’ getheilt wird. Denn als Summe der 
Aussenwinkel der anliegenden Dreiecke ist: 


ZAOB=L(B+0), ZBOC=£(C+A), ZCOA=L(A+B), 


—180 — A =180—-B —180— € 
£40'C= £L(B+C), ZBO'4=L(C+4), LZCO'B=Z(44B); 


— 180— A | —10 —- DB | —- 10 —C 
daher: | | | 
AAOBwAAO'C, ABOCDABO'A, ACOADACOB. 


Auch diese Dreiecke werden noch in ähnliche "Theile getheilt, 
woraus folgt, dass die Scheitellinien in_O und O’ sich unter Win- 
keln schneiden, welche den Dreieckswinkeln gleich sind ; eine 
Eigenschaft, welche diese Punkte mit dem Höhenpunkte und dem 
Mittelpunkte des umbeschriebenen Kreises theilen. 
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6 


{ ia Punkt .O führt nun zu folgender. Auflösung des zweiten 
alles. | 

Man suche in dem gegebenen Dreiecke ABC (Taf. VII. Fig.5.) 
‚den Punkt O‘ und ziehe 0A, OB, OC; trage dann an diese 
Scheitellinien nach der Seite des Winkels x hin in O den gege- 
benen Winkel & *) an, so dass 


£24A0Oa=ZLBObI=LCOc—=p, 


end verbinde a, 5 und e mit einander, so ist Aabe das verlangte 
Dreieck. 


Auch hier ist zu beweisen : 
D Adbe® AABC. 
Aus der Consruction folgt: 


ZOBAI=ZLOcB=ZOal=xH+p9, 


| ZO0A=LOIB=ZOcC=180 — (z-+Y); 
daher 


<ObA+L0aA=LOcB+ ZLObB=L0OaC+ Z0cC=180, 


d, h. 
ObAa, OcBb, OaCc 


sind Kreisvierecke. Man hat also 
ZOdb=ZLOAB, ZObc=ZLOBC, ZOca—=ZLOCA 


oder 
| Oac=xr, ZObu>=%, ZOc—r. 


Addirt man die über einander stehenden Gleichungen, so findet man 
ZLcad—=LCAB, Labe= ZABC, Zbca =<BCA, 
was bewiesen werden sollte. 
| 2) ZAba=Z Beb=LCac=g. 
Aus den Kreisvierecken ObAu, OcBb, OaCc folst: 


Z2AOa—=ZAba, LBOb=ZBeb, ZCOc—= ZCac 
oder 
| ZAOa=ZBOb= ZCOc=p; 
folglich auch: 

ZAba=LBeb= ZCac=p. 


’) Der Bequemlichkeit der Zeichnung wegen ist der Winkel g in 
den beiden Fällen nicht von gleicher Grösse genommen. 
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In Beziehung auf A abe verdient noch bemerkt zu werden, daen 
ZOac—=L0Oba=LOc=r, 
d. h. dass der Punkt O für ‘beide Dreiecke ABC und abe die- 
selbe BRanatune hat, ‘ 
a 7. 


Dieser Fall lässt vier Lösungen zu, welche in den Figuren 5 
und 6., 7. und 8. auf Taf. VII. " dargestellt sind, indem man .in 
Figur 5. und 6. den Winkel 9, in “Figur 7. und 8. den Winket 
360— auf die vorgeschriebene Art angetragen: hat. . Von diesen 
vier Lösungen liefern je zwei congruente Dreiecke, indem A abe 
(Fig. 5. )NO Aue ' (Fig. 6.) und A abe (Fig. 7.)& A a’b’e' (Fig. 8.) 


Der Beweis dieser "beiden Congruenzen ist folgender. 
Aus der Construction ergeben sich folgende Aehnlichkeiten : 
AAOCDAa0c, ABOADA00a, ACOBwAc0b;, . 
AAOCwAadO', ABOADAD Ol, ACOBwAc0% 
und | | 
AAOaWDAHON, ABODDAB OD, ACOcDACO!c. 
Aus den beiden ersteren ergeben sich folgende Proportionen: 
AC:ac=04A:0O0a, BA:ba=OB:Ob, CB:cb= OC:0c; 
AC:dc=04:0«, BA:bd=0B:0b, CB:ch=0C':0c 
und aus der dritten hat man: | 
0A: 0a=0'4':0'a', OB:Ob=0'B':0'0,0C:0c=0'0':0'c'; 
woraus folgt: 
AC:ac=A'C:a'c', BA:ba=B’4':ba', CB:b=C'B':c'h. 


Da aber 
AC=A'C', BA=B'A4', CB=CB': 
so ist auch: 
ac—a'c, ba=b'a, cb=ch'; 


was zu beweisen war. 


2) Trigonometrische Auflösung. 
$. 8. 
Aus den Dreierkan AOB, BOC, COA (Tat. Vin. Fig. get: 
OBsur=OAsin (A—a). 


OCsmz2=0OBsin(B— x), 
OAsnz= OCsn(C— a). 
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Multiplieirt ‚man ' diese drei, Gleichungen, so ergiebt sich. als 
specieller Fall eines bekannten Satzes: 
„sind2=sin(4— 2) sn(B—z)sm(C— 2). 


Diese Gleichung, scheinbar von höherem Grade, ist in der That 
nur vom ersten Grade, wenn man tgx als Unbekannte daraus ent- 
wickelt. Wir wollen folgenden Gang der Entwickelung einschla- 
gen. "Durch Auflösung des Productes rechts vom Gleichheitszei- 
chen erhält man zunächst: ; 


sn 3; —4sin(@A-=7) [eos (B—- C)—cos(B+C-2x)]|, - 
LET Mi OR 
=;sin (AFB- C-—-z)+1sin(4+C— B— 2) 
—4sin(A+B+ C—3r) —isn(B+C—-A-—e); 
da aber 44 B +C=180, so wird h | 
sin dr +!sinde—=4 [sin QA+2) + sin B+x)+ sin (2CHz) ] 
—4cosr(sin24 +4 sin2B + sin2C) | 
+ isinz(cos?24-+cos2B +cos?2C). 


Vereinigt ‚man: jetzt, wieder die Summen in: der: Parenthese, so 
hat man: 
sinde+1sindz=. coszsin 4 sin Bsin C 

| | — sinzcos Acos Dcos C—}sinz 
oder 
Ss sind HH tsindcr-+isnz=  coszesnAsin Bsm ©. 

—sinzcos AcosBecos(. 

Nun aber ist bekanntlich: 


sinse=dsinx —Asindz, 
also 
sinz=sin®?r-+4smdr-+1sinz. 
Man erhält daher: 
sinz(1+cos IcosBecos C)= cosz.sin AsinBsin C, 

und endlich: _ e 
i sin Asin Bsin C 
er ——— — 
5 1+c0osAcosBeosC 


Noch einfacher erscheint der Werth für die Cotangente, der 
hier abgeleitet werden soll, weil er in der Folge eine Anwendung 
findet. | ri‘ 


Es ist nämlich 
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14 cos Acos Beos O=1+ cos A(— cos A + sin Bin C) 
—sin?24 -+ sin Dsin Ccos A 
—sinAsm(B + C) + sin B sin Ccos 4 
—sin 4sin Bi cos C+sin Asin C’cos B+ sin B sin Ccos A. 
Div idirt ınan diesen AusdEnble durch sin A sin B sin ©, so erhält 
man: 


edse—ctgA+ectgB+ectgC. - 


8.9; 
So. einfach auch der. zuletzt gefundene Ausdruck für ctg.x ist, 
so ist er doch nicht für die Untersuchung geschickt, wie "sich x 
mit den Dreieckswinkeln A, B, C ändert. "Um ihn für diesen Zweck 
umzuformen, wollen wir ctr A+ cts C vereinigen und erhalten dann; 


tale sm DB t 
SIEHT sm Asmc res 


und wollen dann A=-W—ıB+E nd C=W—!B-—E setzen 
Dies giebt: | | 


B, 


Di 
cos (!B— &)cosGB-+5 
sin B 


Deos?!B— sin 


Ca +.ctg.B 


+ctgB, 


wo B-A— C.ist.: Es soll'nun zuerst. die ge a von & 
für &=0 oder im AR ODE Ten [Dreiecke untersucht werden, 
für welches 


21 en 


ctg x— en + cteB= Ra ctg.B 


2—cosB 
sinB 





Hieraus folst, däke etsa>ctsB, also x<.B, dass also x ‚stets 
kleiner ist, als der Winkel an der Spitze des gleichschenkligen 
Dreiecks, ferner, dass ctgx immer positiv ist, Shdlr x im ersten Qua- 
dranten liegt. 


Setzt man für B die Werthe Z=0 und B= 180, so wird für 

beide Werthe ctse—=%», .c—=0; es wird also zwischen B=0 und 

B=180 einen Werth geben, für welchen x ein Maximum wird. 
Die allgemeine Methode liefert dafür die BE ISNUB SB ERDE 


octs.x 1—2cosB £ 23 h 
2 BE 


so: dass also x für das gleichseitige Dreieck ein Maximum u 
Man erhält nämlich: | 


Dieses Resultat erscheint auch bei einer andern Betrachtung, 
welche weiter unten folgen soll. Bi | 
Wir wollen jetzt B constant annehmen und in der Formel 


sin B 


cets 2 = ————— 7 77, 
pP cos?}B — sin? 


+ctgB 
& wachsen lassen. Da angenommen wurde C=(90—!B)—£, so 
wird & nur von O0 bis 90—}B oder sin& vonO bis cos!B wachsen 
können; es wird also auch in den ungleichwinkligen Dreiecken & 
stets im ersten Quadranten liegen und dabei um so kleiner wer- 
den, je grösser & wird. | 

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so kann man sagen, 
dass © für das gleichseitige Dreieck ein Maximum ist und um so 
kleiner wird, je mehr sich das Dreieck von der Regelmässigkeit 
entfernt. Bleibt das Dreieck gleichschenklig, ‘so haben die Drei- 
ecke einen gleichen Winkel x, deren Winkel an der Spitze durch 
die Gleichung 


tg} Btg;B' =tg%30 *) 
verbunden sind. 


$. 10. 


Für den Punkt O0’ (Taf. VII. Fig. 4.) wird man einen Winkel 
x finden, welcher gleich ist dem Winkel, der für den Punkt O 
gefunden wurde; denn man erhält dieselbe Bedingungsgleichung 


sin d3r= sin (A—2) sn (B— x) sin (C—x), 


aus welcher für den Punkt O der Werth für tgx und ctgz abge- 
leitet wurde. 


g. 11. 


Um in Taf. VII. Fig. 4. alles durch Rechnung bestimmt zu 
re wir die Werthe der Scheitellinien hieher setzen. 
ie sind: 











Bio BILD ENT SID RE RE 
OA=AB — 4: OB=BC 5: ICT=SAÄCHE 
N. sin.z IB sinz ERERE sinz 


*) Den Winkel 33’ kann man construiren, wenn man in einer Ellipse, 
deren Axen @ und d so beschaffen sind, dass ” —1g30°, einen Durch- 


messer mit der Neigung 33 gegen die grosse Axe zieht und dazu den 
conjugirten Durchmesser sucht. Seine Neigung ist 42. 


291 


Es bleibt nun noch übrig, die Grösse von. O0’ zu bestimmen. 
Dies geschieht am einfachsten mittels des Dreiecks BOO', ‚aus 
dem sich sogleich ergiebt: 


00"?—B0?4 BOR— 2BO. BO'cos(B—2r). 


fr 
Da jedoch OO’ in Beziehung auf 'die Stücke des Dreiecks eine 
symmetrische Function ist, so muss sie sich auch so transformi- 
ren lassen, dass sie auch die Form einer symmetrischen Function 
hat. Zu dem Ende wollen wir setzen: 


sinzt sin C sinz 


ing >Ac sin2B 


sin? sin Asin. 


Ban2E in sin?B 





‚BO'—=AB 








und erhalten dann: 


AC?sin?z /sm?A + sin?O 2sin Asin C 
sin2B sin®2B sm2B °° 2). 


Für (sin24+ sin?2C) kann man setzen (sin23 + 2sin Asin Ccos’B), 
so dass 





00°?= 


00 = 





AC? sin ?r 3 (14 gsin.4sin € (eos B— Asin C (cos B— cos (B— 2x)) 


sin2B\ SPERREN 
oder, wenn man die beiden Cosinusse vereinigt: 


m (it Asi „sind sin C'sin (B—=)\ 


sin?2B SEAT ne 


00' = 


Nun aber fanden wir 


ets2—cetgB=ctgA+ctgC 
oder 
sin(B— x), __sinB 
sin B sin. sinz —smAsinC’ 


woraus sich ergiebt: 


sin Asin C sm (B — a 


————ıosmn 
sin?2B Be 


Es wird daher 





A 
U 79 (5 2sin?zj(l—4sin2r). 


Diese Form ist symmetrisch, da 


AC BA BC_ 
snB snC md " 





wo r der Radius des umbeschriebenen Kreises ist. 
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Um den Werth 'von 00' für die I emistich Berechnung 
einzurichten , ‘schreiben wir 


00'2— 16r2 (4 — sin 2x) ai Ar; 
und bedenken, dass } 


—sind0; dann hat man 
002 = 16r2sin&r (sin 230. —sin&e) 


== 16r? sin *z sin (80 +2) sin 80— x), 
und endlich 


00'—Ar sin=V sin B0 + 2)sin 0 — x). ®). 


Da O0' immer eine reelle Grösse ist, so muss sin (30.— 2) 
immer positiv, d. h. 


{ x < 30° 
. ° 


sein, ein Resultat, welches mit dem $. 9. gefundenen übereinstimmt 


ge. B. 


‚Die Grösse der Seiten des einbeschriebenen Dreiecks (Taf. VIU. 
Fig. 5. und 6.) He von dem gegebenen Winkel'p ah. Es ist 
nämlich: 


AO: O - BO: b0= CO: O=sinete): sinz, 


aber N 








AP DBER 
Man hat also: 
sin sinz sine 
BEA ar TR ar AH) 
Wird statt 


der Winkel 360— g genommen, so erhält man 
die Seiten der Dreiecke Taf. VIIL Fig. 7. und 8.; sie werden: 


; sin. z- F sin 
ab— AB sin (2 9)’ be=B na te) ,„ ACZz 





sinz 
sin (2—p) 
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xxXVvom 


Ueber die Bestimmung eines Kegel- 
sehnitts durch fünf gegebene Punkte. 


Von 


dem Herausgeber. 


Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte oder der Linien 
des zweiten Grades ist bekanntlich 


) Ay? + Bxy+ Ca? 2 Dy+Ezxz+F=V0. 
Wenn nun 


71> Yıs 725 Y25 > Yy5 us Ya5 Das % 


die Coordinaten von fünf gegebenen Punkten sind, durch welche 
ein Kegelschnitt beschrieben werden soll, so hat man zur Bestim- 
mung der Üoeflicienten ' 


4,B,C, D, E}F}; 


deren Anzahl sich aber, wie auf der Stelle erhellet, und hier wohl 
kaum noch besonders erinnert zu werden braucht, eigentlich auf fünf 
reducirt, die folgenden fünf Gleichungen des ersten Grades: 


Ay? + Baıyı + Cxı?+ Dyı + Ex, +F=0, 

Ayo? + Bay + C23?+ Dy + Er + F=0, 

2) Ays”+ BxyyY3 + 023? + Dy + Exz3 + F=0, 

Ay? + Bay + Cx2?4+ Dyy+ Ex, + F=0, 

Ay? + Basys+ C23?+.Dy; + Ex; +F=0; 
welche also zur Bestimmung der oesuchten Coeflicienten hinrei- 
chen, woraus .daher ersichtlich ist, dass ‘durch fünf gegebene 
Punkte ein Kegelschnitt. im ‚Allgemeinen vollkommen : bestimmt 
wird, was auch längst bekannt ist, und sich in jedem vollständi- 


gern Lehrbuche der Theorie der Linien des'zweiten Grades aus- 
gesprochen findet. x | 
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So einfach und sich in der That ganz von selbst darbietend 
dies aber auch ist, so ist mir doch nicht bekannt, dass die obigen 
fünf Gleichungen des ersten Grades schon wirklich aufgelöst und 
die gesuchten Coefficienten durch die zehn gegebenen Coordinaten 
in völlig entwickelten Ausdrücken dargestellt worden wären, was 
mich veranlasst, eine von mir gefundene vollständige Auflösung 
dieser Aufgabe, welche allerdings, wenn man sie nicht mit eini 
sem Geschick anfasst, in nicht geringe Weitläufiskeiten führen 
kann, in dem vorliegenden Aufsatze mitzutheilen, und daran zu 
gleich noch einige andere Betrachtungen zu knüpfen. 

Zuerst erhält man aus den fünf Gleichungen 2) durch Subtrac- 
tion auf der Stelle die vier folgenden Gleichungen: | 


Ayı?— ya?) + B (aıyı — 2292) +C (1”— 23?) 
+ D(yı —Y2) + El — 23) 
A (ya? — 3?) -}- B (Zaya — X3Y3) + C (222 +8 %32) x en 


\=0; 


3) + Diya—Y3) +&E(a2—2;) ne 
Ay? — yo) + B(a3y3 — zays) + Cl? — 72) | —() 

+ D(y— y)+ E(a3 — 2) i 

Ay? — yr)H B (2aYya — 2595) + C (2? — 25?) —0 

+ D(y2—y) + E(&4—2;) | as 


Ueberlegt man aber, dass überhaupt, wie man durch leichte 
Rechnung findet: Ä 


(u2— u?) (dı — v2) — (u? — u?) (v— v1) 

=u”(d —%) + um? —v) +? @— v1), 
(uv — ud) (9% — 2) — (u 0 — Ugro) (W— v1) 

‚—=uv (% —d2) + ud, (dv) + U20, (0— v1); 

(v2 — 92) (1 — v3) — (1? — 02?) #-%;) 

= — (— v1) (0 — da) (dad); 
(u — u) (dı — 2) — (ı — U) (v — v1) 

em (vı v2) 4% (% —v) + (W— v1) 


ist, so wird man sich leicht von der Richtigkeit der drei folgenden 
Gleichungen überzeugen: i 


| 4) | 
Alyı? (22 — 3) 4 Ya? (23 — #1) + y3?(@ — 2)\ 
+ B iz, yı(@2—23)4+ %aya(23> —2ı) 4 23Y3 (21 —%2)} 


— C(&1 — 22) (&3 — 23) (&3 — 21) er 
+ Diy (23 — 23) + 2 (23 — 27) + Y3 (@ı — 23)} | 

Ayo? (za m 2) 4 Y3? (24 — 22) 4 Ya? (22 — %3)}) 
+B WayolXs—r,) +23%3 (Ma) try 3) —) 


. Ce &2—23) (23 u) (1 — 2) 


+ Diya (23 — 2) + Y3 (24 — 25) + Yy (22 — 23)} jan 
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Alya?(@4— 25) + ya 23) 4 ya — 2a)! 
+ Biazys(22 25) + 24ya05 23) 4 %5Yy (23 —2a)) 0, 
— C(a3 — 24) (24 — %5) (25 23) 
+ Diys (21 — 25) + ya(&5 23) + Yy5 (23; — 2a) 
Nun ist. aber, wie man leicht findet f allgemein Fi 
ja. (0, — 09) +, (dv) + U2(d— 01) } (dı —%2) (Ba—t3) (d,—%,) 
— 2 (da V3)+Uz(0;— 2) 4 uz(v, —3)} (e—%) 123) (0,—) 
—=(m —2)} Wu(dı — 02) (02 — 23) (t3 — dr) 
— 2 (9%. — 23) (0%, — dv) (95) 
+ 4, (9 —v) (® — v1) (v1 — 23) 
— 43 (0%) (& — 22) (da —v) 
und man hat daher die beiden folgenden Gleichungen; 
5) | 
At Yı° (223) (23— 24) (@4— 22) 
— Yo? (0&3— 24) (T4— 21) (21-23) 
+ 43? (2421) (21-2) (29, — 7) 
— Ya (21 — 22) (A925) (3 — 71) 


+Bi zul —a23)(23 — ag), — 22) | 
—ß(, 


| 


— 2oyol23 aa) (2) (23) 
+ 23493, (24-21) &ı —22)(22 7) 
— Zayal2ı —23) (02 2) —Tı) 
+Di ya — 23) (83 — 24) (X — 2) 
— Ya (&3 —X) (24— 21) (2 — %3) 
+ y3 (2401) @ı 782) (2, 24) 
— Ya (a —02) (&g — %3) (23 —2ı) 
Ar yo? (3a) (Ra) Ta) ) 
— Ya? (24 — %5) (&5— 23) (&2— 24) | 
+ Yys? (25; —23) (22 — 23) (23 — %;) 
— Y5? (22 — 73) (23 — 24) (da — 2) 
I +Bi ey (a —a) 25) — 25) 
— 7aya(&y 5) (8s— 23) (1223) | N: 
+ 2aYyH 05 2) —R)E3 85) 
1 — 2 Yys(2g 3) Re) 2a) 
FD y(a3 —a) (2) (2,23) \ 
| —Y3 (24 — 5) (05 — 2) ds) 
AH ya (@— 22) (&g — 25) (2325) \ 
11:5 (22 — 23) (23 — 24) (24-2) 


Der Kürze wegen wollen wir diese beiden Gleichungen durch 
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| A) | | 
+ B(payyı — 222 4723 Y — 52494) 0 
+ D(pyı —gyatry— sy) 


6) < | 
App? My try Ppyr) | 
+ B(pı%2Y92— Q1%3Y3 + rı 2 na) U 

+D (Pıy2— 995 trıya —py) * 


bezeichnen, wo die Bedeutung der Symbole 


3437,55 Pianaiar 


aus der Vergleichung mit dem Vorhergehenden von selbst erhel- 


len wird. 
Entwickeln wir nun durch gewöhnliche Multiplication die Grösse 


(pyı? — ya +rYy3? — sy?) (Pıye— My + rıya Ppy) 
— (P1Y2? — Y19Y3° +rıYa? — PY5”) (PYyı — ya try3 —SYa)» 
so erhalten wir für dieselbe nach einigenleichten Reductionen den 
Ausdruck: 
Yıya (Yı — Ye) PPı 
— Yı9y3 (Yyı —Y3) PQı 
+ Yıya (yı — Ya) Prı 
— Yı95 (Yyı — Y5)PP 
+ YyoYy3 (ya — Y3) (d9ı —TPı) 
—"Y2Ya (Ya — Ya) (Qrı — SPı) 
+ 295 (Y2 — Y5)Pq x 
+ Y3Ya (Y3 — Ya) (rrı — sQ1) 
— Y3Y5 (Ya —Ys5) Pr 
+ YaY5 (ya — %5) PS: 
Nun ist aber, wie man ebenfalls mittelst leichter Rechnung 
findet: 
am —- rpı =P (a1 — 4) (a4 — 8) (05 — 21); 
gTı 7 SRI—R (21 — 23) (23 —8;) (25; — 2); 
rrı sg, —P (2in 22) (22 —- 35) 5-21); 
und für die obige Grösse, welche wir der Kürze wegen durch & 
bezeichnen wollen, erhält man also den folgenden Ausdruck : 


DZ PJıy2 (Yı7-Y2) - (&3— 24) (24— 25) (0523) 
— PyıYa (Yı —Y3) (22 — 24) (84 %;) (2; —2) 
+ Pyıya yı ya) -(Ra—T3) (23 = 2) (2;—22) 
— PyıYys Yyı —Y5) (La r3) (83 + 2) (@y— 25) 
+ Pyays (yaY3) (ru) (0 — 25) (25 — 2) 
— PyaYı(Yy2-Y4)- (Li -%3) (&3 — 25 +71) 
+ Pyays (25) - (217 %3) (23 — 24) (24— 2) 
+ Pysya (Y3 — Ya). (21 —29) (3 —2%5) (25 — 21) 
— Py3Y5 (Y3—Y5) (21 — 22) (@2— 24) (24 —7,) 
+ Pyays (Ya—Y5) (Fi 22) (2a — %3) (23 — 27). 
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Entwickelt man ferner auch>die Grösse lerishh 


(pzıYyı — 9Xaya + Tayya 7 = 8744) (Piya— 91% + rıya — PY) 
— (Pıaya — Qı%3Y3 + 7] Tale -P%5Y5) (pyı — yet Tys — sya) 


durch ‘gemeine Multiplication, ‚so_ erhält man. für dieselbe nach 
einigen leichten Reductionen en Ausdruck : 


Yıya (ar tg) ppi - 
—YyıYys (Xı —a3)p 
+ Yyı9ya (2 2a) Prı 
—Yyı95 (217 %5) PP 
+ Yy2Y3 (22 — 2) (9A. —-TPı) 
— Yayı (&2 —.24) (grı — sp1). 
+ Y2Y5 (82 — 25)P4 
+ YysYya(@ — 2) (er — 89) 
— Yays (&3 — 25) pr 
+ %Ya%Y5 (24-25) PS. 
Führt man aber in diesen Ausdruck \der obigen Grösse, welche 


wir der Kürze wegen durch P?. bezeichnen, wollen, die schon vor- 
her grrundenen . Ausdrücke \ von 


498.77 Pr; ’ ar sp > arı 7,841 
und auch für die übrigen Grössen"ihre aus. dem'Obigen bekannten 
Ausdrücke ein, so erhält, man, für. 7 den folgenden Ausdruck : 
‘8) P= pi ya(&ı —22) (23 — 24) (4—2;) (25— 3) 
N Ppyys(@i Rs) 02T) (2125) (%5— 23) 
+ Pyıya(@i 24) (Rg—23) (2; — 25) (2, — 2) 
— Pyıys (LT L5)i (Ra 23) (Rare) 422) 
+ Pyays (&—23) (23) (23—0;) (a5 -8,)" 
— Py2 Ya (22 — 4). (iR) (RR) (25 — 2) 
+ Py2Ys (22:25) ‚(1 — 273) (3 — 24) (0471) 
+ Pysya(&s —24). (21 — 25) (23— 25) (25— 21) 
— PYysYys (3 —%;) (21 — 29) (22 — 7) (24— 2%) 
+ Pyays (4 %5) - (21 —29)(03— 23) (83 2). 
Wegen der Gleichungen 6) haben wir nun offenbar die Gleichung: 
9), AQ+BP=0. 
Entw ickelt man ferner. die: Grösse | | R% 
(p3 pyYı 2—gyo°4rys 25442) (Pızaya — YıT3Ys + rı Taya — PX yY5) a 
— (Pıya?— ya tr ya? —Py5?) (Prıyı — QXaya + Try —s74yı) 
Theil IX. a 
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durch gemeine Multiplieation, so erhält man-für dieselbe: den Aus 
druck ; 


yıya (yp- 2) pp | | 
+ y19Y% (29 - a3 )Pqı 
ya (ya —z,yı)pr ig i 
+ Y195 (21% — 51) PP 
— Yays (aa —R3y2)(yNıTPpı) 
+ Yaya (2oya ray gr sPı) 
— Yoys (22Yys — yo) PQ.ı 
—Yayı (ya —Tays) Fr sn) 
+ Y3Y5 (2395 — 25ys) Pr 
— Y49y (295 — T5ya) PS 5 
und wenn wir nun wieder alle erforderlichen Substitutionen vorneh- 
men, die obige Grösse aber der Kürze wegen durch 8 bezeichnen, 
so ergiebt sich: 

1) S=— pyıya ee: (&3—2,) (2, —2,) (25 — 23) 
+PYıys (@iys—23yı) : (%a%,) (TE) Laag) 
—-Pyyaiyı ray): (2) (5) (©, a3) 

+ Pyıya (21 ya —2sYyı)- (22— 23) (23—2,)(@, —.2,) 
— Pyays (Coyz —Xsy2) (2 —%,) (ar 2,) (8, 0) 
+ PY2Ya (Tag —24Y9)- (a) 23) (23-25) (8 2) 
— PyaYy; (Sf; — 7, Y5) : (&i—-%3) (3—%,) (2,3) 
TPY3Ya (@3Y4— %49Y3): (21 —23) (dg—& (2; —7) 
SE PYysYs (&3Yys —%5Y3) (Ai TR) 2), —2ı) 
—PyıYys (249: 77594) (Are) ra 3) — 21): 
Wegbni der Gleichungen 6) haben wir ri wie sogleich in die 
Augen fallen wird, die Gleichung _ 
11) AS BP): 
Aus den Gleichungen 9) und 11) ergiebt sich 


—— Pr —— 2 eh 


und man ‚kann A offenbar € a 
A=P, Baraı D=S 


setzen. Weil aber die drei Grössen; P,- 8; 6S«den 'gemeinschaft- 
lichen Kacto pP Rabenz so ist Kate dass : ae enn kürzer 4 


em 
rs 
ar 
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12) P'= Yı9ya (122) (2-27) 7, )@ 23) 


ferner 


—YıYy3 (€, 43). (2,—2,)(&ı —2%;)2,— 22) 
+ Yyıyılar ka) z (ae @;)@s 72,)8,7X2) 
—YıY; (2,835). (23 — 23); —2 (2, %2) 
+ Yays(73 73) “ (2) 252%) 
— Yayıl@a— 4) : (21 23) (a5): —Tı) 
+ Y2Y5 (2235). (2 23)23— La), — 2) 
+ Y3Y4 (23 23)- (2 22)(22 25); — 21) 
— Yays(aa3 5). (ro) 7,21) 
+ YyaYylCa 85) (ai 22) (La 23) (Tr); 


“ 


13) = Yıy Yo). (sa). —a3) 


und 


. —YıY9a(yı —Y3) . (a, —2,)@, —25)(@; 23) 
+ YYyıı —Y,) f (22 —23)(23 —2,)(&:— 23) 

— Y1Y95 (yı —Y5) - (2223) (3; —2,)(@: —.79) 
+ YyaYys (y2—Y5) (Fi Fr) (23—,)(25 — 2) 
\ — Yayı (Yy2=y:):@1 — 23) (23 —z,)@, —21) 
+ YyoYy5 (ya—-y) (ai —%3) (23;—2,)(@.—2ı) 
+ Yyayı (ya >Y "(2 2) (225), —Rı) 
— Y3Ys (Ys Sy)“ (21 — 22) (25 —2,)(2ı— 21) 

"ty: ga 5) » (21 —22) (22 —23)(23 21) 


14) S’ = yıya (a1 ya 72291) m) )2 a) 
ei N + Yı%3 (21%s 23%) (2274) %,)(&:— a) 


gesetzt wird, 


setzen können. 


— Yıya (21Y2—2ayı) (22 —# 3)(X 3 T@s)(@s — 25) 
+y1%5 (21y —wsgı) . (9-2 23-23) (2, 23) 
— Yays(@ay 3 — Ts Yo) (21 — a 5); — 2) 
+ Y2Y4l22Yy,—2ay2) (1 —25)(%3 —25)(8: — 21) 
— Yoys(@2Ys — 2599) .(2ı —X3)(23 —7,)2, — 0) 
—Y Ya yı%ay3)- (Ar Ro)RR—R,)esrrr) 
+ 9:9 (8:95 —23y:) (a) —2,)(2, 8) 
— YaYys(lCaYys— X sYya) (Li Ro) —X5)C3— 21) | 


auch 


15) A=P), B=-Q,D=8 
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Aus der Form der Gleichung 1) geht nun auf der Stelle und 
ganz von selbst hervor, dass sich die Werthe von C und E erge- 
ben müssen, wenn respective in den Ausdrücken von A und D die 
Symbole x und y gegen einander vertauscht werden. Setzen wir 
also: 


16) R= 122 (yı —Y) - (Y3—%Y3) (ya—-Y5) (Ys—Y>) 
— 212%: (yı —Y3) - (ya—Y) (Y4—-Y5) (Ys —Y2) 

+ 2124 (yı—Y:) - (Yya—Y3) Ys—-Y5) (Ys —Y2) 

— 21% (yn—Ys) -(Yya—Ys) (Y>—Y,) (Yya—Y2) 

+ 2323 (ya—Y;) - (yı—yY) (Ya—Y5) (Ys—Yı) 

— 2924 (94) -(yı93) 9%) (Y:Yı) 

+ 27975 (Ya—Y;) . (yı —%Y3) (Y> —Yı) (Y: —Yı) 

+ 2324 (y3—Y:)-(Yyı —Y2) Ya —Y5) (Y5 —Yı) 
2325 (ys—%Y5) - YıY2) (Ya —Y:) (Ya—Yı) 

. +2125 (y4a—Y5).(YıY2) (Yya—Y5) (Ys—Yı) 


und 


1 T= 212 (29 —22Yı) .Y:—Yyı) Yı—Y:) Ys—Y5) 

— 24% (2193 — 2:91) -(Ya—Y4) (Ya—Y5) (Ys —Y2) 
+ 21% (a — zayı) - Ya -Y3) Ys—Ys)(Ys—-Y2) 
— 225 (019 —2sYı) -Ya—Y5) Ys-Y)Yı Ya) 
+ 29% (&y3—%sy2) -(Yyı 94) (Ya—Ys) Ys —Yı) 
— 29%, (21 — 2,92) -(Yı Y3)(Y3 95) (Ys —Yı) 
+ 2225 (22% — 25%) - Yı—Y3) (Y3—Y:) (Ya—Yı) 
+ 232. (2, 91-2193) Yı Ye) Yy2—Y5) (Ys—Yı) 
— 730, (239: —%5%5)- (YyıYo)(Yy2—Y) Yı—Yı) 
+ 242, (239 —% 94): Yyı —Y2) Ya —Ys) (Yys—Yı)> 

wo k' aus P', T’ aus S’ durch Vertauschung der Symbole x und 

y gegen einander erhalten wird, so ist | 

18) C=R', E=T. 


Aus der Gleichung 1) geht zwar auch von selbst hervor, dass 
der Ausdruck von BD, d. h. die Grösse @', ungeändert bleiben 
muss, wenn man die Symbole «und y gegen einander vertauscht; 
da es jedoch interessant ist, dies auch auf dem Wege der Rech- 
nung nachgewiesen zu Sehen, so wollen wir diese Entwickelung 
jetzt noch geben. a a 5, Be 

Zuvörderst überzeugt man sich durch ganz einfache Rechnung, 
dass überhaupt R | 


(ur) @-u)(w— u) 
— — {uv(u—0) + vw(w—u) + wu(w—u)| 
ist. Also ist nach 15): KHEOA:NIKIIR 
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= yyılyı -y)lesz,(s— — 2 )t+21% (21-25: )42525(25—2;5)} 
+yıy9 Yı =Y:) [290 (0— u) tFıR; (2, — 25) %,22(2; —22)) 
—Yıyıyı —Yıllrar (2a —T z)+2:2(2, — 2 )4%522(2; — %2)} 
+yı9 yı —Ys) 228 (25 Cs) +3 Xae3 u) trial 22) 
—y9Ys(ya—ys) a1 2a es) t+7ar, (Lars) +52 — zu) 
+Y2Y4(y2a— Ya) 2023) t2325 (25 25 )t2521 8, ar) 
—YyYys(y—Ys)ar23(&ı as) 832 (32a) tr) - 
— Ysyılya — ya) ara) +22, (22 —2;)t%,271 (8, ar) 
+y:Y9:Yy; —Y5) 12182801 —&2) + 2%2%a& 2) tr 2): 
—yaY,(Yya—Ys) O1 T2lı — X) + 2% (23 —2,) +2 521 (2:— 21) 


und folglich, wie leicht erhellen wird: 


U =— 2,272 22) YsYıly>—Yi) +49: 94959: Y5) 
+2123(21 - 25) !yyılya—y:)tYY:(y4—Y5) + Y5Y92Y 5 —Y2)\ 
Er rl, — 4) IYoY3 (Yya—%;) +Yy:95:Y3—Y;) +Y:y2(Y5 —Y%)} 
+ 2125281 —2;) {Yy2Y: (ya —-Y5)4+Y3Yy1(Ys—Y4) 4 Y1Y2(Ya— Yo) 
— 2975 (09— 23) Yyıyalyı —Yya)tYaYs(ya—Y)tYsYyı(ys —Yı)) 
+ 2924(23— 24) yıya(yı —Y3) + Y3Ys(y3—Y:)4YsYı(ys —Yı)) 
— 29 (rs )yys yı—Y3) + YyYyaYys —Yya)t+ Yıyı ya —Yı)) 
— 273X4(23 — 24) Yıya(yı —Y2) 4 Yy2Ys (ya —Y5) + YsYyı(lys —Yı)) 
/ + 23283 — 25) tyıyalyı —Y2) + y2Yyıly2 Ya) + Yyayıy—Yı)) 
\ x RL: 1725) Yıya(yı —y5)# y2Y sya—yd)H+ Yyyıly -yı)l5 


daher ist nach) der obigen allgemeinen Relation: 


= 21% (21%): (Y3 >y4) (Yya—%Y5)(ys—Y;) 

ie — 21%; (@ —%3). (Yayı) (4 (ya—Y5) (@ (Y;—Y2) 

t22: (21 24) .(Y2Y3) (y3—Ys) (y5—Ya) 

i 2%; (a-2;). (Yya—ys)(a (Y3s—Ya), (yı=%2) 

N + 279% (99, —%;).(Yı ya (ya—%;) (y—yı) 

Nr I2lı (2%). Y—Yy)y—y)Q (ys— Yı) 

)* Vs (& 23). (yı —y3)(@ (ys—Y4)(Yya—Yı) 

A248: (©3724). (Yıy2) Yya—Ys)(ys—Yı) 

— 2325 (23 —%5). (Yı 7 Ye) (y2— Ya) (ya—yı) 

+ 2,2: (41 25). (Yı7-Yy2) (3 (Yy2—-Yy:)(ys—Yı)- 
Vergleicht man aber/diesen Ausdruck der Grösse @' mit dem 
ee 13) dieser Grösse, so erhellet auf der Stelle, dass der 


letztere ungeändert bleibt, wenn man die Symbole z und y gegen 


einander vertauscht. N 
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‚Wenn auch im Kernen di N 
A=P, B=—@, C=R', DESNESTN 


genotzk worden ist, so ist Mich ; zu en dass de nur der 
Suz wegen geschehen, und allerdings eigentlich bloss 


A:B:C:D:E = =P': -Q;: R':S': 7 
ıst. 
Dividiren wir nun aber die Gleichung 1) dusch y%,.'s0o erhal 
ten wir 


A+B, +0, +E Fa! 
also, wie leicht else: 
le! A cl, y+ +! „+B, +4=0. 


Vergleicht‘ man: aber diese Gleichung mit der Gleichung ]), 
so wird auf der Stelle erhellen, dass man das Verhältniss 


| I: 0 
aus dem vorher gefundenen Verhältnisse 
f A: G— Piife 
erhält, wenn man in letäterom für die Symbole X, y respective 


u; 2 setzt. - Dadurch ERBIEUR, sich. 
RR 


ec) 

RN nn Yı ya Ys 95 
a ee) 2) (2) =) 
A Yı 7: Yan YaiNYs 2 0 





Sant ”3 rue an. 

Yan oh ( als Ne =) 

u 2) (ei ee =) 

San \yı y Y2 GR R 

2-E-DE-DE-3 

7 g7 %Y5 Yyı  %Yı Y/\Y  Yı 

ei | 23. a 

ang Ya .). G- ler | NE = 

4 f@2_%s 02) 22 (a 
Fasılı Ya 2. 3 & Baur? 


rare 
a Ya: Ya Yı . Ya Y % Y; : Yı 
ea. ul > 
2 Ys3 9%; Yı Ye/\Yz Ya "7 
an a fein 
Haag Yı =) (3 - N eG -%) 
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, Ze fD (G IC Ayla CHEN 
 Yıya, „): Fr i: 
BG DIE REICH 
Yı 93 Ya s- Y2 
Fr (&- SE. Be.) 
Fayı n 8) Is, 9? 
a (1 I ER aaa . 
Yı9s \yı ) a Y/\Yy3 Yı\Ye 927° £ 
ET SiIe- IN ssN/E) 3 | 
"m =. me) nn 
Eee 
(„: Rn Ya 1” n 
1. ol, FAR; 2 
nn " I VE 6 ) 5 e7 
EM et 
8 2 ga G= la )G;-; Yı 
5.26.78 
BZ Y; zart le ST si 
IB 
Fan -,):( JG Ya le yı) 


Multiplieirt man nun die beiden Gliäder des zweiten Merball: 
nisses mit y 





yı IREHERE Ys% 


so erhält man: 


Pe — (21% —-XeYı) . (v3y1—%ıy5) (2:Yys—2,Y4) (2,Yy—%sY;) 
Kr; (21%3 —2aYyı) . (22yı—XıY2) (239; —%5Y4) (25Y2 —%3Ys) 

+ ey yı) (Ley rs) (a Yys—Rsys) (Osya—%EY;) 

_ (21 Ys 2 5Yı) . (22Y3>—X3Y>) (232 2 19Y5) (Ra Yo —E2Y a) ” 

in (729: —X ;Y2) . (21 ya—%,Yı) (242 57% 5Ya) (21 —%ıY;) 

— (ya Rip) (Ay—asyı) Eymrsy)yımrıy) 

+ @y— Yo). Cıyp —zoyı) (ya —aayı) af zıyı) 

+ (@:y1—21Y:) (Sy —eyı) (@yRy)aı—ays) 

Te (2:9 —@5Y3). (21 Yy2—Xeyı) (@ya—rıy:) (azyı —eıYs) 

+ (2,1 —2sYı). (21y2»—reyı) (2,y3—%3Y2) (2:3 "A—ıyı) i 


: 21%, (Ye) «(Yy°—yı)lya—y:) (Y>—Y5) 
— 27,2, 1 —Yy5) ya) ya—Y5) (Ys—Y2) 

a 177 (ya) Ye) Ya —Y5) Ys—Y2) 1 
— IT; (n—Y5) (Ye Yys)y — Ya) (ya—ya) 
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+ Val; Yı—y3): Ya) Yyr Y)YysTYı) 

\ — 1,2, Yy2—y): y—y)Yy—y)Yys—yı) 
an CV; (y2—Y5) -(Yı —y:!yr Ya)lyayı) 
+22, Y—y): YH—ylYy2-9)y—yı) | 
— 1%; (ya—y5). (y—yY: ya) 
+ ge y—y9)- IR ee 

d. i. nach 16), wenn wir N 
19), U= (aıYy3—reyı) NER (2593-2595) 
— (ya Esyı)- (N -y)Ry re) (2:92 —-%2%;) 

| Hay yı) By —2 I) Es ys—Rsy)@ya Rey) 
elern (21 Y—l >y1)- (a2 — 23%) (23% 7 ,Y3) (Lay —T2Yya) 
(+ (ay—%3Y2)- (dıya—xayı) (7ays—t Ya) (&sYı —XıY5) 
- (T2Yya—ayp) (Ya — Lay) (23% ao 7 3ya)(X sYı —%ıY;) 
as (229: s— 599) » (ıys — 273 Yı) (23ya— 493) (2,1 —219,) 

+ (ya —zıyp)- (ya 22yı)(@2Y sd sYy2)(X sYı—XıY;) 

— (239 —#5%Y3) - (&ı Yo—rayı)(@2ya—Zaya)l® ıfı —F1Ya) 

+ (2:95 3 )» Tess ray wat) (2syı —ıYs) 


setzen: 
F:C=U:R; 

und weil nun hack dem Obigen C=ER' ist, so ist 
20) A, UN 


Also ‚sind jetzt alle sechs Coeflicienten der Gleichung 
Ay?4-Bay+ Ca?+ Dy+ Er + F= 0 


des Van die fünf N Punkte, deren Coordinnten 2 Yı5 
29» Ya; » Ya} a sind, sehenden Kegelschnitts 
duren die AN Bi Yay.’ 30) mit Bezue auf die Formeln 12), 
13), 14), 16),.17), 19) vollständig bestimmt. 


Wenn sechs Punkte in einem Kegelschmitte liegen sollen, so 
denke man sich den einen derselben als Anfang der Coordinaten 
‚angenommen, und bezeichne die UUDSuN zen der fünf anderen 
Punkte wie vorher durch‘ | 


21» Yı5 22» Ya5 gs 955 x, yi; Ze 
Ist nun | | | | | 
Ay? + Bay+ Ca? + Dy+ Exr+ F=0 


die Gleichung des durch die sechs enebanen‘ Punkte gehenden 
Kegelschnitts, so erhält man natürlich für 
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; A, B,C, D, E, F 


anz dieselben Werthe wie vorher, weil dieser Kegelschnitt durch 
die fünf Punkte j | z 


(Z1yı) > (2a Yo)» (23Y3)> (2,Yı) » (&sY5) 


geht. Weil derselbe aber auch durch den als Anfang der Coordi- 
naten angenommenen sechsten Punkt gehen soll, so muss die 
Gleichung 5 N 


Ay?+ Bay+ Cx? + Dy+Ex+ F—0 
auch für 2—=0, y=0 erfüllt sein, d. h. es muss F=0, folglich 
nach dem Vorhergehenden | 
2)) O=(21Y%—2ayı) -(CsYya—Tays)%ıys—Fsya)@ Ya — 3% 5) 

er (MıYyarsyı) (2eya— LT, Yya)Tays —asyı)(7sYya Tas) 

+ (a1 Yyı—X +Yı) . (22y3—%sYy2) (23 —%5%3) (X 592 —-%2Y 5) 

— (21 Y5 25 Yı)- (@ays —V3Yyo)L3Yya—Fays)Caya—T2ya) 

+ (22Y3 — 3%) - (@1Yy4—Fayı)(@4Y% 575 Ya)@syı %ıY5) 

— (79 ya %aY2) (21 ya Ray) 8395 —F5Yya)25yı —CıY5) 

+ (@2y5—&5Y2)- (21 ya—rsyı)( 23% + %4Y)@ayı —TıYa) 

+ (T3ya—Xays) . (2192 —Fayı)22Y5-5Yyo)5Yyı%ıY5) 

— (Yo 5%3)- (Hy —reyı)(aaY 4% aY2)Zayı TıYa) 

+@,y5—25Y4)- (21 ya —22yı) 229 —23Y2)(R3Yı — 2193) Ä 
sein, welches also, überhaupt die Bedingungsgleichung ist, die 


Statt finden ‚muss, wenn die, sechs gegebenen Punkte in einem 
Kegelschnitte liegen sollen. 


Wenn wir die sechs gegebenen Punkte durch M,, M,, M,, 
M;,, M,, M, bezeichnen, und 


M,; M;, Mi 


der Punkt M, und zwei beliebige andere Punkte M; und Mr die- 
ses Systems von sechs Punkten sind; so istnach Archiv. Thl. Il. 
S. 263. unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten 


Tiyk— ri 
der positiv ‚oder negativ genommene doppelte Flächeninhalt des 
Dreiecks | 

M, M; Mr, 


jenachdem man sich, um von dem Punkte M, durch den Punkt M; 
zu dem Punkte M; zu gelangen, nach derselben Richtung, nach 
welcher man sich bewegen muss, um von dem positiven Theile 
der Axe der z durch den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem 
positiven Theile der Axe der y zu gelangen, oder nach'.der ent- 
gegengesetzten Richtung hin bewegen muss. Bezeichnen wir also 
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überhaupt den, jenachdem man sich,: um von dem Punkte MW, 
durch den Punkt M; zu dem Punkte Mk; zu gelangen, nach der 
einen oder nach der andern Seite hin bewegen muss, positiv oder 
negativ genommenen einfachen Flächeninhalt ‘des’ Dreiecks 
M, MM, durch 


, \ 


f 


Er Av, ik; 
so. ist.nach 21) offenbar... | 


2)0= Ap»e- Ay3>a: Ags 2,5 - Los 5>3 
| — 419153: Ay24 B Ay 45° Ay 52 
+Aysma-Io23 .Ag33 5. Ay 532 Sg 
— A915: Lo 2>3 RE N 4,2 
+ 49,3 3 .Ay1> 2.f0 4>5 ‚As 5>1 Ä 
A523 2A 1, 3- Los 35 5 Dos 551 
+ 4052; 5:05 13 Io 34.0 451 E 
+ Ay 39 Ir A512 * Ay25 5° Ay 1 
oh, 375° AI 1>2* A05254 in Ay 41 
+49 2,5. 152 I02> 3- So 351 


die Bedingüngsgleichung, dass die sechs gegebenen Punkte in 
einem ‚Kegelschnitte liegen. .:\ a Pa 7 3 


Das Gesetz, ‘nach welchem die Glieder. dieser. Gleichung ge- 
bildet ‚sind, fällt auf. der. Stelle in die. Augen. und, wird hier einer 
weiteren Erläuterung nicht bedürfen. 


Welchen‘ der sechs gegebenen Punkte man’ für den Punkt 
MM,;' setzen, und in welcher Ordnung man überhaupt die sechs ge- 
gebenen Punkte nehmen will, ist natürlich ganz’ willkührlich, was 
hier ebenfalls nicht weiter ‚erläutert. zu werden.braucht. Die’öbige 
merkwürdige Gleichung findet ganz allgemein für jede sechs Punkte 
eines Kegelschnitts Statt, in welcher Ordnung man dieselben auch 
nehmen mag, und enthält daher zugleich eine merkwürdige allge- 
meine Eigenschaft der Kegelschnitte. 


... Welche Bedingungen erfüllt Eh RN SB: der durch 
die fünf gegebenen Punkte ; 


(wıyı)» (@2y2)» (&3Y3)> (Bay), @5Y5) 


gehende Kegelschnitt eine Parabel, eine Ellipse oder eine Hyper- 
bei sein soll, kann hier als aus der allgemeinen Theorie der Linien 
des zweiten Grades hinreichend bekannt vorausgesetzt werden, und 
soll für jetzt der Kürze wegen hier nicht weiter ausgeführt wer- 
den, wenngleich sich uns hierdurch noch Gelegenheit zu manchen 
andern Entwickelungen darbieten würde. tr Girl; 


Eine der obigen ähnliche Bearbeitung der Aufgabe, durch neun 
Punkte im Raume_ eine Fläche des zweiten Grades zu ‚legen, und die 
Entwickelungder Bedingungsgleichung, welche erfüllt sein muss, wenn 
zehn Punkte im Raume in einer Fläche des zweiten Grades liegen sol- 
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len, oder wenn sich. durch zehn gegebene Punkte im Raume eineFläche: 
des zweiten Grades legen lassen soll, hofle ich .der vorliegenden Ab- 
handlung über die Linien des zweiten Grades späterhin nachfol-' 
gen lassen zu können. Vielleicht aber findet sich auch, was mir 
sehr lieb sein soll, einer der geehrten Leser des Archivs durch 
das Obige veranlasst, die genannte Aufgabe über die Flächen des 
zweiten Grades nach einer ähnlichen Methode zu bearbeiten, wie 
oben ‚die‘ einfachere analoge Aufgabe über die Linien des zweiten 
Grades bearbeitet worden ist. Söllte mir vielleicht ein desfallsiger. 
Aufsatz zur Einrückung in’s Archiv gütigst mitgetheilt werden, so 
werde ich für dessen möglichst baldigen Abdruck, wenn er mir 
überhaupt seinem Zwecke zu entsprechen scheint, Sorge tragen. 


XXIX. a 
Zur Theorie des EIntegrallogarithmus. 
‚ Von dem ’ | 
Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 
rei an der Universität zu Jena: 


a run 


Unter ; die bemerkenswerthesten. Eigenschaften des Integral- 
logarithmus darf man vielleicht die folgende, wie,es scheint, noeh 
nicht bekannte ‚zählen, dass, sich die Differenz Mr | 

N 
li (ee) — li(e®) 


immer in eine Reihe von der Form 
1 biıo3doq 6 309 i oje zart! 
ae: 


.. [3 . [} r . oe “ .,» 
verwandeln lässt, wobei jedoch die Coeffizienten P für positive 
und negative «nicht dieselben sind. ‚Um diess zu zeigen, gehen 
wir von der Aufgabe aus, die Funktion e«Y 1+2 in eine nach Po- 
tenzen von x fortschreitende Reihe zu verwandeln, wovon’ die 
Lösung sehr leicht ist, wenn man in dem Taylorschen Theoreme 


(er=r Bart 
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Ta = -eaV = und «=1 nimmt. Es wird dann unter Anwendung 
einer Formel, welche ich in meiner Differenzialrechnung S..95. 
ee habe, 


fi (2),3= On er) Free 
Or” 


BRoN +1)... (8) N 2: 
(rate un a. 1, rin Je N 





woraus für z=1 und nach Division mit 1.2.3....n folgt, dass der 
N von x", den wir mit @Qan bessichnen wollen, uch die 
orme 


ar ea n )1, @+ D)ra—l)(n—2) 1 
nF T6... (in) 4.6... (2n) |!- nt mE ee 
ei ] W 


ausgedrückt wird, und demnach für die so bestimmten Werthe von Q 


NIT + RC + Qu + 93H... 


oder wenn man 2? für z schreibt: 


eN + = + 9224 Qurt+ A254... (2) 


ist. Die Gränzen für die Gültigkeit dieses Resultates sind leicht 
mittelst des Cauchy’schen Theoremes a priori abzusehen. Die 
Differenzialquotienten der Funktion eY 142° sind nämlich Brüche, 
welche verschiedene Potenzen von 14x? zu Nennern haben und 
daher für z—=1.9 —1l unstetig und unendlich werden; es muss 
daher der Modulus von x kleiner als der Modulus 1 desjenigen 
sein, für welches die Discontinuität eintritt. Die an der 
Gleichung (2) ist daher an die Bedingung 


1>modz>-—1 





geknüpft. Diess sieht man auch leicht a posteriori ein; nähme man 


z. B. x=(1+0) N —1, wo o eine positive Grösse ist, so würde 
die linke Seite in 


eıN 20+t®" N —1— cos [aYV 20 +02] 4Y —Isin[aV 20+02] 
übergehen, und da die rechte Seite reell bleibt, so würde durch 


Vergleichung der reellen und imaginären Partieen das völlig ab- 
surde Resultat 


sin[aV 20 F @2] =0 


309 


herauskommen. — Differenziren = nun die Gleichung (2) nach z, 
so ergiebt sich für l>modz> — 








N 14a? ent 20,+49,2°+6Q,2*+... (8) 


und diese Gleichung werde Seite für Seite ‚mit der folgenden mul- 
en ER 


.ea2 + ea a? x? at“ 
3 -HTsttagat 


Man findet so ohne Schwierigkeit : 


—— feaY ıt2°+2) + ea 142°—2) | 
ST „31° ui 1 (4) 
== er + R,2?4+ R,2t+ Rex + .... 


wobei die Werthe der mit R bezeichneten Coeffizienten durch die 
Formel 


(2 a a4 (2n—2) Qsn-n 9 


Ra=(@n+2) Qont.+ 7 13314 da 
5 
> le en Zn 

| 53 4.12.38. @n)d 


bestimmt werden. Setzen wir ferner in der Formel (4) 


N Ira? tz=u, | (6) 


also 


a 
i +2? BE 5 
so wird 23V Ifa?= gl BR a=3 (u— 5), und hiernach drohte sich 


—E [eat eu] = —R us Er  (u—; Loy an ee 
1 


und nach’ beiderseitiger Multiplikation mit 
| He) Al ı, 
At Du=,(ut,)du 


wird aus der vorigen Gleichung ; \ 
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ae 
= Haut Hr ..] 


1 
| ET (ut Hera ern Lay eh 


Nach der Definition des Anesallpgatiiiunne ist, nun bekanntlich 


I — Rn > ü (2. + Const., 


woraus für z=au und on 2 folgt: 
Sem en+6 
du = 


| ZeFT lien) 84 


Diese Formeln kann man zur Integration ar vorhergehenden 
Gleichung: benutzen; man Frage So: u 


a IK (eu) —li (ei ) ]4+ Const. 


1 ıR 1 
= ou Dun) ee lashr't 


Die Gültigkeit dieser Gleichung ist an die Gränzen 
V2+1>u>V2—1 (7) 


gebunden, wie man sogleich bemerken ‚wird, wenn man in die 
Gleichung (6) die Gränzwerthe +1 und —1 für & einführt. Neh- 
men wir in der vorigen Gleichung, a=1, wodurch die SCDEUNE 
(7); erfüllt ist, so. ergiebt sich C=0, und wenn wit, ı _ | 


Ron 
‚Yang var m ie 


setzen, so ist jetzt 1. 
aut 
® (ewu) — 4 N 


{ 8 
a et ken +3 Eu Wcor 2): Hpgeher. 


Be noch die Bedingung (7) erfüllt, sein muss. , ‚Wir wollen 


die beiden Spezialisirungen a=+1 und a—=—1 untersuchen. fir 
die erste ist 


ss 
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is Yus' door dans EN done Tahrı 


vran Hoc sd si keie). u oe ao norohns 


Ira Wi r’? 15. BL EIMIER (Mai 
ee — rn tz P,u—: + al 
und ‘üäch dem Früheren N 
—1 1 3 n— 
Anz, nl ur } un on we u] (10) 


r n 
Pan = gun] er) ur an 


Inn Zn dern ol elige, Formeln sehr. leicht :-,.,' 
| ne a > ehe 
%=5: KV, 57T 


4e Ss 
2 4.6.8”, 





\ a 2, 


Nimmt ‚man dagegen'inıNo. (8) ‚a. negativ, so wird ;..; 


a er * ö id er 

e a ze a 1; ’ H Ai 
1 a r : 
B 


ü Ka ch ud i 


1 (12) 
Tata te az Polen 
und dabei ist i 
K nr, ee „Due Dun Ri 
Ba ee I — eh. 1172013) 


j “ Pi) au 1 Er ze. Ch) och ‚nann,. .+7 Zi ai as ar „N 2 


' Hieraus findet man ‚leicht: 


a BEE NA RRETERR 1147 
Berg y BEI ST 
1 Ba Oh LA 

AU Su ea Enter TR Ko 


au, ganz andere Werthe für die Coöffizienten. Man sicht hier 
aus, dass die Formel (9, nicht für negative in Anspruch enom- 
men: werden darf, weil sie dann ein von dem in (12) verzeichneten 
a verschicdenes und desshalb falsches Resultat geben würde, *) 


— 


10370 Beispiele dieser Art widdldshn die Daklıhmkondbt, ‚die man noeh hie) 
ia da über die allgemeine Gültigkeit der 'Taylorschen' F ormel,' über syn- 
taktische Gehlinnlisse ete. hört, am'allerbesten. Wäre‘ die 'Taylorsche 
Reihe allgemein richtig, so müsste es auch die Formel (9) sein, sie müsste 
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Zu ‚der Formel (12) kann man übrigens auch noch auf einem 
anderen, Wege gelangen, | der‘ durch seine Kürze bemerkenswerth 
ist.  Bezeichnet man nämlich mit 7 den unbekannten Werth des 
Integrales | Dan 


h \ | . 
u a 3 
\ > 





[e ») 
JS. 05T Arctan = derısıl 1 (15) bin 
0 r t 
der offenbar nur von £ abhängt, so ist n 
Kr ER) a1 2 2, 
' Nr FhleTze 
und der Werth des Integrales’ rechts ist’nach einer sehr bekannten 
Formel = — 2er mithn 7=— 7 oe oder 
21,..° N 2J, Le RN 





zn (ot 8 © cosz 1 
a Pe. “ an 
5 je +Const= E Arctan 0%, 
was aber nur für positive ? gilt, weil die so eben "benutzte Inte- 
gralformel nur für solche t besteht. Setzen wir i=r, t=» und 
subtrahiren die beiden so entstehenden Gleichungen, so wird 


also auch für negative % gelten, was gegenüber der Gleichung (12) zu Resul- 
talen wie er führen würde, Die Sache ist aber sehr einfach, .|, Wer 


eine Gleichung von der Form 


IOEAtnTthE + 


hinschreibt,.der sagt eigentlich, ich will eine Parabel y„=4,4+A,74A37?-+.... 
construiren, die sich möglichst genau an eine gegebene Curve „=/(Z) an- 
schliesstiund zwar um so genauer, je höher der Grad der Parabel ist. Eine 
Parabel verläuft aber immer stetig, daher kann ihre Identität (Deckung) 
mit der Curve = /(Z) nur so lange statt finden, ''alsı die ‚letztere ebenfalls 
stetig verläuft; tritt also z. B. für Z=$& eine Discontinuität in /(Z) ein, 
so hört an dieser Stelle die Identität zwischen „=f(z) und y=A,+A,ıT 
+4,27? +... auf,, wen sie-vorher bestanden hat, "weil’sich eine unstetige 
und eine stetige Curve uicht durchweg deeken können. Ueber 2—£ hin- 
aus giebt „= Au, +AiT+.... die Fortsetzung der Parabel, aber nicht der 
Curve „—=/{(2), und beide Grössenformen haben gar keine Beziehung mehr 
mit einander, weil es ‘unzählige Curven y„=/(Z) geben kann, welche für 
LE identisch sind, für 2—$ unstetig werden, aber für 2>E ganz will- 
kührlich und von ‚einander verschieden verlaufen. , Es Kann "nun der Fall‘ 
eintreten, dass die Funktion Y=/(X) stetig bleibt von Do bis TE, 
uud Yon TEE bis L=+@), aber bei E'diskontinuirlich wird; dann giebt es 
zw ei verschiedene 'Parabeln , ‘welche mit ‘den beiden ’Zweigen vohy— (2) 


„oo. ; 
u 


zusammenfallen, also zwei ganz verschiedene Reihen für f(2), jenachdem 
Z<iE oder CSE ist, Diess haben wir in unserer Betrachtung, denn Zö(v) 
ist, eine,san..der Stelle v1 discontinuirliche ; aber sonst; stetige Funktion, 
und. dahier. !also, die. doppelte Reihenform. ‚Diese, Bemerkung „Lässt sich. 
übrigens leichtijauf ‚den Fall ausdehnen ‚ dass: /(7) mehrmals, discontinnirlich , 
wirds sis ‚iss ı mi 1 Hama vi 
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-5// Fe wur fi ee < Arctan de —0, 
lie) Ba 


Hieraus ergiebt sich leicht 


an 
(er )—lie De a 


an ı wenn man für V2+1>u>V 2-1, wo immer 








Z Aretan = dr. 


En )x 


la? 


X, 


Gi En 
1+ 2? 


ist, den Arctan in eine Reihe verwandelt, so wird 


1> >—1 


li ER li (e%) 
En. ra ve nal | 
I w-, Ey hu 134 hu ZIP — rn 


worin die Grössen J durch die Formel 


= Rn aneosz 
Jontı = 0 A Er A Fasmrıd® 
bestimmt w Einen) wobei das Integral sich leicht näher Au En 
lässt. 


Veber die höheren Differenzialquotien- 
ten der Potenzen des Cosinus. 
| Von dem 
Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


de » Differenzirt man mehrmals hintereinander den Ausdruck cos#z, 
so findetman leicht, dass die Differenzialquotienten gerader Ord- 
nung unter der Form stehen: 


Theil IX. 21 
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„rcostz N 4 
(—1)r — 3m = Aocos"r + A2cos! x + A,cos#7 cH+... 





ennneı + Asncost ar, (4)' 


worin Ay; Aa, .As;. Ag .ete. gewisse rein-numerische Coeflizienten 
bedeuten, welche 'nur von w und n abhängen. Da man ferner jeden 
Differenzialquotienten ungerader Ordnung dadurch erhält, dass man 
seinen Vorgänger, der gerader Ordnung ist, Noch einmal differen- 
Om costr 
die Entwickelung des Falles nm —=/n hinreicht. Diese letztere ist 
aber vollständig gegeben, wenn man in der Gleichung (1) die mit 
4A bezeichneten, &oeflizienten independent bestimmen‘kann. Für 
den Fall, dass u eine ganze positive Zahl ist, wird diese Bestim- 
mung durch keine wesentlichen Hindernisse erschwert, wenn man 
einige Kunstgriffe anwendet; ich mache dieselbe bekannt, weil sie 
vielleicht zu weiteren Untersuchungen über den, wie es scheint, 
ungleich schwereren Fall eines ganz beliebigen u Veranlassung giebt. 

Bezeichnen, wir mit ug; U, Ua etc. die Binomialkoeffizienten. 
des Exponenten u, so ist bekanntlich 


zirt, so ist klar, dass zur Entwickelung von überhaupt 


(2 cos 2) —ugCoSsux+ ur cos (u—2)z + u, cos (u—A)c +... , 


wobei die Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie, von selbst ab- 
bricht. Es ergiebt sich hieraus sogleich: 


027 (2cos a)u aueh 


u 0, | 


1 
—ig um cos (ua + u, (u—Yercos(u— 2x | 0 
an skeeten Dinoon (u Az 


IHTAInDIAL 


Andererseits ist nach einem bekannten Theoreme: 


m(m—3) 
1.00, 2 cos z)m4 





2cosme—=(2cosz)” — rn (Fcosym—2 


—A)(m—5 


wobei aber m nur eine ganze positive Zahl sein darf. Man kann 


dafür auch, sahreiben:n,..a'T), BOTEN 


"it H 


- Bw 
1” 


Dur Eh 7 f By 15 men! h 8® won © ie onen k D ar nW 
Icosme—(2c0s )R — 7 m —d), (208 2ym 2 
WE Y A > a ı ACOSsT —Ter.9 


und wenn man mittelst dieser Formel jedes einzelne Glied der 
Reihe rechts in (1) in eine nach Potenzen von 2cos x fortschrei- 
‚tende Reihe „verwandelt, ‚so kann man. nachher.die ganze (rechte 
"Seite, nach solchen: :Potenzen ..ordnen‘s, man erhält,/hierdurck:iöhne 


. . . % n 


Ö N E 
Ä Igakh 


315 


OR cos!x 


(rau 


— fgfian (208 2)“ 


+ [a (a 9°" — fo ur. T (u2)o] 2 eosa)u-2 


+ [f2 (ud ?r — u, (u—2)?n. Hudot How". 5 (a3) (2eosz)"-3, 
+ f 
oder mit anderen Worten : „wenn 


(— 1} Ps — Aycosr + Ayeos #22 + Agcos! Arc... 


MID“ + Asncos#—?ng (2) 
gesetzt wird, so ist für ein ganzes positives p: 


Azp = 34 (u —2p)?r 


Die u ar USERN m —2Pp)o 1 Pe 1 


aa } 
R N +, (u prdan 


y’ Bp#s Doreen pr M 11 


np Ne wart tal &) 


worin das Bildungsgesetz der Coeffizienten mit völliger Deutlich- 
keit ausgesprochen liegt. 

Da aus der Gleichung (2) a racht, dass Agnt2, Aonta, etc. 
nicht vorkommen können, so folgt, dass für p>n Immer Ay 
sein muss, wäs einen rein algebraischen Satz giebt, dessen Beweis 
jedoch, einer brieflichen Mittheilung des Herrn Dr. Arndt zufolge, 
den gewöhnlichen Mitteln Trotz zu bieten scheint. 

Setzt man zur Abkürzung | 


— 1)" | 
ot At + A] Can, 


so ist 


cos#r—= 0: 0,224 C,2°+02°+ ..., 


wie man leicht mittelst des Mac-Laurinschen Theoremes Anieht. 


1 ke 
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XXI 


Einfache Construction des Krüm- 
mungshalbmessers der Kegelschnitte. 


Von dem 


Herrn Fabriken-Kommissionsrathe A. Brix 
zu Berlin. 


n 


Es sei VAV' (Tat. VU. Fig. 4.) ein Kegelschnitt, F' dessen 
Brennpunkt und @.ein beliebiger Curvenpunkt, für welchen AP 
—=r, PQ=y die Coordinaten, QN=z die Normale und PN=u 
die Subnormale vorstellen: 

Man ziehe durch & und F die Sekante QM, errichte in N das 
Perpendikel NM auf @N, weiches die Sekante in M schneidet; 
dann ziehe man MO senkrecht auf QM und verlängere die Nor- 
male bis zum Durchschnitt O mit dieser Senkrechten, so ist @O 
der Krümmungshalbmesser des Curvenpunktes @®. 

Einen einfachen geometrischen Beweis dieser Construction 
zu finden, ist'mir,noch. nicht gelungen, wogegen ihre Ueberein- 
stimmung mit den analytischen Formeln leicht nachzuweisen ist. 
Geht man nämlich von der Gleichung 


yP=mz-+nz? 
aus, soist | 5 


u=}(m4+ 2na), z= N m2+ 404-1) (matnze) 
und 1 iifuyasslorkke ; ala 
3 


i3e elohl u. stovE losichl moulalgle 
VI—zR VIm2+4o+D me FRdP | 
Nach obiger Construction findet man aber leicht, die in der 
Figur angegebene Bezeichnung berücksichtigend: 


= =:.secHP HM) -elHEKPHY). 
1 „Nun ist ra 


A ee 
SsPy—y? SIFDgT 








folglich, da AF=5(-I4+NIHn): 
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} _mt+Ine—mN I+n . m—mV1 +n, 
Bi Zny TR Ay 
Es ist aber 


tsop+tg 
WOLWST gr 


und wenn für tgp und tgy die obigen Werthe eingesetzt werden: 





ul+md — mV Itn 
t —re 0 000 Te 
5 (p + Y) | Iny? —2u? + mu N 14m 


ar 1-+n. 


J 


5 Ferner hat man 


sec? +Yy)=1+tg?(p+Y); 


also 
.m2+4(n+D)y? 


;2 
seco + Yy)= u En 


4 
a 
Oben war o=z.sec?(p+Y) angegeben, also ist nun 
473 


Dim m?’ 


übereinstimmend mit der analytischen Formel für den Krümmungs- 
halbmesser. 





XXXI 
Bemerkung zu Aufgabe 233. in: „Die 
merkwürdigsten Eigenschaften des ge- 


radlinigen Dreiecks Von C. Adams. 
Winterthur. 1846.“ 
Von dem 
Herrn Doctor H. Hoffmann, 
Lehrer am Gymmasium zu Danzig. 


— 


x 6;° “ — “ u 
Bei Aufgabe 23. a. a. O. ist die Bemerkung nöthig, dass die 
Auflösung kemesweges allgemein ist und nur gilt, wenn von den 
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drei Höhen A, , Ag, Az die Summe je zweier grösser ist, als die 
dritte; denn es ist diese Voraussetzung durchaus nicht die Bedin- 
gung für die Möglichkeit der Aufgabe. 

Diese Bedingung ist für den Fall, dass Ah, > ha ist: 


11. Mer 2 
FR > 7, oder Az, > 


Aue 
h, + fe 


1 ft 9 h, [> h, 


und 
| 1 
ra < I, oder A, < Ks Fa 


r 


Es wird allerdings’ der Fall eintreten, dass A; zwischen die- 
sen Grenzen und zugleich zwischen den Grenzen 


h3z>hn—hz, h3<hr + le 


liegt; doch wird es Werthe für A, und Ag geben, wo die ersten 
Grenzen ganz ausserhalb. der zweiten liegen, .wenn nämlich 


hy ha 


ho Su hho) oder ih, <thı (3 VB), 


Wird A, grösser angenommen, so werden sich jene beiden 
Grenzen, die wahren und die zufälligen, theilweise decken, bis 
sie endlich ganz zusammenfallen. Dies geschieht, wenn 








ht A 
a a \ 
VIER RT: ; 
h 
Lee 
hı IE N ha 
oder 


a ıhı (V5— Tr). 


Wächst A, noch weiter, so werden die wahren Grenzen zwar wie- 
der über jene zufälligen hinaustreten, sie jedoch nicht mehr ganz 
verlassen, da der Bedingung 


un 
hıtfz 


kein. reeller Werth von. Ag, entspricht. tens 
“Man kann die jedesmaligen Grenzen für A, unter der gemach- 
ten Voraussetzung. 4, > h,. auf einfache: Weise durch eine Figur 
darstellen. 

Ist in Taf. VIH. Fig. 9.. AB=h,, so mache man BC= BC 
—h,, errichte in C und (" die Perpendikell CDD=C'D'—=h,, und 
ziehe AD und AD’, so sind die wahren Grenzen von A3 BE und 
BE', die zufälligen AC und AG. dar 

Es wird nun A; nicht zwischen AC und AC' liegen können, 


wenn Bc so genommen ist, dass AcS Be. Die Construction giebt 





>inthy 


für diesen Fall 2 < Bc;, wo: AB in. c.'so ‚getheilt ist; dass .,ı 
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Bes ABEA0JABR . ..... DD 
Denn da Be= Ace sein soll, so folgt diese Proportion’ sogleich‘ aus’ 
Ac:cd —=AB: Be. 


Hiemit ist zugleich der Werth von’ A, für‘ den Fall gefunden; 
dass die wahren und zufälligen Grenzen sich decken, dass, also 
AC=BE' und ACU=BE. Denn niit Be. dieser Bedingung \ wird 


aus A I 


| AC: CD=AB: BE od 46": ‚CD'=AB:BE 
entstehen: 

AC: BEC=AB: AB+ BC und AB+ BC:BC=AB:AC; ' = 
aus beiden aber folgt: 
i | ACBERSBC: AB EN ch? 
Vergleicht man. £) und: 2) mit einander, so folgt: | 


jo ı  Be= Al und Ae=BC. 


KRNXNXIHE 
‚Ein Paar Tetraedersätze. | 


| ‚Von. dem . j PR 
keste- Schulrath J. H. T. Müller, Er 
Director des Realgymnasiums zu Wiesbaden. 
1. IW erden i m den vier x Seitenflächen 
| AR. D 
eines Tetraeders, deren Gegenscheitel 
#,b,c,d 


sind, vier Punkte 
AR Fe ER 


dergestalt angenommen, dass die Geraden 
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aa!,; bb!, cc’, dd" 
einen. 'gemeinschaäftlichen -Durchschnittspunkt 
D: 
haben» und bezeichnet man die in 


A liegenden Dreiecke 4 co, #'db, a’bc mit in, Ac, Av; 


B ” ER) b’d9, b’ac, b’cd ER) Be; Bo»; Ba; 
C 9 7 t eb, c’bd, y cd F}) D5 Ca, CB; 
D er 3 ö'bc, D’ca, D’ab „ Da, Ds, Do; 


wo der Yen Zeiger die dem Theildreiecke _anliegende Te- 
traederfläche ist, so finden foigende Beziehungen statt: 
Ac. Cs. Bob. Da Av. Dp.Be. Cıa= BT: CpD.De, 
Ap.De. Cp.Ba— AB: Be. Co. Daz Ac.Cı.Bp.Dp, 
Ap.Bv.:De: Ca Ac: Co. De. Bı=AD.Da.Be:CH 
Diese drei Gleickheiten von vierfactorigen Producten gehören 


Bi Reihe nach den drei einfachen gebrochenen geradlinigen Vier- 
ecken 


acbd—ndbe, ndcb—gebcd, Aabdc=acöb 
mit den Diagonalen 
ab, cd; ac, bd; ad, bc 


zu, welche durch die vier gegebenen Tetraederecken hestimmt sind. 
Für jedes solche Viereck ist demnach :unter der oben gemach- 
ten Voraussetzung 


das Produet aus den vier TWeiläreiitke, welche 
dessen Diagonalen anliegen, gleich den Produc- 
ten aus den vier dessen Seiten anliegenden Theil- 
dreiecken, vondenen keine zwei derselben Tetrae- 
derfläche angehören. 


Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich leicht, 
wenn man, die Tetraeder, he D zur gemeinschaftlichen Spitze 
und A, B, C, D zu Grundflächen haben, mit Ta, Ts, Tec, To 
bezeichnend . die sich nn en ergebenden Verhältnissgleich- 
heiten 

T4:55:Tc= Di: Ds:De, 
T;:%c:Tpo= Ag: ÄAc: AD, 
Tc:Tp:Tı=Be:Bp: Ba, 
Tp:Tı:Tp=Cp: Ca: CB 


bildet, und diese in gehöriger Weise durch Multiplieation verbindet: 
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2. Werden in den vier Tetraederflächen 


A,B,C,D 
vier Transversallinien 
umd,c,d 


dergestalt gezogen, dass’dieselben in der gemeinschaftlichen Trans- 
versalebene 


n 5 


liegen, und bezeichnet man_die hierdurch auf. den Tetraederflächen 
bestimmten Dreiecke, welche durch je zwei Tetraederkanten und 
die zug&hörige : Transversallinie begrenzt werden, nämlich. 


ad’, ab!, ac ZÜÜba'y be', bl’, .ch' )cd!, ca’; De’, da’, db’ 
mit 
Da, Ba, Ca; AB; CB, Ds; Be, De; Ac; CD; AD; Bo; 


so erhält man dieselben Gleichungen, wie die in 1. gefundenen. 
Sowie der Beweis des ersten Satzes dem des ihm analogen 

vom Dreiecke entspricht, wonach mit Anwendung derselben 

Bezeichnungsweise 


ist, so ist diess auch mit dein des zweiten der Fall, der für das 
Dreieck ebenfalls dieselbe Gestalt hat. | 


Diese beiden Eehrsätze mit ihren Umkehrungen, deren weitere 
Verfolgung mit Rücksicht auf ihren Zusammenhang mit andern, 
vielleicht noch nicht bekannten Sätzen sich der Einsender auf eine 
andere' Zeit verspart, schienen, ‘besonders wegen ihrer Analogie 
mit den erwähnten Dreieckssätzen, der Mittheilung werth zu sein. 
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| xXNXEIV. 5 Fr 
Ueber die Summirung der nach den 
Potenzen einer Hauptgrösse fortschrei- 
tenden Reihen, deren Coeffiecienten 
eine arithmetische Reihe einer beliebi- 
sen Ordnung bilden. ; 
Von 


dem Herausgeber. 


Ich gehe bei dieser Untersuchung von dem folgenden Satze aus: 
Ne lan sau n | 
Wenn die Grösse &, welche wir als positiv anneh- 
men wollen, kleiner ‚als die Einheit ist, und n.und k 
positive ganze Zahlen bezeichnen; so nähert sich 


(rn +1) a-+2).... (a + &—1)2 


jederzeit'bis zu jedem beliebigen Grade der Null, wenn 

n,z.indem %k als constänt betrachtet wird, -in’s Unend- 

liche wächst. h | on an 
Beweis. 


Es ist, wie leicht erhellet: 
(a +1) (Rn +2)... (nr + 4 at—nln +1)... (n+k—)er 
1 1 
x<tr)d+ 





AD HD 
(n +2) (Rn +3)... (2a ++ Dar r?=(n+1)(n +2)... (n 4 k) art 
EU Ee IE Er 
(n +3) Rn +3)... an ++Y) 2 tF’=(n +2) (n +3)... (n+i+1) art? 
xD 
(n +4) (Rr+5)....(n ++) ar tt=(n +3) (n +4)... (n+k+2) art? 
OLE Eee Een nF 


U. S. W, 
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oder, wenn wir der Kürze wegen 
ee N 
LE ER NEE EEE eo 
Kt 


REN N, 1 I, | 
Kuga HED 
u. Ss. W. 
setzen: 


(r+1) (r+?2).... (a4) ar H—n(n4)D....n+k—])er. Kr, 
(2+2) (n}3)... +44) art?= (n+Dn+2)...(n4 Mart!.K,ır, 
(n+3) (n-+4)....(n +42) r B—(n+2)(n+3).(nHk+b)art2. Kor, 
(n+4)(Rr+5)....(nR +43) 2r tt = (n+3)(n+4)....(n+k+2)2rr°.Kzr, 
u. S. w., 

also : {: 'J | 
(a +H)R+2....n+Mart—nln+1)....(n+k—)ar.Kr, 
(n+2)R+3)...n+4%4 Dart —n(n +)... (nt k—)ar.KK,z2, 
(n+3)(Rr-+I... (a +44) ert—n (an)... a +k—Dzr. KK,K,e’, 
(r +4) R+>)...(n+4)artHtenln +)... :(n+k—1)ar. KK, K,K,a%, 


u. Ss. W. ß 


Offenbar ‚ist aber 


KSKSRSK,>K,>S us. w, 
und folglich | 
K= K, 
KK,<K?, 
KKR,<K’, 
KKıksKk, <K4, 
u. 8. w. 


also 


Kz=Ke, al 
KK,22<(K2)?, 
KK,K,2?’<(Kzx)?, 
KK,K,K,ıt< (Kr), | 
usw 


Daher: ist nach dem Obigen: 
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RHHYR+2).. a +) Henn)... n+k—)zr. Kr, 

(Rn +2)(R+3).... an +74) art? <a (an)... (a +k—]) 2r.(Kr)?, 

(n+3)(Rr+H)... (a +k42)art3 <n(ln +)... (n+k—]) 2" (Kr), 

(n+4)(n+5)...(a +47 +3) art <a (n+)).... (a +k—]))er.(Kr)*, 
U. 8. wi 


Soll nun Kr<1l, d: i. 


1 1 1 1 
Ir Digest 


sein, SO muss 


ET E ITNT  TRe e) 
dr ae (+ mern + nt D 


oder, was dasselbe ist, 


1 RN 
1 BuxT Te 
d+,)A Ant (1+ Peru) + FL 


sein. Wenn aber n in’s Unendliche wächst, so nähern sich die 
Brüche =. NEE | ee 

a ol Ur N re 
n’ n+1’ n+2’"n+k—l 


deren Anzahl constant, nämlich % ist, immer mehr und mehr der 
Null und können derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn 
man nur n gross genug nimmt, und es wird sich also, wenn n 
in’s Unendliche wächst, offenbar der Bruch 


1 
1 1 1 SER RE, 

1+-)(t + ——)(l + ——)...(14+ —— 

++ Dt At) 
welcher stets kleiner als die Einheit ist, im Wachsen der Einheit 
immer mehr und mehr nähern, und derselben beliebig nahe gebracht 
werden können, wenn man nur n gross genug nimmt. Da nun 
nach der Voraussetzung = <1 und als eine constante völlig be- 
stimmte Grösse natürlich von der Einheit um eine bestimmte end- 
liche Grösse unterschieden ist, so wird, wenn man n in’s Unend- 
liche wachsen lässt, der stets wachsende Bruch 


1 
1 1 1 EIER 
a rt j) A Ur Ber eo) 





welcher der Einheit beliebig nahe kommen kann.’ wenn man nur % 
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gross genug nimmt, immer endlich ee als x werden, dann 
also die obige Bedingung erfüllt, und folglich 


Kx<l 
sein. Dann nähern sich aber nach dem Obigen die Grössen 


n(n 4 D....(n+%—]) an, 

(n-+1) (n+}2)....(n 4%) artt, 

(n+2) (R+3).... (n+k+ 1) art?, 

(n-}3) (R44)... (nt +2) an+3, 

(n+4) (n+5)....(a+k4+3) art%, 

| u. Ss. w. 

offenbar immer mehr und mehr der Null und können derselben 
beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur weit genug in der 
vorhergehenden Reihe fortschreitet oder sich nur weit genug von 
ihrem Anfange entfernt, wodurch unser Satz offenbar vollständig 


bewiesen ist. 
Die fortwährende Abnahme der Werthe von 


n(n + 1)....(n +%k—1)2” 


mit wachsendem rn beginnt nur ‚erst dann, wenn 


1 
ERTL AED 2 ER LENGN 
aan ee le Dre e 1L US meer Van a gearıy ann 


geworden ist, was immer endlich einmal eintreten muss. 


Zusatz. 


Wenn der absolute Werth der Grösse x kleiner als 
die Einheit ist und rn und %k positive ganze Zahlen be- 
zeichnen, so nähert sich der absolute Werth von 


n(n +1) (r +2)... (a + k— 1) ar 


jederzeit der Null, wennn, indem kals constant betrach- 
tet wird, in’s Unendliche wächst, und kann der Null be- 
liebig nahe gebracht werden, wenn'man nur 'n''gross 
genug nimmt. 


Es ist nun, wovon man sich auf der Stelle durch ganz leichte 
Rechnung überzeugt, allgemein‘ / | | ii 


nn +D....(n+k—1) __ rn + 1). ..(n+k—2) + (n—1)n ....(n+k—2), 


— 1 


1.2.3..:% TITIDBE (ZT) 2 LE DRS 





also, wenn man für n nach und nach 1, 2, 3, 4, ....n setzt: '. 


DB AB. (1) 
L.II7 (BE 

















193.7 1.3837 Au0T) 
2.3.4.2.(&41)2).B-3eR..2001.2.3...% 
RITTER. ET 
3.4.5.2) 3 354.8... (ERBE (7) 
1.2.8.2 0000028. (+ 7.2.3..% ° 
4.5.6 Era Sl (BP NINE N) 
TER Ne BETA 
| us. w. | 
nn)... n+k—-D) _na+D... (n4k—2) ur (n—D)n....(n+%—2) 
a ONE RER eg "E10 1:2. 8820 7 


Multiplieirt: man nun diese Gleichungen: nach der Reihe mit 
r, U; x?, x’; ee 


und addirt sie dann zu. einander, so. erhält man,..wenn der Kürze 
wegen 


EDEN 

) S=-793..%t 12 

Ss SLR OIR 
13 | 
EB &+3) „ 
erg 


u. Ss. W. 


TEE NY nn.) ,, 
KATI EIER) TORE 


gesetzt wird, auf der Stelle die Gleichung 


k—1 


= = + Say X. 
Weil. nun ieh A aha | | da 
SS ann. REN u 
ist so wird die Ve ende Gleichung 
a 


also: = 
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k ki Baar j z 
a net. ta) 


Für k=1 ist nach 1): — () ee ! 
Sn wi Im 47a Das 2.4 Fer] | 
u 5 \E ee 4 Prr.H Lancı 
| tete] A Tran | 
—1H+ ehakbet .Harı 
Hot.” 





en 
d., 
S=ltetatatt.. karte Tanz, 
also 
Mi) a 


Vergleicht man ‚diese Gleichung mit der allgemeinen Gleichung 
2), so ıliadet man, dass), wenn diese‘ letztere Gleichung ganz all. 
gemein, d. h. äuch noch für. k=1 gelten soll, 


Serdamosy ıM) Syollps pkepziird dae up an-a 
gesetzt werden muss. Dies vorausgesetzt, ist nün nach a AN 


meinen Gleichung 2), wenn für k«nach und nach 1, 2, 3, 4,.... 
gesetzt wird: 


(1—-x) Sn = Sn “ an, 
(l—x) S, area Sn een r ne 4 


a-d, = naht. 


.&.2.3 
A =A, RD) zu 
d- a) Sn: = — | RE EFT u 9.3, 4 
re FOR w I) _ ar Ss. w. 
a a nB).; (n+k—]) 
rn = ee 


also ee 


328 
A-2)= tz, 
N nut) (d—a)ak.ı 
Aa)? 8n= (1 2)2,8n— alt DEE aan, 


2 2; 
(1—.2)% 5, — (1--2)3 FIBEIEEETEEEYEFE» EHEN 


U., S>_W% 


(- ak Si (1 a)k-1 N N" (I—a)k-Ign; 


ng folglich, wenn man’ addirt und aufhebt, was sich aufheben 
ässt: 


aa 7 eur) (da), 
+) N 
au a)N 1.999385 TE) 
Su n(n+DC (r+2) (Rr+3) ap zn, 
REIN Di KO BE 


US We 


Ä n(n+1)(Rr +2). k—1 


Weil nun aber nach 4) und der Lehre von den geometrischen 
Reihen 


0 1— 7 





ist, so ist 
k 1— an n 1 
DE Sa VE IT ATTIT ER | 
n(n+1) 1 





A FO ern 
Vet (+1) (n+2) 1 
h 1.2.37 04-9227 a 
A D@42)m43), 1 

Ze ee Fr (1— 2)%3 

u: Ss. w. | 
+ n(rn-+1) . oh (N +1) 1 
2. duch "l—-z 
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Wenn jetzt das erste Glied einer arithmetischen Reihe der 
kten Ordnung und die ersten Glieder ihrer Differenzenreihen durch 


A, 44, 224, IPA, Ak 


und das nte Glied dieser Reihe durch An—ı , die Binomialcoefficien- 
ten:aber auf gewöhnliche Weise bezeichnet werden; so ist nach 
der allgemeinen Theorie der arithmetischen Reihen bekanntlich 


dei — A+(n— 1), JA+m—D), L224+(n—1); 2244... - 
+ (R—1)n-1 14, 


it wenn man für n nach en nach fi sanzen Zahlen 1, 2, 3, 
4,...n in diese Gleichung einführt: 


Aa Ä 
A=A+1l.44, 
4=4+23:.14+23.4174, 
A, —=A+3 .14A+43,:.4124+3,.4134, 
‘ u.)Ss. w. 
Ar =4+(n—),:.24A4+ (n—]), - 1224+(n—D); . 234 + .... 
a +(n— 1)n—, . 17-14; 


und folglich, wenn man diese Gleichungen, nachdem man sie nach 
der Reihe mit 


RL; XL, x, x°, “.... an-l 
multiplieirt hat, zu einander addirt, und der Kürze wegen 
N) 1 =4A+Ar+A2L? + Azr3H.... + Aa ar} 


setzt, wie leicht erhellen wird: 
0 1 2 
8) In pers: Sn A + Sn) 2414 + Sn—2 x? 1? A 
3 Big ‘ 
+ Sn; 2? 134 ARE 


u. S. w. 


' 


ih 'S, an Ama 
+ Ss, he 
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Führt man nun in de Gleichung für 


Ö 1 2 3 
Sn; Sn-ı > Sn > Sn; vo... Sp; S, 


ihre Ausdrücke aus 5) und 6) ein, so erhält man: 
Theil IX, 22 
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9) Er a 
1— an n—1 | 
1— .ın2 ; n—2 1 (n—1) Bas) ur 
-F (d1-a)s 24? A— Ro . A) IEHREHRE ROCO Y N > Eauet rn 
1— an 3 | n— 93 1; R—AnZI) 1 
+ (1—.x)? a Bi . (1—x)3 1. a Br iR Rs %)? { $ 
| nn —d)n-3) 1 a an 294 
1:28 0) sea ana 
u. S. w. 
1— 2? 2 1 32 1 \ 
tage PA NT getTIo 
AN. 002 1 
+733° (Boa) anım24 
u.'s. wi 
(n—1)(n—2).... 1 
RE FER ey l— x 


e 1 2.1 1 \ 
Ya ur ia A—|T ER A_yatTa 3 (1-2 
da 9 kun sc ann, 
1.278 "d—2)r=3) 
u. Ss. w. 
(n—-D (n—2).... 1 
Ih. en 1x 





eine allgemeine Summationsformel, deren Bildungsgesetz deutlich 
“ vor Augen liegt. 

Ausgeschlossen muss jedoch offenbar der Fall re wenn 
z—1 ist. In diesem Falle ist aber die Summe 3,_, aus der Lehre 
von den arithmetischen Reihen bekannt, und derselbe braucht 
daher hier nicht weiter besonders berücksichtigt zu werden. 


Für nk. wird die Gleichung 9), weil nach der Voraussetzung 
die Grössen _ 
Am MA, A, A 


eine arithmetische Reihe der kten Ordnung bildend nach einer 
einfachen Transformation: | ji 








1—.ır 
A= 1 
1— ar n—1 
H En aa I Er 1 AA 


ern; 2 A 2 zn ben 
eur u ni RE 





n—2)(n—1 1 F 
+ a Dan 2212 A 











_— yn—3 weit 1 
ee nn N 
(n—3)(n —2) ne 1 Bela) 01 
TE Re 1.23 N 
u. S. W. 
K-wnrk n—k 1 
+ mer | I rn *- Sk 
(n—h)n—k+D) SR 
1 De ers 
n—h)n HN n—k42) 1 akdkA. 
ars Aeemg "d-aj 
| u. SS. W. 
(n—k)n—k+D....(n—1) __ 1 
EB. kr All hr 


Nehmen wir nun den absoluten Werth von z kleiner als die 
Einheit an, und lassen n in’s Unendliche wachsen, so nähern sich 
nach dem Zusatze des oben bewiesenen Lehrsatzes die Grössen 


(n— 1) ar; 
(n— 2) ar 2, (n—2) (n— 1) 272; 
(n—3)ar 73, (n—8)(n—2) 2" 3, (n—3) (n—2) (n— 1) ar-3; 
u. Ss. w. 
(n—k)art, (n—k) (n—k+]) 2", (n—k)n—k+l)n—k+2)ark,.... 
seen (R—k)(n— ZH) .... (nL)ark 
sämmtlich der Null und können derselben beliebig nahe gebracht 
werden, wenn man nur % gross genug nimmt, wobei man immer 
zu beachten hat, dass die Grösse % constant ist. Bezeichnen wir 
also die Gränze, welcher 2„_, sich bis zu jedem beliebigen Grade 
nähert, wenn z in’s Unendliche wächst, durch 2, so ergiebt sich, 
natürlich immer unter der Voraussetzung, dass der absolute Werth 


von x kleiner als die Einheit ist, aus der obigen Gleichung un- 
mittelbar die folgende merkwürdige Gleichung: 


22% 
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A xzAA aı22?A , a3d24A ak dk A 
0 227, trat tragen 


Wennalso die Grössen 
Ay Ar Aa2 As, As 2, Auen 


eine arithmetische Reihe der Akten Ordnung bilden, so 
ist in einer bekannten Bezeichnung immer: 


11) A+A2+422 + A 2° +... 4 An 2 +... 
A AA A. "\ akAkA 
>" nat treteegen 

{-1<z<+tl). 


Wenn auch dieser sehr allgemeine und gewiss sehr merkwür- 
dige Satz in seinen wesentlichen Bestandtheilen längst bekannt 
ist *), so ist derselbe bis jetzt doch nur ohne alle Rücksicht auf 
die Convergenz der Reihe ' 


AN ABA) Ar) A, 


nach den bei solchen Untersuchungen gebräuchlichen ältern Metho- 
den, die hier als hinreichend bekannt vorausgesetzt werden kön- 
nen, bewiesen worden. Der Hauptzweck der vorliegenden Abhand- 
lung war eine schärfere Begründung des Satzes mit gehöriger 
Berücksichtigung der Convergenz der obigen Reihe. Anwendungen 
dieses allgemeinen Satzes auf specielle Reihen dem Obigen noch 
hinzuzufü:en, halte ich hier. für überflüssig. Auch werden sich 
verschiedene Bemerkungen über die Divergenz der betreffenden 
Reihe und dergl., die sich dem Obigen noch anschliessen lies- 
sen, einem Jeden leicht von selbst ergeben, und können daher 
hier der Kürze wegen füglich gleichfalls übergangen werden. 


*) Ich finde ihn zuerst in: The doctrine of chances, ora 
method of ealculating the probability. of events in play. 
ByA.DeMoivre F.R.S. London. 1718. 4. p. 131. und Moivre 
mag daher wohl der Erfinder sein. Sonst s. m. auch das Mathema- 
tische Wörterbuch. Thl. IV. S. 601. 


333. 


XIXV, his 


Relationen zwischen den Fakultäten- 
koeffizienten. 


Von dem 


Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


In dem Aufsatze Thl. VII. Nr. XLI. S. 427. des Archivs habe ich 


n 
gezeigt, dass, wenn C,, O5, C3,.... die Fakultätenkoeflizienten, 
d. h. die Constanten der Gleichung 


) x 
u(u +1) (+2)... (ut n—]) = CGu+ Ozu2+ Cu + ...4+ Onur 
bezeichnen, die Formel silt: 


[2A+2)]” 


1 m+?2 iq 
IC 


wobei m eine positive ganze Zahl und 1>x>—1 sein muss. 
Diese letztere Beziehung kann nun auf folgende Weise zur Auf- 
findung von Eigenschaften jener merkwürdigen Zahlen benutzt wer- 
den. Es sei p(y) eine Funktion, welche sich wenigstens während 
eines kleinen, bei „= anfangenden Intervalles in eine nach Po- 
tenzen von y fortschreitende Reihe verwandeln lässt, also etwa 


ey)=htAytAy rt Ay’. 


In diese Gleichung substiture man y=/!(l+z2), so wird 
p|!(1-+x)] eine gewisse neue Funktion von x darstellen, welche 
mit u(x) bezeichnet werden möge, und man hat 


Ya)—= Ay4 All +r) + A| +2) PH ...... 


Verwandelt man hier jedes einzelne Glied nach Formel (1) 
selbst wieder in eine Reihe und ordnet dann Alles nach Potenzen 
von x, so kann man die vorige Gleichung auf die Form 


m ] ma+ı 1 
a3 mer — ment} 2 


vr)—=ag ta CH agr?+ 032° + .... 
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bringen, worin ag, ds @y, .... auf gewisse, leicht in einer Formel 
ausdrückbare Weise von Ay, Ar, Ass... und CO), O5, Oz ,.... ab- 
hängen. Wählt man nun die ursprüngliche Funktion p(y) so, dass 
sich p[Z(1+x2) ]=Y(x) ganz unabhängig von der vorigen Betrach- 
tung in eine Reihe von der Form 


(2) —=by + b,cH4 b,2? 40325 + .... 


verwandeln lässt, so führt die Vergleichung der Coeffizienten bei- 
der Reihen leicht zu Eigenschäften der Fakultätenkoeflizienten. 


„... Das einfachste Beispiel, was sich hierzu geben lässt, bildet 
die Annahme Y(y)=es, oder | | 


| } 3 
e—l4 +7 at. 
woraus für „=/!(1+) folgt: 03 


n Id-+ 2]? 
Da 


und wenn man hier die Formel (]l) für m=1, 2, 3, etc. in Än- 
wendung bringt, so ergiebt sich aus der Vergleichung der Coefl- 
zienten von z*: 


G —-G+ C,— C++... —=0, 


wie man auch leicht aus der Definition der Fakultätenkoeffizienten 
ableitet. 
Nimmt man in der bekannten Reihe für cot3z für z die imagi- 


näre Grösse yN—l, so erhält man leicht: 


ya Ten enBaybn 

eu li, By LED le dad? 
worin B,, B3 ete. dieBernoullischen Zahlen bedeuten. Für y—I(l-+z) 
BA AN uk me 2) 


in eine Reihe verwandeln lässt. Nach beiderseitiger Coeffizienten- 
vergleichung kommt man auf die Relation Ä 


1.2.3...(n—1) n—1 


2 n+rP 





über, was sich unmittelbar leicht 








BOGBONRT 


die wegen der einfachen Verknüpfung der Fakultätenkoeffizienten 
mit den Bernoullischen Zahlen von Interesse ist. 


Eine etwas allgemeinere Ausführung dieses Gedankens ist 
die folgende. Mittelst des T'heoremes von Lagrange verwandle man 
die pte Potenz von der Wurzel der Gleichung | 
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ın eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe. Da y=/(1l+:), 
die fragliche Wurzel ist, so ergiebt sich hieraus eine Reihe für 
ZA+z)jP, und zwar ist der Coeffizient von x” in ihr 


1 on—1 ER Wi ii 
1.2... dyn—i (=) »r]. N ae 


Nach No. (1) dagegen ist der Coeffizient von =" in der Entwicke- 
lung von ZA +2)Pp: 
GA; 
VEN E 


Aus der Vergleichung beider Resultate ergiebt sich 





n q 
1R>.1.2..p-) = Daily )r]. 


wenn nach geschehener Differenziation 9=0 genommen wird. 
Nach der Regel für die Differenziation der Produkte kann man 
hieraus leicht die folgende Form ableiten‘: 


n 


n 
Yo G=a@-l Dar), y=0: 


die vielleicht zu einer independenten Bestimmung der Fakultäten- 
koeffizienten führt. 





RRXVE 
Untersuchungen über die Kurve, wel- 
che der Ort der Fusspunkte der Senk- 
rechten ist, die man in einer Ellipse 

vem Mittelpunkte auf ihre 
Tangenten. fällt. 
Von de 
Herrn Doctor J. Dienger, 


Lehrer der Mathematik und Physik an der, höheren Bürgerschule zu 
Sinsheim bei Heidelberg. 


1) Sei IN a, 
et () 
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die Gleichung der Ellipse, so ist 
(y24 2%)? — a222 + b2y2 (2) 


die Gleichung der verlangten Kurve, in Bezug auf die nämlichen 
Koordinatenaxen. Diese Kurve besteht aus vier kongruenten Thei- 
len, wovon der eine reicht 


der dritte von 


z=.a bis Hay, 
von 1,0 “ y=b | 
der andere von sa N | s 


Fr bis 20 
Via en 


re 


der vierte von | 20 er, | 4 


Die Kurve „ist leicht zu verzeichnen. ': Bedeutet ACBDA 
(Taf. VI. Fig. 5.) die Ellipse (l), so mache man Winkel COE 
—=FOB und re OF so, dass 


| OB.OC 
Hrn 


alsdann wird F ein Punkt der verlangten Kurve sein. 


Wäre ACBD die Ellipse, deren Halbaxen : n wären, so 
hätte man: : 


V0OG=<OF=I]I. 


Die Kurve (2) ist immer ausser der Ellipse (1) und berührt sie 
bloss an den vier Endpunkten der Axen. 


2) Die Ordinate y ist im ersten Viertel (von B bis C) in B 
eleich Null, in C gleich 5; ist nun Ä a“ 


ars ! so ist „=b ein Maximum der Ordinate y und 
> sie w ächst also. beständig von B bis (; 

a2> et so ist für 20, vb ehenfalls ein Maximum 

a" 9p2 und % wächst gleichfalls von ZA bis ©; 


a a a Bee gab taRbE 1, a2 1 
> abe) soist für = IB IN ER 
ein Maximum und es wächst yvon Bbis 
zu einem Punkte 4, dessen Absecisse 
FRUEEPE TE; 

a a %3 ist; für z=0 ist 

y=b ein Minimum und es nimmt also 
wieder ab: von H bis C, wo es =b wi 
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3) In den in der vorigen Nummer aufgezählten Punkten läuft 
die Tangente an die Kurve parallel mit der Axe der x; in den 
Punkten A und B aber mit der Axe der ı Y- 


4) Lässt man die Halbaxe OB (die grössere) wachsen, 
während OC unverändert bleibt, so erhält man eine Reihe der 
durch (2) ausgedrückten Kurve analoger Kurven. Die einhüllenden 
Kurven dieser aller sind zwei Kreise, deren Durchmesser nach 
Grösse und Lage die Linien OC und OD sind, welche Kreise 
beide durch den Mittelpunkt O° sehen und alle die Kurven in den 
Punkten C und D berühren. 


5) Die von der Kurve (2) umschlossene Fläche ist gleich der 
halben Fläche eines Kreises, dessen Halbmesser gleich PC ist. 

Der zwischen unserer Kurve und der Ellipse (1) liegende Raum 
ist gleich der halben Fläche eines Kreises, dessen Halbmesser 
gleich OB — OC ist. ° 

Der Flächenausschnitt, welcher dem Winkel BOF=1i ent- 
spricht, wird ausgedrückt durch 


2152 wu 
“ ar ee —_ sin. 








6) Die Länge des zum Winkel t sehörigen Kurvenstücks 
wird ausgedrückt durch 


Zuakei 
SE —— sın?t 
ee Pl ee ES 
ande VW ME 14 72 sims 
—l sin?tdt 
4 
Nee 1— 


welche esile; elliptische. Integrale sind, deren Werth nach 
„Gudermann, Theorie der odularfunktionen und Mo- 
dularintegrale. $. 219.“ bestimmt wird. An diesem Orte wollen 
wir auf die nähere Bestimmung nicht eingehen. 











Fr; inzi 


7) Dreht sich unsere Kurve um die Achse der x, so entsteht 
ein Rotationskörper, dessen Kubikinhalt: 


ab? a? N BR at a 
[5 +3 rer a, ya 


" Der Kubikinhält des Körperstücks, das durch die zwischen der 
asuie und der Kurve liegende Fläche erzeugt wird, ist: 


RER KR 2aN a?—02? + 2a2— b2 
ErRaCH ae R = (An )} 


8) Dreht sich unsere Kurve um eine Axe, die in ihrer Ebene, 
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aber so liegt, dass sie verlängert die Kurve nicht schneidet, und 
heisst :% die Senkrechte von OÖ aus auf.die Axe, so ist der Kubik- 
inhalt des entstehenden Körpers: 


kn? (a2 +52. 


XXXVI. 


Weber das 
Grahamsche Kompensationspendel. 


Von dem 


Herrn Doctor J. Dienger, 


Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 


Bekanntlich besteht das Grahamsche Kompensationspendel in 
einer Pendelstange AB (Taf. VL. Fig. 6.), die auf dem Boden DCFE 
eines cylindrischen Gefässes befestigt ist, in welchem sich Quecksil- 
ber in solcher Menge befindet, dass bei Erhöhung oder Erniedrigung 
der Temperatur dieSchwingungsdauer des so zusammengesetzten Pen- 
dels nicht (oder.kaum) geändert wird. Die Aufgabe ist, diese 
Quecksilbermenge zu bestimmen. 

Ehe wir jedoch dieselbe in Betrachtung ziehen, wollen wir 


Kt 


einige vorläufige Bemerkungen machen. 


&.1. 


Sind eine Reihe materieller Punkte unabänderlich mit einander 
verbunden und es dreht sich das ganze System um eine Axe (auf 
deren einer Seite es sich befindet), so ist die Wirkung irgend 
einer Kraft, die an einem Punkte des Systems angebracht ist, in 
Bezug auf die Winkelgeschwindigkeit des Systems dieselbe, als 
wenn die.Masse Zmr? (bei der m die Masse irgend eines Punk- 
tes, r seine Entfernung von der Drehaxe, und & die Summe aller 
mr? bezeichnet), in einem einzigen Punkte vereinigt wäre, der 
sich in der ‚Entfernung 1 von der Drehaxe befindet. (Einen ele- 
mentaren Beweis dieses Satzes sehe man z. B. in Pouillet- 
Müller Physik und Meteorologie. l. S. 202.) Die Summe Zmr? 
heisst das Trägheitsmoment des Systems. Ist dieses System 
von materiellen Punkten ein Körper, so wird Zmr? durch /r?dm 
ersetzt, ausgedehnt auf den ganzen Kärper. Wirken nun auf alle 
Punkte dieses Körpers gleiche, parallele beschleunigende Kräfte, 
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von denen jede durch @ ausgedrückt werde; ‚so ist die Wirkung 
auf den Punkt m gleich mp, und die Wirkung aller Kräfte auf den 
Körper ist die nämliche, als wenn eine einzige Kraft Zmgpr in der 
Entfernung 1 von der Drehaxe, parallel mit den frühern Kräften, 
angebracht wäre. Es wird also der Körper schwingen, wie ein 
einfaches Pendel von der Länge l, dessen Masse (in einem ein- 
zigen Punkte vereinigt gedacht) = /r?dm und dessen bewegende 


4 SR : I rpdm 
Kraft =/rpdm, dessen beschleunigende Kraft also, = red 


/rdm 


—=9757-; ist. Nun ist die Dauer der Oszillation eines einfachen 
/r?dm 





Pendels von der Länge l, auf das die beschleunigende Kraft 
wirkt, = Vz: demnach die Dauer der Oszillation des zusammen- 


Sr?dım [ fr2dm 
esetzten Pendels = eye ü 
5 p/rdm ER, die be 


kannte Beschleunigung der Schwere (— 9,80896) bezeichnet. Ist 
! die Länge des einfachen Pendels, das unter dem Einflusse der 
Schwere die nämliche Oszillationsdauer hat, so ist 


NE [ran 
g g/rdm 


_frdm _[r*dm 
—frdnN Mr? 





also 


wenn M die Masse des ganzen Körpers, r, die Entfernung. des 
Er renes desselben von der Drehaxe bedeutet. Hieraus 
olgt: | 


/r?dm = IMr, 3 


wodurch man das Trägheitsmoment eines Körpers ohne alle Rech- 
nung bestimmen kann, wie diess schon Euler in seinen Anmer- 
kungen zu Robins Artillerie, ‘Ill. Anm. zum VII. Satze, 
zeist. (Man sehe auch Coriolis Lehrbuch der Mechanik 
fester, Körper. $. 43. und Poisson Mechanik.. Il. $. 395.) 
In den obigen Formeln kann man auch das Element des Gewich- 
tes einführen statt des Elements der Masse. 


© 


Sei nunmehr bei 0° Temperatur: 


die Länge der. Stange AB=a, ihr Radius =1r; 

die Dicke des Gefässbodens CD=Öb, der äussere Radius desselb. —r,; 
die Höhe des Gefässes DG@==c, der innere Radius =1r5; 

die Höhe des Quecksilbers im Gefässe DY=f; 

das Gewicht der Volumeneinheit der Masse der Stange AB=e; 
” 31 '» £) ER) E2) des Gefässes =e; 
» » „ » des: Quecksilbers = ez; 
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der Koeffizient der linearen Ausdehnung’ der Stange für 19 Tem: 
peraturerhöhung oh, 


Pr > » > F des Gefässes für 10 Tem- 
peraturerhöhung =%4; , 
ER] e}) £>) Er) » des Quecks. für 19 Teem- 


peraturerhöhung = Az. 


Berechnen wir nun zuerst /rdm bei 0%. Diese Grösse besteht 
aus folgenden Theilen: na 


a) für die Stange AB ist 


a rate 
/rdm = f arznedt = 3 
0 


b) für den Boden des Gefässes 





ram mn N me ad 9a +02); 
c) für den obern Theil des Gefässes 
/[rdm = fi S (ri? — 192) ne, xdx = TI ge) 3 
d) für das Quecksilber 
Iran „ (rd) regrde = ng (2af—f?). 


Heisst jetzt K die Summe dieser Grössen, so ist für 00 Temperatur 
/rdm = K. 
Erhöht sich nun die Temperatur zu {0, so hat man in K zu setzen: 
statt anun a(l+4t); statt 5:5(14+%,0); statt c:c(1+4%,D; 
» rn, Ad 5 end nl); 


a Ei rare 0a 9? Tr SE nad 2:17 356 


und um den Werth f’ zu finden, den man statt f zu setzen hat, 
bemerke man, dass bei 0° das Gewicht des Quecksilbers 


=(r?—r?)nfez und bei @:[r2 (1424) —r2(142kt) ef ggg 
ist, so dass 
= TH 


, .@?—r?) fl + 3%zt) 
f = ara) RAF2EN 


Setzt man diese neuen Werthe in X, so erhält man den 
Werth K’, der =/rdm bei t? Temperatur ist. 
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Ganz eben so findet sich bei 0°: 


[rdn=K, = 3 {r2a3e + 3r,2e,a?b + 3r,?e, ab? + rı2e, 83 
+ (r1—r32) e, (3a?e — 3ac?+c°) + (r22—r?) e, (3af—Saf?+f?) 


und für 70: 


wenn K, aus K, eben so gebildet wird, wie K’ aus K. 
Die Länge des einfachen Pendels von gleicher Oszillations- 

1 
dauer ist also bei 0°: K: bei 1°: Kr: Damit also Kompensa- 


tion‘ Statt finde, muss 
K,K' = KK,’ 


sein, aus welcher Gleichung der Werth von f bestimmt, werden 
muss. Sie ist im Allgemeinen in Bezug auf f vom 6ten Grade. 
Da t aus dieser Gleichung nicht verschwindet, so ist eine Kom- 
pensation unabhängig von dem Werthe von Z nicht möglich ; man 
wird also it innerhalb der Gränzen der Tremperaturwechsel nehmen 
und alsdann f berechnen. Auch kann man für eine Reihe von 
Werthen von ? die entsprechenden Werthe von f(<e) berechnen, 
und, wenn ihre Differenzen gering sind, den Mittelwerth für f nehmen. 
Wären aber die Differenzen der verschiedenen Werthe von f be- 
deutend, so wäre eine Kompensation geradezu unmöglich. 





- XXıXVEEE 


Ueber die Bewegung einer Kugel im 
Laufe einer Windbüchse. 


Von dem ' 
Herrn Doctor J. Dienger, 


Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 


Um diese Bewegung zu bestimmen, soll vorausgesetzt werden, 
dass die Kugel gepflastert (umwickelt) sei, also fest aufsitze; fer- 
ner sei die Reibung derselben im Laufe —=b (so dass ein Gewicht 
von 5 Kilogr. nöthig wäre, sie aus dem Laufe zu ziehen); end- 
lich möge det ‘Widerstand der Luft ausser Acht gelassen werden. 
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Es habe nun der an den Lauf angeschraubte Kolben einen 
Inhalt =% Kubikmeter, sei r der Halbmesser des Laufes in Metern, 
a seine Länge im nämlichen Maasse; ferner werde das Ventil, 
welches den, die gepresste Luft enthaltenden Kolben abschliesst, 
während r Sekunden. geöfinet und es sei die Elastizität der ein- 

eschlossenen Luft gleich dem nfachen Drucke der Atmosphäre 
bei mittlerem Barometerstande, den wir voraussetzen); endlich 
sei das Gewicht der Kugel =» Kilogr. 

Während der r ersten Sekunden wirken auf die Kugel einer- 
seits der Druck der im Kolben eingeschlossenen Luft und ander- 
seits die Reibung und der atmosphärische Druck. 


A A C Y B 

EC HBBBTE RL IT SEI NS mac > auge By s42 MERPRET AR ma Tau 22: oo, 
Sei demnach in vorstehender Figur AB die Länge des Laufes 
(a metr.), AC der Weg, den die Kugel während der 7 ersten Sekunden 
‘» durchläuft, X der Punkt, in dem sie sich am Ende der Zeit £ (<r) befin- 
det, AX= x metres. Der Inhalt von AX ist =r?zz, demnach die im 
Kolben enthaltene Luft in Be Raum #+r?rx ausgedehnt; ihre Span- 
nung beträgt also noch az Atmosphären, also ist derDruck aufdie 

mnkr?n | Ben a 
Kugel = 773, vennm gleich dem Drucke der atmosphärischen 
Ian auf 1 Quadratmeter (m—=10330 Kilogr. ungefähr). Man hat 
also 

mnkr?rn 
d’x.|, k+r2n2 a | 
RE p I (1) 


— b— mr?n 


wenn g die Beschleunigung der Schwere (== 9,8088 metres) be- 
zeichnet. Hieraus folgt: 


1 (da\ ® = de 
5 =) p=mnkı?ng f, Etrnz Ormr’n)gz, 


v 
k-Hr2sz 


N pv” = mnkglog (I —(d4 mı?r) 9%, (2) 


wenn v.die. Geschwindigkeit im Punkte X. bedeutet. 
Hieraus folgt: aa ig | 





Fri —Na los 1 +5,2)—cı@, | 
} 2 2 
wenn ER ala b=—, cı Nun, g ist, woraus folgt: 
p 7 p MAN; 
® dx 
- en ne te prmmzezensnmnmenenmerense sense 3 
Le N a, log(1+6,2)—cı® N 


Da dieses Integral nicht allgemein bestimmt, werden kann, so 
begnügen wir uns. mit. einer. Näherung, indem 62 immer klein sein 
wird. Treibt man die Näherung bis zur vierten Potenz von &,,so 
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kommt man auf elliptische Funktionen; wir. wollen uns jedoch 
mit der zw eiten Potenz von © begnügen und setzen 


log (1 +2) =bx ur ’ 


so dass < 


0 dx \ IM dx 
per me neemerEn ernennen 2.172 22 29602 een Tg 
day bi? 0) N «a b > - 
Vase x? — CT NV as zopet x? 








y. 


worin q1,d, >c, und 2(a,)d, —c)> adı?z sein muss, d. h. 


BER, 





mnr?r > b + rmx und nv er )> 
Die erste Bedingung ist jedenfalls erfüllt, wenn Bewegung erfol- 
gen soll, und die zweite zeigt, dass \e .} 
%% Bar, — mr?r) 
mnr*sc? 
sein wird, was immer der Fall sein wird, wenn 


< 2% (mnr?n —b — mr?) 
mar? 


ist. Setzen wir diess voraus, so ist 


Re 2 a,b1°& „2 BIER 2 
Aug v2 sale in Sn 


wenn g irgend eine ganze, positive Zahl ist, und man dann für 





are(in=\Y 5 er ).den kleinsten, positiven Werth nimmt. 
2(ab1—Cı 1) ) h 
Von z=0 bis a ist 00, und.da wir RSG, pr ad 
101 


voraussetzen, so ist 


bı2x 
PPEehen Wahr) ‚491 
b v2 uk (in ze (a, 40, =)" n 


a ina (4 ohnnolo a0) 





Demnach ist die Länge 
2 (a,b bıra/a 
a0 la nahe sehe 6) 


Fände sich o>a, so- hätte die Kugel den Lauf schon vor-Ende 
der‘ Zeit 7 verlassen, und es wäre die Zeit 7’, während welcher 
sie im Laufe gewesen wäre: 
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Tadbıza 
a al: — ‚arc(sin= 5 an oo’ 


und die Geschwindigkeit, mit welcher'sie denselben verlassen: 


Vs (Fr) 2b Hm) m 


Ist aber eo <a, so bewest sich die Ku noch ferner im Laufe. 
Ist nun am Ende der Zeit t (vom Verfluss der Zeit z an gerech- 
net) die Kugel in Y und heisst CY=y, so findet sich, wie oben: 


day) % Be | 
ee en, : dm |, 
woraus sich sa 
1 /dı _ mnkr? ng o-+2 
(2): 8 (5) a 


welche Formel die Geschwindigkeit im Punkte Y bestimmt. Setzt 
man hierin 2 y=a—g, So erhält man endlich die Geschwindigkeit, 
mit welcher die Kugel den Lauf verlässt, ‚für die man findet: 


Imnkrzrog, 2 ahnen 

(EEE a, 
‚p(k+r?ne) 

worin e durch die Formel (6) bestimmt ist; 


Diese ZN GSRE ED DEREN zu bestimmen, haben wir uns zur 
Aufgabe gesetzt. 





XXXIX 
Vebungsaufgaben für Schüler. 
Von Herrn Oskar Werner, 


Schüler des 'polytechnischen Institutes zu Mae 





Folgendes ist, zu hewäiskn. ’ 
Für jedes belichiee p und positive ganze r besteht die Relation 





Ka: 
| »# Rp "For ee 
ui 2.4 BR 2.4.6.2) 
wi ee N gr: ze 


(Fortsetzung folgt.) 


ee —— 


XL. 


Ueber die Hdentität der Pyramidal- 
und prismatischen Schnitte mit den 
Verwandtschaftender Collineation und 
Affinität. 
Von 
Herrn Simon Spitzer 
zu Wien. 


g. 1. 


Möbius stellt in seinem ‚barycentrischen Calcul zuerst das 
Prineip derCollineation auf; er sagt. darüber Folgendes: Das Wesen 
dieser neuen Verwandtschaft besteht darin, dass bei zwei ebenen 
oder körperlichen Räumen jedem Punkte des einen Raumes ein 
Punkt in dem andern Raume dergestalt entspricht, dass, wenn man 
in dem einen Raume eine beliebige Gerade zieht, von allen Punk- 
ten, welche von dieser Geraden getroffen werden, die entsprechen- 
den Punkte in dem andern Raume gleichfalls durch eine Gerade 
verbunden werden können. 


Aus dieser Erklärung leitet er die Eigenschaften dieser Figu- 
ren durch Rechnung ab. Andere vervollkommneten diesen Gegen- 
stand theils durch analytische, theils durch geometrische Arbeiten, 
aber es herrschte darin kein eigentlicher, wahrer geometrischer 
Zusammenhang, es fehlte das Band, das sie inniger vereinigen 
sollte. Man hatte, um mich der Worte Steiner’s zu bedienen, 
nur eine Sammlung von aus einander liegenden, wenn auch sehr 
scharfsinnigen Kunststücken, aber kein organisch zusammenhän- 
‚gendes Ganze zu Stande gebracht. 


2. 


Ich habe versucht, den geometrischen Zusammenhang collinear- 
verwandter Figuren zu erforschen; ob es mir gelungen, mögen 
Sachverständige entscheiden. — Wenn man eine Pyramide 
durch Ebenen schneidet, so.haben je zwei dadurch ent- 
stehende Schnitte eine solche Relation gegen einan- 
der, dass jedem Punkte.des einen,Schnitts ein Punkt 


Theil IX. | 23 
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desandernentsprieht, dergestalt, dass wenn drei Punkte 
des einen Schnitts in gerader Linie liegen, die drei 
ihnen entsprechenden Punkte desandern Schnitts eben- 
falls in gerader Linie enthalten sind; daher entspricht auch 
jeder Geraden des einen eine Gerade des andern Schnitts. Man 
nennt solche Systeme von Figuren, die diese Eigenschaft haben, 
nach Möbius, collinear-verwandte oder collineare Figuren. 


3. % 


Wird die Pyramide sammt ihren Schnitten auf irgend eine 
Ebene projieirt, so sind auch die Projectionen der Schnitte colli- 
near verwandt, .denn nach .den Gesetzen der Projeetionslehre ent- 
spricht jedem Punkte im Raume ein Punkt der Projection, und 
wenn im Raume ‘drei Punkte in einer Geraden liegen, so liegen 
‚die Projectionen dieser, drei Punkte auch in einer Geraden. Ja, 
sogar zwei Projectionen Eines Schnittes sind collmear- verwandt, 
denn die beiden Projectionen eimer Geraden sind im Allgemeinen 
wieder Gerade, und jedem Punkte der einen &eraden entspricht 
ein Punkt der andern. Liegt ein Schnitt in einer projicirenden 
Ebene, so ist die Projeetion desselben eine Gerade, daher kann 
auch eine Gerade mit irgend einer Figur collinear-verwandt sein. 


$. 4. 


Man kann daher bei der Entwickelung der Gesetze der colli- 
nearen Figuren sowohl von den Schnitten der Pyramide als ihren 
Projectionen ausgehen, die bei den erstern gefundenen, so oft es 
möglich ist, auf letztere ausdehnen, und umgekehrt. Auf diese 
Art lernt man zugleich den innern Zusammenhang der räumlichen 
Grössen und ihrer Projectionen besser kennen. 


5. 


Man nennt den Scheitel der Pyramide das Collineationscen- 
trum, die Durchschnittslinie der Ebenen beider Systeme die Colli- 
neationsachse. Dieselben Benennungen ‚gelten auch für ihre Pro- 
jectionen. Hier kann der spezielle Fall eintreten, dass die Colli- 
neationsachse in einen Punkt übergeht. 


8. 6. 


Nach diesen Eee, wird man im Stande sein, zu irgend 
einer Geraden ab (Taf. IX. Fig. 1.) des Systems I. ihre 'ent- 
sprechende AB des Systems H. zu, fnden. Man lege nämlich 
durch O und ab eine Ebene; der Schnitt dieser mit der Ebene Il. 
gibt die verlangte Gerade. Eben so kann man zu irgend einem 

unkte ce des Systems l. seinen entsprechenden Punkt © des 
Systems 1. finden; man verbinde nur O mit c, und verlängere 
diesen Strahl so lange, bis er die Ebenell. im verlangten Punkte 
C schneidet. | 

NT, 


Je zwei entsprechende Gerade zweier collinear-verwandten 
Figuren schneiden sich im der Collineationsachse; denn betrachten 
wir irgend zwei ‘entsprechende Gerade, so liegen sie nach dem 
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Vorhergehenden in einer Ebene, sie müssen sich daher schneiden. 
Ihr Durchschnittspunkt liegt aber, weil er der Geraden des ersten 
Systems angehört, in der Ebene des ersten Systems, und weil er 
auch der Geraden des zweiten Systems angehört, in der Ebene des 
zweiten Systems; er gehört also beiden Ebenen an, daher liegt 
er im Durchschnitt beider,  d. i. in der Collineationsachse. Es 
schneiden sich daher auch je zwei entsprechende Projectionen der 
Geraden in einer Geraden; was bebandehs für die Geometrie de- 
scriptive bemerkenswerth ist. | 


8. 


Daraus folgt: Ist in Taf. IX. Fig. 2. von zwei Figuren die 
eine derselben ABCD, die Collineationsachse MN, Bu ein der 
erstern entsprechender Punkt a gegeben, so lässt sich mit Leich- 
tigkeit die mit der ersten collinear- verwandte bloss mit Hülfe des 
Lineals construiren. Man verlängere nämlich AD, bis die Colli- 
neationsachse in 1 geschnitten wird, so ist 1 auch ein Punkt der 
Linie ad der entsprechenden collinear-verwandten Figur. Verbin- 
det man 1 mit a, so ist ad die der AD. entsprechende Gerade 
Verlängert man dann AD bis zum Durchschnitt 2 mit der Colli- 
neationsachse, so ist 2 wieder ein Punkt der ad; verbindet man 
daher 2 mit a, so ist ab die der AB entsprechende Gerade; ver- 
OBer man BC bis 3, verbindet man 3 mit 5b, so erhält man dc, 
u. 8 f. | 


8.9. 


Unmittelbar daraus folgen wieder eine Reihe: merkwürdiger 
Sätze, von denen ich nur folgenden anführe: Drehen sich die 
Seiten eines necks um n feste Punkte, die in einer Geraden liegen, 
und bewegen sich n—1 Ecken desselben auf eben so vielen festen 
Geraden, welche sich in einem und demselben Punkte © durch- 
schneiden, so bewegen sich auch die ührige Ecke und alle andern 
entsprechenden Punkte in andern festen Geraden, welche mit 
jenen den Durchschnitt O gemein haben. 


8.10.) 


Unter allen Paaren entsprechender Geraden zeichnen sich zwei 
besonders aus, man nennt sie die. Gegenachsen. Denkt man 
sich nämlich ‚durch die Spitze O eine Ebene parallel zu einer 
der: beiden Ebenen gelegt,, so kann sie diese Ebene nicht schnei- | 
den, wohl aber die andere, zu der sie nicht parallel ist; und zwar 
in einer Geraden parallel zur Collineationsachse. Die dem jedes- 
maligen Schnitte (Gegenachse) entsprechende Gerade liest unend- 
lich entfernt. 


21T 


Zieht man in einem Systeme mehrere parallele Gerade ab, a’b’, 
ab" ..... (Taf. IX. Fig. 3.),. legt dann durch jede derselben und 
durch das Collineationscentrum Ebenen, die sich in einer Geraden 
A"B" schneiden, die zu den parallelen Geraden parallel ist, und 


23” 
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sucht man den Durchschnitt 3” dieser Geraden mit der andern 
Ebene, so’ ist B” (in der Perspektivlehre unter dem Namen Begeg- 
nungspunkt bekannt), da er nicht nur im Durchschnitte der Ebe- 
nen A"’ab, A'’a’b'!, A"’a”b"”,...., sondern auch in der Ebene ll. 
liegt, der Durchschnitt jener Geraden, die den parallelen Geraden 
ab, a’b', a”b",.... entsprechen. Aendern diese parallelen Geraden 
ihre Richtung, so ändert auch A” B” ihre Richtung, sie bleibt aber 
immer in der Ebene A’"B”B'. Man sieht daraus, dass der Ort 
der Durchschnittspunkte derjenigen Geraden im System 
II., welche parallelen Geraden im Set Il. entsprechen, 
die Gegenachse MN des Systems Il. ist, oder auch, dass 
jeder Reihe paralleler Geraden in dem einen Systeme ein Punkt 
in der Gegenachse entspricht. Eben so ist der Ort der Durch- 
schnittspunkte der Geraden im Systeme I., die parallelen Geraden 
im Systeme II. entsprechen, die Gegenachse des Systems I. Die- 
ser Satz lässt sich auch sehr vortheilhaft für die Projeetionen der 
Pyramidalschnitte übertragen. 


$. 12. 


Wir körmen die collinearen Figuren auch noch auf eine zweite 
Art betrachten. Es sei ABC (Taf. X.Fig.4.) die Grundfläche und O der 
Scheitel einer Pyramide; denkt man sich diese Grundfläche ABC 
als fest, und die Spitze O der Pyramide als veränderlich, so wer- 
den dadurch nur immer andere und andere Pyramiden beschrieben. 
Schneidet man sie alle durch eine Ebene, so sind die dadurch 
entstehenden Figuren collinear-verwandt, denn es entspricht jedem 
Punkte m des einen Systems ein Punkt m’ des andern; und diese 
waren eigentlich allgemeine Betrachtung der Geometer. 


8. 18. 


Wir wollen hier zuerst die allgemeinen Benennungen festset- 
zen, und dann emige Gesetze dieser Figuren entwickeln. 

Der Durchschnitt der Schnittebene mit der Ebene ABC (Taf. X. 
Fig. 4.) ist die Collineationsachse, auf ihr schneiden sich alle ent- 
sprechenden Geraden, es möge der Punkt O’ sich nach was immer 
für einem Gesetze bewegt haben, die Figuren sind einander wenig- 
stens zu je zweien collinear-liegend, und haben daher einen Punkt 
(Collineationscentrum), wo 'sich die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte schneiden. Die Beweise dieser Sätze sind 
so einfach, dass ich sie ganz übergehe. Legt man durch O und 
O' Ebenen parallel zur Schnittebene, so erhält man im Durchschnitt 
dieser Ebenen mit der Ebene ABC die Gegenachse. 


$. 14. 


Bewegt sich der Punkt O’ in einer Geraden, so haben alle 
Figuren nur Ein Collineationscentrum, die Punkte aa’a”a”.... lie- 
sen in einer Geraden, eben so 5b’b”W”.... u, Ss. .w., denn sowohl 
AO, 40', AO”.... liegen in einer Ebene, als auch a, a’, a”.., 
daher der Durchschnitt beider in einer Geraden, die durch die 
gemeinschaftlichen Punkte aa’a”. .. beider. Ebenen geht. 
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1. - 


Hinsichtlich der besondern Lage des Collineationscentrums 
und der Collineationsachse können folgende Fälle eintreten: 


1) Es kann das Collineationscentrum unendlich entfernt sein; 
dann geht die Pyramide in ein Prisma über, die Durchschnitts- 
fisuren stehen in einfacheren Relationen, man sagt, sie seien 
affin, oder stehen in der Verwandtschaft der Affinität. 


2) Es kann die Collineationsachse unendlich weit entfernt 
sein; dann sind die schneidenden Ebenen parallel, die Schnitte 
sind ähnlich, .können aber auch congruent sein. Die Spitze der 
Pyramide oder ihre Projeetion nennt man hier Aehnlichkeitspunkt. 


3) Es können die Collineationsachse und das Collineations- 
centrum unendlich entfernt sein, d. h. .es wird:ein Prisma von 
parallelen Ebenen geschnitten; die Durchschnittsfiguren sind dann 
nur congruent. | | h 

Aehnliche Fälle lassen sich auch bei ‚der zweiten Betrach- 
tungsweise anführen. 


$. 16. 


Wir haben bisher die collinearen Figuren in der Lage betrach- 
tet, wie sie unmittelbar aus dem Pyramidalschnitt entstanden sind, 
oder in der Lage der Projectionen dieser ihrer Schnitte. Man 
nennt sie so eigentlich collinear-liegend. Denken wir uns nun die 
Figuren in einer solchen Lage, dass nicht mehr, wenn man je zwei 
entsprechende Punkte mit einander verbindet, sich alle Verbin- 
dungslinien in einem Punkte schneiden, so ist die Frage, wie 
findet man da zu jedem Punkte oder zu jeder Geraden des einen 
Systems den entsprechenden Punkt oder die entsprechende Gerade 
im andern,' wie kann man die Figuren wieder in ihre ursprüng- 
liche Lage bringen, oder hauptsächlich: welche Gesetze : finden 
zwischen den Elementen beider Systeme statt? Ich will hier ein 
für allemal bemerken, dass die Gesetze, die ich hier aus einer 
BOLEACHIEREATIEINE ableite, sich auch auf die andern anwenden 
assen. 


$. 17. 
Es seien in Taf. IX. Fig. 5. ABCD und abcd vier einander 


entsprechende Punkte in entsprechenden Geraden beider Systeme 
liegend, so ist wegen des Strahlbüschels OA, OB, OC, OD, 
der von den zwei Geraden ad und AD geschnitten wird: 


— 
—. — — 


und diess ist das Gesetz, das zwischen je vier in einer Geraden 
liegenden, einander entsprechenden Punkten herrscht, und das, 
wie man sieht, auch dann noch stattfinden muss, wenn die beiden 
Systeme irgend eine andere Lage haben, denn es hängt bloss von 


den Abschnitten der Punkte abed und ABCD ab. 
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$.18. 


Sind daher vier 'in gerader Linie liegende Punkte ABCD 
(Taf. IX. Fig. 6.) des einen Systems und drei ihnen entsprechende 
abc des andern Systems gegeben, so kann man den vierten d finden; 
denn in obiger Proportion sind; die drei. ersten Glieder gegeben, 


und es sei das vierte unbekantite Glied ee so ist d vollkom- 
men bestimmt. ‚Durch Construetion findet man ihn auf folgende Art. 


Man ziehe zwei Gerade unter einem beliebigen Winkel, trage 
auf der einen die Punkte. A’B’C'D' und.auf der andern.die Punkte 
a'b'c' auf, sodass AB'=AB, B'Ü'=BC, CD'=CD, «b' =ab, 
b’ce'—=bc ist, verbinde 5’ mit BD’, c’ mit .C’, den Durchschnitt © 
mit D’ verbunden, schneidet die «’c’ in d’, den man dann auf der 
gegebenen Geraden aufträgt, so dass ed=.c'd’' ist. Behufs des 
Beweises ziehe man noch OA’, so hat man einen Strahlbüschel, 
der von den zwei Geraden A’D’' und a’d’ geschnitten wird; daher 
findet die oben aufgestellte Proportion statt. Für afline Figuren, 
wo die Strahlen a4, bB,.... parallel sind, muss sich noch 'nebst- 
dem verhalten: = = eo Man kann daher bei affınen 
Figuren aus drei in gerader Linie liegenden Punkten ABC des 
einen Systems und aus zwei ihnen entsprechenden ab des andern, 
den dritten Punkt c finden, und: zwar durch: Construction auf fol- 
sende Arten. ko 198 33 DIR Due DE EC} 7 


I) Man ziehe in Taf. IX. Fig.7. «. wieder zwei Gerade unter 
einem beliebigen Winkel, trage auf dieselbe, Art wie vorher die 
Punkte A’B'’C'a’'b’ auf, verbinde 2’ mit 5’ und ziehe durch (’ eine 
Parallele zu 2’b’, so ist.c’ der verlangte Punkt, oder: 


2) Man ziehe in Taf. IX. Fig. 7. ß.: zwei parallele Gerade, 
trage wieder die Punkte A’B’C'a'b' auf, verbinde A’; mit a’, B’ 
mit a und € mit dem Durchschnitte O,:so ist.c’ der verlangte 
Punkt. fi 


Die Beweise beider Constructionen ergeben sich aus den Ge- 
setzen der projectivischen Beziehungen ebener Strahlbüschel. 


$. 19. 
R Schon aus diesen Gonstructionen ergeben sich die folgenden 
jätze: MR 1 ne ee | 
1) Sind zwei Gerade und in.jeder ‚derselben drei beliebige 
Punkte gegeben, so können ' diese Geraden immer als collineare 


Gerade und die drei Paare von Punkten als entsprechende eolli- 
neare Punkte angesehen werden. | 


2) Sind zwei Gerade und in jeder derselben zwei beliebige 
Punkte geseben, so können diese Geraden immer als affıne Ge- 
rade und die zwei Paare von Punkten als entsprechende affıne 
Punkte angesehen werden, | 

Denn nimmt ‘man in der einen Geraden noch einen beliebigen 
Punkt an, so kann man ‘den entsprechenden Punkt in der ändern 
Geraden nach dem Vorhergehenden finden. A 


3öl 


$. 20. 
Es sind fünf Punkte ABCDE (Taf. X. Fig. 8.) und vier ihnen 


entsprechende Punkte abcd einer collinearen Figur gegeben, man 
soll den Punkt e, welcher dem Punkte E collinear ist, finden. 
Man bilde durch Verbindung der Punkte ABCD und abcd die 
beiden vollständigen Vierecke, ziehe die AE, die die FB in M 
schneidet, suche den dem Punkte M entsprechenden Punkt im andern 
Systeme (m) „verbinde a mit m, so ist diese Verbindungslinie der Ort 
des Punktes e. Verbindet man nun z. B. auch G@ mit E, wodurch 
man [N erhält, und sucht den entsprechenden n, so ist auch gn 
der Ort des Punktes e, daher ist e im Durchschnitt beider Oerter. 


$. 21. 


Es sind vier Punkte ABCD (Taf. X. Fig. 9.) und drei ihnen 
entsprechende Punkte abe einer aflinen Figur gegeben, man soll 
den Punkt d, welcher dem Punkte D affın ist, finden. Man bilde 
durch Verbindung der vier Punkte ABCD das vollständige Viereck, 
so erhält man die zwei neuen Punkte M und N, suche die ent- 
sprechenden affınen Punkte m und » in den Geraden ab und be, 
verbinde m mit ce und n mit a, so ist im Durchschnitt beider der 
verlangte Punkt d. 


Es können daher im Allgemeinen zwei beliebige Vierecke als 
collinear und zwei beliebige Dreiecke als aflin angesehen werden. 


$. 2. 


Durch diese einfache Betrachtung der Collineation und Affı- 
nität der Figuren als Pyramidalschnitte und durch diese wenigen 
Sätze ist man im Stande, eine zahlreiche Anzahl von Aufgaben 
zu lösen, und überall den geistigen, geometrischen Zusammenhang 
mit der grössten Allgemeinheit zu vereinen. Sätze, die sonst 
lange Beweise bedurften, werden dadurch von selbst klar, das 
schönste, die Kegel- und Cylinderschnitte erscheinen nur als eim- 
zelne, spezielle Fälle. Wir wollen nun gleich versuchen, mehrere 
Aufgaben mit Hülfe unserer gewonnenen Sätze zu lösen. 


1) Es sind zwei Systeme collinear-liegender Punkte gegeben, 
man soll die Gegenachsen beider Systeme construiren. 


Um diese Aufgabe zu lösen, suche man zuerst die Colli- 
neationsachse; sie geht nach $. 7. durch die Durchschnittspunkte 
entsprechender Geraden; verlängert man daher. in Taf. X. Fig. 10. 
ab und AB, ac und AC, so sind M sowohl als N Punkte der- 
selben, daher MN die Collineationsachse. Die Gegenachsen lie- 
gen nun mit ihr parallel, und zwar in den Durchschnoitten der, 
durch O, zu jeder der beiden Ebenen parallel gelegten Ebene; 
zieht man nun durch Oz.B. zur ab und ac Parallelen, und verlän- 
gert sie so lange, bis sie die AB und AC schneiden, so erhält 
man die Gegenachse des Systems ABC. Eben so erhält man die 
Gegenachse des Systems abe. 
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2) Es ist eine Figur des einen Systems, die Collineations- 
achse, das Collineationscentrum und die Gegenachse des andern 
Systems gegeben. Man soll die mit der gegebenen Figur colli- 
near-liegende Figur durch Construction finden. — Es sei abcd 
(Taf. IX. Fig. 3.) die gegebene Figur, Pp die Collineationsachse 
und MN die Gegenachse der zu bestimmenden collinearen Figur. 
Wir entwickelten in $. 11. den Satz: Wenn man durch A” eine 
Parallele zu irgend einer Geraden, z. B. ab zieht, bis sie die 
Gegenachse in 2” schneidet, so ist dieser Punkt DB” der geome- 
trische Ort der Durchschnittspunkte jener Geraden im andern 
Systeme, die zu ab parallelen Geraden entsprechen. Wollen wir 
daher die der ab entsprechende Gerade im andern Systeme erhal- 
ten, so ziehen wir durch das Collineationscentrum eine zu ab pa- 
rallele Gerade, verlängern dieselbe bis sie die Gegenachse in 2” 
schneidet, so ist B” ein Punkt der zu suchenden Geraden. Die 
ab schneidet aber auch die Collineationsachse in einem Punkte, der 
ebenfalls der zu suchenden Geraden gehört, weil je zwei ent- 
sprechende Gerade sich in der Öollineationsachse schneiden, es 
sind daher von der zu suchenden Geraden zwei Punkte bekannt, 
daher auch die Gerade. Fährt man so fort, so erhält man alle, 
‚den Geraden ab, bd, de u. s. w. collinear liegenden Geraden, 
daher auch zugleich die collineare Figur. he, 

3) Es sind zwei collineare Figuren gegeben, die nicht colli- 
near liegen, man soll das Collineationscentrum und die Collinea- 
tionsachse durch Construction bestimmen. Nehmen wir an, wir 
hätten bereits die Gegenachsen gefunden, ziehen wir dann aus 
einem Punkte DB” (Taf. IX. Fig. 3.) der einen Gegenachse zwei 
Strahlen 3”’«, B”’ß, so werden die entsprechenden Geraden a’b’, 
a”b" im andern Systeme einander parallel sein und von der Colli- 
neationsachse ein eben so grosses Stück «ß abschneiden, als die 
zwei Strahlen abschnitten. Um daher unsere Aufgabe zu lösen, 
müssen wir zuerst die Gegenachsen construiren, das geschieht 
auf folgende Art: Es seien in Taf. X. Fig. 11. ABCD und abed 
collinear-verwandt; ich ziehe in dem einen Systeme ABCD zwei 
Paar zu einander parallele Gerade MN, M'N' und MP, M'P', 
und bestimme in der collinearen Figur die entsprechenden Geraden 
(indem ich zuerst zu den fünf Punkten ABCDM und abcd den 
dem M entsprechenden: m suche, dann eben so rn, p,....); in den 
Durchschnittspunkten &, S sind zwei Punkte der Gegenachse 
enthalten. Hat man auf diese Art die Gegenachsen der Figur 
ABCD (Tat. IX. Fig. 3.) bestimmt, so kann man das Stück «aß 
leicht finden; man braucht nur die parallelen Geraden ab, a’b’ 
über die Gegenachse dieses Systems zu verlängern. Um noch 
B"« zu finden, denken wir uns die Ehenel. parallel zu sich selbst 
fortbewegt, oder hloss eine Gerade P'o’ parallel zur Gegenachse 
gezogen, so sieht man, dass «ß:«'P’—= «aB”:a'B”, woraus man 
«B" finden kann. Trägt man «B” nun von B” aus auf und zieht 
die Parallele zur Gegenachse, so erhält man die Collineationsachse. 

Sucht man im andern Systeme auch die Collineationsachse, legt 
dann beide Systeme über einander, dass sich beide Collineations- 
achsen decken, und zwar so, dass sich die gleichliegenden Geraden 
in einem Punkte derselben schneiden ; so sind die Figuren colli- 
near-liegend. Das Collineationscentrum findet man durch Verbin- 


c 


dung entsprechender Punkte. 


353 


Ich will nur noch erwähnen, dass fast alle Sätze aus Stei- 
ner’s systematischer Entwickelung der Abhängigkeit 
geometrischer Gestalten von einander sich unmittelbar auf 
die collinear- verwandten Figuren anwenden lassen. 


XLE 


Ueber einen allgemeinen Lehrsatz der 

Statik und über einige geometrische 

und statische Sätze von der Pyramide 

und den eckigen Körpern überhaupt. 
Von 


dem Herausgeber. 


UN; 
Ich will zuerst den folgenden Satz beweisen: 


Lehrsatz. 


Wenn beliebige Kräfte im Raume unter einander 
im Gleichgewichte sind, so sind immer auch deren Pro- 
jeetionen auf einer jeden beliebigen Ebene unter ein- 
ander im Gleichgewichte. 


Beweis. 
Die gegebenen Kräfte seien 
P, #} P;; Pr, PISWo% 


die Coordinaten ihrer Angrifispunkte in Beziehung auf ein beliebi- 
ges rechtwinkliges Coordinatensystem seien 


"%,Y,25 25» Yı>s 4153 Ta» Ya» 225 %> Ya, 2333-5 
und 


0, B, y:;: a» Pi; Yı: %» P2; Ya5 03, Ps, Yaı.. 
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ihrer Richtungen. 
Ist nun 


seien die auf bekannte Weise genommenen Bestimmungswinkel 


| )) AX+BY+CZ+D=0 
die Gleichung einer beliebigen Ebene, und werden durch 


&% Nn> b; 5: N1> 1% &9, N2> 5 &; N3> Ga 5.- 


die Coordinaten der Projectionen der Punkte 


(wy2), (aıyızı), (Ray2t2) > (3Y323) ++ 
auf dieser Ebene bezeichnet; so ist, wenn wir der Kürze wegen 
A=Ac+By+C+D, 
A, = Az + By +Ca+D; 
2):% Am Ara + Byot+ Ca rD, 
eu —Axz + Bys + Ciz + D, 
| oe ir Heß Win 
setzen, nach bekannten Formeln der analytischen ‚Geometrie: 


AA BA CA 


x 
. 


= 7 BB 0 197 BB Br 
De AD Et 0 DA Cu 
I A2r B2+. 0? ıTYıT 2rB2r ar O? 
3) AA, BA, ca» 
2=%2— 774 B210 9% erB24 0227 BrB2LO? 
AL; Bas Ca ch 
>23 24.2407 6% er Br 0? 8 a PrB2rO® 

u. :S. W. 


»Bezeichnen wir nun die Projectionen der Kräfte . 
0% a ANPN Pe. Pas) Pıjen 
auf der durch die Gleichung 1) charakterisirten Ebene respective 
durch 
BENUTE IE ATI 


und die 90° nicht übersteigenden Neigungswinkel ihrer Richtungen 
gegen die in Rede stehende Ebene respective durch 


t, y> 19 > iz > 14» ....,; 
so Ist | 


4) H=Peosi, I, =P, cosi , I,=P;,cos%, I,=P; cosi,..... 


Bezeichnen wir aber die auf gewöhnliche Weise genommenen 
Bestimmungswinkel der Richtungen der Kräfte 
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II, II; IIz; IL, Harn 
durch 
9, %, %5 9ı1> Yı> Xı5 Pa» Va: a5 93> Vas Ya5e+5 
so ist, wie ich in der Abhandlung Archiv. Thl. VI. Nr. XXXVII. 
25) und 24) gezeigt habe, w enn wie dort der Kürze wegen 
5) K=V 4224 B?+ 02 — (Acose + Beosf et H Ccosy)? 


gesetzt wird: 


(A2+ B24+C2) cose— (Acosae+Bcosß + Ccosy) ” 


SRH KV 424 B?+ 0 
(42+B?+ 02) cosß—(Acosa + Bcosß-+ Ccosy) 2 
IR ee BTIIRBRRN.  UNGREE we Jrago, DEE 
Be (42+ B?+ +2) cosy— (Acos @+Becosß+ EC 
x KV 42+ B2+ C2 
und | 
K 


7) cosi= verbr 
und ebenso für die andern Kräfte. 
Also ist 
A 
COSICOSP—Cos« — ar (Acosa + Bcosß-+ Ccosy), 
cosicosy==cosß — BTRETTE (Acosa-+ Bcosß+ Ccosy), 


COST COSY—CoS Fr cosa-+Bcosß-+ Ccosy) 


und, wie man mittelst leichter Rechnung findet: 


%» 


cost (Ec0osYp— NCosp). 


Zt Ayeosy—zcosß) + B(zcose—.x.cosy) | 
+ C(xcosß— ycosa) | 


D 
Ban NY #27 B?r @ (A COS B— Beos 0), 


N cosi(mcos4—$cosY) 
nn Ra ae | 


+ C(zcos ß—ycose) 


en 3) 
en A?+ B27 0: (B cos Art Ücos P) $) 
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cosi(&cosp— &cosY) 


Fer Aerprr a! AWeosy— cos ß) + B(zcosae— x. cos}) 


+ C(zcosß—ycose) 


D 
= BrBer@(Ce°ose — Acosy). 


Also ist offenbar in einer bekannten Bezeichnung 
8) 
ZIIeosp=EPeose— Fra ZPcose+BZPcosß+CZPeos m 


ZIleosp=ZPecosß er (A ZPcose+BZPecosß+C&Pecosy), 


ZIIcosy=&Pcos rd ZPcosa+BZPcosß+ C3&Pecosy) 


und 


9) 
ZI (&cosy — cos p) 
+ EB! AZP(ycosy—zcosß)+BZP(zcos ai 
+ C2ZP(xcosß—ycose) 


an Are (AZPcosß— BEPcos @), 
| ZlI(ncosy—$cosy) 
ne Fre ERS NERER zcosß) + BZP(zcos«e— x cosy) 
+ CZP(zcosß — ycos«) 
en (BZPcosy— CZPcosP), 
5 ZSII(&cosp— Ecosy) 
== ArrBrr oz AZ&P(yeosy—zcosß) + BEP (zcos«& — xcosy) | 
+ CZP(zcosß — ycose) , 


he Be TE (CEPcosa— AZPcosy). 


Weil nun nach der Voraussetzung die Kräfte 
P, PP, P,, Pa. 


unter einander im Gleichgewichte sind, so ist nach den Grund- 
lehren der Statik bekanntlich 
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ZPcosa—0, ZPcosß=0, ZPcosy=0; 
EP (xzcosß—ycose)—=0, 
ZP(ycosy — zcosß) =0, 

EP (zcos«e — x. cosy) —0. 


Also ist nach dem Obigen auch 


ZIIlcosp=0, ZIIcosy=0, ZIIcosy=0; x 
ZII(&Ecosp —ncosp)—=(0, | 
3II(ncosy — gcosy)—=(, 

ZII(&cosp —&cosy) =0; 


und nach den Grundlehren der Statik ‚sind folglich auch die Kräfte 
I, IS SAN. 


unter einander im Gleichgewichte, wie bewiesen ‚werden‘.sollte. 

Wenn man die Projectionsebene als Ebene der xy annimmt, 
so erfordert der Beweis des obigen Satzes weniger Aufwand von 
Caleul wie vorher; derselbe ist jedoch hier, absichtlich, nament- 
lich auch des Folgenden wegen, in möglichst grosser Allgemein- 
heit geführt worden. or 


2. 


Für an einem und demselben Punkte wirkende Kräfte lässt 
sich nun aber auch der folgende Satz beweisen: 


Lehrsatz. 


Wenn an einemund demselben Punkte beliebig viele 
Kräfte wirken, und deren Projectionen auf zwei belie- 
bigen sich schneidenden Ebenen, jedes. dieser beiden 
Systeme für sich, unter einander im Gleichgewichte 
sind; so sind jederzeit die gegebenen Kräfte selbst 
unter einander im Gleichgewichte. 


Beweis. 


Wir wollen alle im vorhergehenden Paragraphen gebrauchten 
Bezeichnungen auch jetzt beibehalten, und nur annehmen, dass 
die Kräfte 


P, P,, Ps, B;, Pıs 


genmeich an einem und demselben Punkte wirken sollen. Sind . 
ann | 


Az +By+Cz:+D=0, 
A'’z+B'y+C:+D'=0 


die Gleichungen der beiden sich schneidenden Ebenen, von denen 
oben im Satze die Rede gewesen ist; so ist nach $. 1. 8): 
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3Ilcosp=&Peos a— (AZPcose+BEPeosß+CZPeos}), 


... 4 SE 
42+.B?+C? 


3IIcosv=&Peos B— 3 (AZPcosa+BZPecosß+ÜsPcos>), 


VE NE 
A+BH+ 
ZIIcosy=ZPcosy— Pre (AZPcosae+BZPcosß+CzPecosy); 


und auf ganz ähnliche Art für die zweite Projectionsebene in einer 
leicht durch sich selbst verständlichen Bezeichnung: 


’ ’ 4! Zu r „ 
SIT cosp—=rPeose— 72. Brr6:(4 ERBE <Feosß+C =Pcosy), 


Fern (42Peose}B2Peosßt Ü’2Peosy), 


SIT cosy —==Peosß— A2FB 





Y 


ZIl'cosy' = 2Peosy— gay A 2 Peosat B2Pe 08 P+C'3Peosy). 


Weil nun nach der Voraussetzung die Projeetionen der gege 
benen Kräfte auf einer jeden der beiden ‚Projectionsebenen unter 
einander im Gleichgewichte sind: so ist nach den Grundlehren 
der Statik 


ZIIcospg=0, ZIcosvy=0, ZIIcosy=0 
und 


ZIl csp'—=0, ZI coswW—0, ZI cosyY=0; 


also nach dem Obigen 
A 
= SR cos 0 Aerberc3(d&Poose + B2Pcosß + CZPeosy), 


0=&Pcosß— (AZPcose + BZPcosß + C&Pcosy), 


Auslands 

A2+B?+C? 
C | 

0=&P cosy — 2 Bra AEPees d BER coep + CZPecosy) 

und dan 1.’ di I de r 


A' Ki su 
der Bererd &Pcos c+B’ ZPcosß+C'&Pcosy), 
0—==EPeos Bag (4 &Peos «+B'ZPeos B+C ZPeosJ), 


0—= &Peose — 


0=3&Peosy— Dr BETT": (A’ 2 Pcose+B'&Pcosß-+C' &Peosy); 


woraus sich leicht die Gleichungen 
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AZPecosß= BZPecosa, 
BEPeosy—= CZP cosß, 
CEPcosa= AZPcosy 
und | | 
A'ZPcosß = B'&Pcose, 
B'EPcosy— OEPeosß, 
Ü'ZPcose— A'ZP.cosy: 


ergeben. Nimmt man nun die erste.der beiden durch die Glei- 
chungen | 


Az +By+C:+D=0, 
A’z+B’y+Cz4+D'—=0 


charakterisirten Ebenen als Ebene der xy an, was. offenbar ver- 
stattet ist; so ist 


A=0, B=0, C=1 
und folglich nach dem Obigen offenbar | 
ZPcose=0, ZPcosß=0; 
also ferner nach dem Obigen | 
A'2Pcosy=0, B’ZPeosy—0. 
Weil nun aber 'nach der Voraussetzung die beiden Projections- 
ebenen sich schneiden sollen, so kann offenbar nicht zugleich 
A=0, B=0 sein, und es ist also nach dem Vorhergehenden 
2 Pcosy rer 
Daher ist jetzt | | I h Be? 
EPcose—0, ZPcos 0, Borg: 


und nach den Grundlehren der Statik sind folglich die an einem 
und demselben Punkte wirkenden Kräfte 


P,P,, P,, P;, P.,.... 


unter einander im Gleichgewichte, wie bewiesen werden sollte. 


| $. 8. 
Für auf eine ganz beliebige Weise im Raume wirkende Kräfte 
lässt sich ferner der folgende Satz, beweisen: 
Lehrsatz. 


Wenn Kräfte auf eine beliebige Weise im Raume 
wirken und deren Projeetionen auf drei sich in einem 
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Punkte schneidenden Ebenen, jedes dieser drei Sy-, 
steme für sich, unter einander im Gleichgewichte sind; 
so sind jederzeit die gegebenen Kräfte selbst unter 
einander im Gleichgewichte. | 


Beweis. 


Wenn die Gleichungen der drei sich in einem Punkte schnei- 
denden Ebenen 


Ax + By+ 02:+ D=0, 
Ac+By+C:+D=0, 
A"z + B"y r C”’z + D’—0 


sind; so gelangt man zuvörderst ganz auf dieselbe Art wie im vor- 
hergehenden Paragraphen zu den drei folgenden Gleichungen: 


ZPcose—=0, ZPcosß=0, ZPcosy=V. 


Weil nun aber nach der Voraussetzung die Projectionen der 
gegebenen Kräfte auf jeder der drei Projectionsebenen für sich 
unter einander im Gleichgewichte sind, so ist nach den Grund- 
lehren der Statik bekanntlich 
ZII(&Ecosy—ncosp) —=0, 
ZIl(ncosy—$cosy)—=0, 
ZIl(&cosp—&cosY)=0; 

sowie ferner in 'einer leicht durch sich selbst verständlichen Be- 


zeichnung: ER Be, tn 
ZI (& cosy'—n'cosp')—(0, - 


ZI! (m cosy' — EL cosyw')=0, 
ZII (& cosp' —E cosy')—=0 
und 
3 II" (&" cosy" — n” cos p”) =0, 


Z II” (n” cosy"— 8" cosy”) —=0, 
11” (&" cosp”" — $’cosy")—=0. 
Mittelst dieser Gleichungen und der vorher schon gefundenen 
Gleichungen BET 22 a 
»&Peose=0,'!ZPcosß=0, ,&Pcosy—0 ee! 
ergeben sich aber aus $. 1. 9) leicht die drei folgenden Gleichungen : 


AZP(ycosy—zcosß) + BEP(z cos a— x cosy) Ei 
| +OEP (zcosß—yeose) )ir ' 
A'ZP(ycosy—zcosß) + B'EP(zcosa— xcosy) 
t+C'ZP (&cosß—y cos e) 
4"ZP(ycosy—:zcosß) HB" ZP(zcose— x.cos}) 
T% +0" ZP(zcosß—y a et 


=. 
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Aus der ersten dieser drei Gleichungen folgt, wenn man wie 
im vorhergehenden Paragraphen | 


A=0, B=0, C=1 
setzt, auf der Stelle 
ZP(xcosß—y cos )=0, 


und die beiden letzten der drei vorhergehenden Gleichungen wer- 
den dadurch: 


A'Z2P(ycosy— zcosß) + B'ZP(zcose —xcosy) =0, 
A"ZP(ycosy—zcosß)+B"&P(zcose— x cosy)—=0; 
woraus sieh ferner leicht | 
(A'B" — B'A") ZP(ycosy—zcos Pf) =0, 
(4’B”" — B'4") 2P(zcose— zcosy) = 0 
ergiebt. Wäre nun ’ 
A'B" — BA'"—0, 


so würden die, Durchschnittslinien der zweiten und dritten Projec- 
tionsebene mit der ersten, deren ee 


Az2+B'y+D'=0 und 4’2 4 B’y+D"=0 


sind, sich offeubar nicht schneiden , wie es doch unter der gemach- 
ten Voraussetzung nothwendig erforderlich ist. Also ist nicht 
A'B"— B'A"=0, und nach dem Vorhergehenden ist folglich 


ZP(ycosy —zcosß)=0, 
ZP(zcos& — zcosy) =(. 
Daher haben wir jetzt die sechs folgenden Gleichungen: 
ZPcose—=0, ZPeosß=0, ZPcosy=0; 
ZP(xcosß— ycose) — 0, 
ZP(ycosy—zcosß) — 0 
ZP(zcose— x2.cosy) —=(; 


aus denen sich mittelst der bekannten Grundlehren der Statik auf 
der Stelle ergiebt, dass die gegebenen Kräfte 


P, P.. Pos Pa s( Pal: 


unter einander im Gleichgewichte sind, wie bewiesen werden sollte. 


g4 


Aus $. 1. und $. 2. ergiebt sich nun unmittelbar der folgende 
Satz: | 


Theil IX. \ 24 
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Das Gleichgewicht beliebiger auf einen und densel- 
ben Punkt wirkender Kräfte wird dadurch vollständig 
bedingt, dass die Projectionen dieser Kräfte auf zwei 
beliebigen sichschneidenden Ebenen, jedes dieser beiden 
Systeme für sich, unter einander im Gleichgewichte sind. 


Eben so ergiebt sich aus $. 1. und $. 3. der folgende Satz: 


Das Gleichgewicht zwischen auf ganz beliebige 
Weiseim Raume wirkenden Kräften wird dadurch voll- 
ständig bedinst, dass die Projeetionen dieser Kräfte 
auf drei beliebigen sich in einem Punkte schneidenden 
Ebenen, jedes dieser drei Systeme für sich, unter ein- 
ander im Gleichgewichte sind. 

Von diesen Sätzen kann man öfters bei dem Beweise anderer 
Sätze mit Vortheil Gebrauch machen, wie im Folgenden an einem 
Beispiele gezeigt werden soll. 


$. 5. 


Wir wollen uns jetzt ein Dreieck A,)4sA,; im Raume denken 
und die Coordinaten seiner Ecken A,, A,, A; respective durch 
2, Yı», 15 2a» Yo» 725 #3, Ya, % bezeichnen ; so sind bekannt- 
lich die Coordinaten des Mittelpunkts der Seite AAa: 

s(2ı +22), 3(yı + 92), 21 +22). 


Durch diesen Punkt lege man ein dem primitiven Systeme paral- 
leles neues Coordinatensystem, so sind die Coordinaten der Ecke 
A, in Bezug auf dieses System nach der Lehre von der Verwand- 
lung der Coordinaten: 


23 —3(2ı +29), Y3— 2» (yı +9): 3-34 +2); 


und nach einer bekannten Eigenschaft des Schwerpunkts des Drei- 
ecks sind folglich die Goordinaten des Schwerpunkts des Dreiecks 
A,AgAs; in Bezug auf das in Rede stehende neue Coordinaten- 
system oflenbar 


3123 —3(21 422), 31% el yıty)}, 33 —3(ı +2))}. 


Also sind die Coordinaten des Schwerpunkts des Dreiecks 
A,AsA; in Bezug auf das primitive Coordinatensystem nach der 
Lehre von der Verwandlung der Coordinaten: 


(21 +22) + 31203 —3 (21 +22)|; 
(1 +%2) + 31Y3 — »(yı +Y2)\; 
sata) tst3 3a tr); 
di... « 
str +%), IYMtYtY), 3a t22t+23); 


was auch sonst schon bekannt ist. 
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> (4a 


Man habe jetzt eine beliebige nseitige Pyramide, deren Grund- 
fläche und Spitze respective A,AaA3.44....... An und O sein mögen. 
Die Grundfläche nehme man als Ebene der xy an, und bezeichne, 
dies vorausgesetzt, die Coordinaten der Ecken 


AA Ar As 5 An v 
respective durch - 
2» Yı> 05 22; 92; 0; 23, 95; O;..0n; Ya; 0; 


die Coordinaten der Spitze O aber durch Em 
Wenn wir nun die Gleichung der Seitenfläche A,4,0 durch 


Az+By+C:+D=0 
bezeichnen, so ist 
Az + By, + D=Öd, 
Ax; + Bya +D=I0, . | 
A&4+Bn+ &+D=0., 
Aus diesen Gleichungen folgt durch Subktraction 
At —2)+By—%)=0; 
Aa -9+ By m L=0 
oder BETTER 
| B 
Gt —%) 7 —0, 
Bis ;Gsdß 
a1 +9 -M4°54=% 
folglich, wie man hieraus leicht findet: 


B_ mn Cd yo) nn) na), 


AT 9 NMoya’ A (Yyı —y2) 8 
Weil nun 
Aa) + By) + Ce@-9=0 
oder h | 
B RNALE, 
—5+37y-Mt+7@-9=0 
ist, so ist | 


(y—y2)E (5) — (1 —23)$ (yn) a gg 
— (21 — 23) ya) — Yı—Yy2) (13)! 9) 
oder auch, wie man leicht findet, PR 


24* 
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(yı—ya) bw — (a —e)iy ° —=0, 
Ha) (yı m) — (Yıya) Het (arye =ay)$ Be 


oder. endlich auch 


(yı—ya) Er — (2172) &y N 
Fan (21% — 2aYı) ei (22n—&Y;) in (&yı — 2ın))2 + (2ıya—2adı) CHUR 


die Gleichung der Ebene 4, 4,0. 
Die Coordinaten des Schwerpunkts des Dreiecks A,A,0 sind 


nach dem vorhergehenden Paragraphen 
Katat4d, terms ie 
Die Gleichungen einer beliebigen; durch diesen Punkt gehenden 
Linie seien 
2a a4) = M@-19, 
ylyıtytn) = N@— 59). 
Soll nun aber diese Linie auf der Ebene A,A,0, deren Gleichung 


vorher entwickelt worden ist, senkrecht stehen, so muss nach den 
Principien der analytischen Geometrie 


N) N) Ya) — 5) 
(21-22) 


7 (22) y—n) —- (Yı—y) (19) 


sein, und die Gleichungen der indem Schwerpunkte des Dreiecks 
A,AzO auf dessen Ebene senkrecht stehenden geraden Linie sind 
fölglich nach dem Obigen: 


= — Matt) 
yo) nie 


N) 
y— 3 (Yyıtye+n) 
N a Va re ea)k N G—!H 
(21 —23) (yı— 9) — (Yıya) Xı 5) us 
Folglich ist die Gleichung der Projeetion dieser Linie auf der 
Ebene der xy, d. i. auf der Grundfläche unserer Pyramide: 


yyıtyatn) __ Ma 
z— 3a +24) Ay’ 
oder | 
. 773 


y—3Yyıt3%24N) re 


Hiernach sind also überhaupt die Gleichungen der Projectionen 
der in den Schwerpunkten der Seitenflächen | 





2—3&ı +22+38)}- 
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4,430, 4,430, AsAg0;... An-ı AnO, Andı O 


unserer Pyramide auf den Ebenen dieser Seitenflächen senkrecht 


stehenden geraden L 


inien auf der Grundfläche der Pyramide re- 





TIL 
ta tn)=- 7 rated), 
Yı 7% 


y-!ptptm=-, tem! (X+23+9), 


ei ae Mi, 
y—:(ytyatn)= en s(@trr td): 


u Ss. W. 


In—ı ——T 
ya een tent), 


y-3(atyı + =, 2r— (nt +3). 








Bestimmen wir nun die Coordinaten der Durchschnittspunkte der 


lsten und 2ten, ?ten und 3ten,...., (n—1)sten und nten, 
nten und I1sten 


Projection; so erhalten wir, wenn der Kürze wegen 


FR\= (y—Y2) (ya —Y3) (Y3—Yı) 
+ Yı (22 — 23) (2 +23 +9) 
+Y% (23; —2) (& +2 +5) 
+33, (& -—2%) 1 +22 +8), 


P,= (yg—Ys3)(Ys — Ya) (Yya—Y2) 
+ Yy2 (&3> a) (T3t2aH45) 
+ Y3 (2423) (2str2+5) 
+ y4(&— 25) (@2t+23 +5); 


IF, = (Yy3—ya) (Yya—Y5) Y5Y5) 
+ y3 2425) (2442549) 
+ Yya(25 23) (&5 +23 +3) 
+95 &3 2%) (23 +24 +9): 


Us S. W. 


Ina, = (Yn-ı —Yn) (Yn—Yı) (Yyı — Yn-ı) 
+ Yn-ı (2a — 2) (an +7 +8) 
+ Ya (&ı — 2a) Cı 4 2n-ı 48) 
+ Yyı @n-ı — &n) (aa ++; 
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Fn—= (Ya—yı) (yı—Y2) (Ya Yn) 
+ Ya (81-2) tat). 
+ Yı (@g—&n) (Tat xnt}) 
+ 2 (2n— 2) (nt +3); 
ferner I 
G,= (21-23) (23-73) (23 —2ı) 
+21 (y2—y5) (Yatys +n) 
+ 22. y—yı) Yy tyı +9) 
+23 (yı ap) yıtYyatn)> 
= (29, —23)23—@z)(Rg— 7a) 
+ 22 (y3—Yya) (Ys + Ya) 
+23 (Ya—Y2) Yat ya + N) 
+4) yatys +); 
G,3 = (23%) (Ca %;) (25— 23) Ay 
AR (Yya—Y) (YyatYystN) 
+24(Yy—Y3) Y+Y3 49) 
+ 25 (y3—%a) (Yyatyst N); 


u. Ss. w. 
Gn-1= (&n-1- In) (@n— 2) (2ı — &n-i) 
+ In (yn—Yı) (ynt+yı +9) 
+ 2a (Yyı -Ya-1) Yıtya-ıt 9) 
+ 2ı (Yn—ı —Yn) Yan + Ya+N):> 
(mM (An— 2) (21 — 75) (2. — Zn) 
+ 2 Yı—y2) YıtYy24+n) 
+ 21 Y2—Yn) (yet Yya+n) 
+ 22 (yn—yı) Yyatyı tn); 
und ' | 
H= 2&(Wy-ys) +22 (y—yı) + 23 (yı Yo) 
=— Yyı (8923) — Ya (23 —&ı) — Y3 (Cı— 22)» 
H,= 29 —Ya)+ 23 (ya—ya) + 2a(y2—Y3) 
= — Ya(23—74) — Y3 (Xa23) — Ya(o2—%3) ; 
H;= 23 (y—yY5) + 2a (y—Y3) + 05 (Ya —Ya) 
= — Yg (4-25) — Ya (2523) — Y (23 03); 
Us S._W. 
Hn-= Zn (Ya-Yı) + %n y—Yya—ı) + 2ı (Ya-ı—Yn) 
= — Yn-ı (En 2) — Yn(&ı —enı) — Yı (en-ı En); 
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Hn —WEn (yı — Ya) eh X (Ya—Yn) or xy (Yn-yı ) 
= — Yn(@—23) — Yı (@a— tn) — Ya (&n— 1) 


sesetzt wird, für diese Coordimaten die folgenden Ausdrücke: 





Or. 
A, HM’ 
EZ} 
At as: 
H;’ H;’ 
u Ss. W. 
Fn-ı  Ga-ı 
ir Hn-ı $ Hı-ı 
Fan  Gn 
die I, } H,; 


Für die dreiseitige Pyramide, d. i. für n=B, ist: 


F,= (y1—Ye) (Yya—%Y3) (Yys—Yı) 
| + Yı (22—23) (2242349) 
+ % (&3—%) (23 +21 48) 
+ Y3 (21 —23) (&ı +24): 
= (y-%3) y—yı) Yı —Y2) 
! + Y9 (as—2ı) (23 +2ı+8) 
+ 3 (@ı—23) (21 +22+8) 
+ Yı (2223) (42349); 
F,—= (y3—Yı) (Yı Ye) (ya—Ys) 
+y3 (21-23) (21 42245) 
+ Yı (@2—23) (22423 +8) 
+ % (23>—21) (3 +21 +9): 
ferner 
G,= (&1—%2) (2223) (3 — 71 
+2 (ya--Y3) (yatys+ N) 
+22 Y—yı) ytyı +9) 
+23 (yı—Y) (yıtyatn) 
G,3= (#923) (73 — 21) (&ı —2%;) 
+23, (Yy—y) (ytyı+9) 
+ 23 y— 3) (yıt yet) 
+21 (yes) (yatystn) 
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G3=  (23—2,) (2, —%2) @2 25) 
+23 (yı—Yy2) Yıtyatn) 
+2, (yg—Y3) (yatys+n) 

+ 23 (y—yı) Ytyı tn); 


und 
H,= 2, (y—y3)+ 22 (y—Yyı)t &3 (yı—%Y2) 
=—Y (%a—2;) —Y% (22) > Ya (2%) ; 
I= 2(Yy—y)+4%3 (y—ya) +2 (Ya—Y3) 
=— Yy(t3—2)— Yz (2 —22) — Yyı (23%); 
H= 2 (y—%)+ 2 (y2—yY3) +22 (ys—Yı) 
=— Yz (2172) — Yyı (daR) — Ya (2321). 


Also ist in diesem Falle offenbar. 


F ==. ie 
G=W@=G;, 
H=H=H;; 


und es ergiebt sich daher jetzt der folgende merkwürdige Satz von 
der dreiseitigen Pyramide oder dem Tetraeder: 


Die Projeetionen der auf drei Seitenflächen einer 
dreiseitigen Pyramide oder eines Tetraeders in deren 
Schwerpunkten senkrecht stehenden geraden Linien 
auf der vierten Seitenfläche schneiden sich jederzeit 
in einem und demselben Punkte. 


Dass sich die vier auf die Seitenflächen einer dreiseitigen 
Pyramide oder eines Tetraeders in deren Schwerpunkten errichte- 
ten Perpendikel, — im Allgemeinen wenigstens, — nicht selbst 
in einem und demselben Punkte schneiden, lässt sich aus den im 
Obigen entwickelten Formeln und Gleichungen leicht ableiten. 


Wenn man die obige, hier absichtlich in etwas grösserer All- 
gemeinheit geführte Rechnung gleich vom Anfange an bloss auf 
den besondern Fall der dreiseitigen Pyramide einschränkt, so wird 
dieselbe kürzer und einfacher. 


7. 


Wir wollen uns jetzt vier auf den Seitenflächen einer dreisei- 
tigen Pyramide A),A,4;A, in deren Schwerpunkten senkrecht 
stehende Kräfte denken, und annehmen, dass diese Kräfte sämmt- 
lich nach dem äussern — (oder auch nach dem innern) — Raume 
der Pyramide hin wirken. Die auf den Seitenflächen 


AydAy, Adsds, ArAAr, Ar Aads 
senkrecht stehenden Kräfte seien respective 


as Pz: Py,. Pat 
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Bezeichnen wir die spitzen Neigungswinkel der Seitenflächen 
| AyAzAg, AydsAa, AyAoAs 
gegen die Seitenfläche A,4,A, respective durch 
| OR Pa 
so sind die auf den Seiten 
A,Az3, AıAdz, AıAe 


des Dreiecks A,A,A; senkrecht stehenden Projectionen der Kräfte 
P,ı; Pz, P, auf der Seitenfläche A,A,A; offenbar respective 


P, sin, P,sinö, P;sin;, 
und die Projection der vierten Kraft P, auf derselben Seitenfläche 


verschwindet. Bezeichnen wir ferner die Höhe der Ecke A, über 
der Seitenfläche A, A,A; durch H,, so ist offenbar 





H. A,As.H, 
Add, As 3 Aydz. an = dein 

H, A4-H. 
44,434, =3%Aı As nn 


ae Ares 


sini;  2siniz 


und wenn wir daher jetzt annehmen, dass die vier auf den Seiten- 
flächen der Pyramide senkrecht stehenden Kräfte sich unter ein- 
ander wie die Seitenflächen, auf denen sie senkrecht stehen, ver- 
halten ; so ist | 

tlas A,As : A, d; B A, A, 

sin‘ " sinig siniz’ 


P,:P;:P; 
also | hl | le: 
P,sini,:P,smi,: P,sing = A,A3:A, 45: A, 45; 

d. h. die drei Projectionen 
| P,siniy, Pasini,, Pysin;,; 
auf der Seitenfläche A,A,A;, deren Richtungen auf den Seiten 
A,A;, AyAs;, AA, | 


des Dreiecks A, 4, A, senkrecht stehen und nach dem vorhergehen- 
den Paragraphen sich in einem und demselben Punkte schneiden, 
verhalten sich unter einander wie die Seiten des Dreiecks A, 4,43, 
auf denen sie senkrecht stehen. 


Wenn aber drei Kräfte in der Ebene eines Dreiecks, deren 
Richtungen auf. den Seiten des. Dreiecks senkrecht stehen und 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, sich wie die Sei- 
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ten des Dreiecks, auf denen sie senkrecht stehen, unter einander 
verhalten und sämmtlich nach dem äussern — (oder nach dem in- 
nern) — Raume des Dreiecks hin gerichtet sind, so sind diese 
drei Kräfte jederzeit unter einander im Gleichgewichte. Ist näm- 
lich in Taf. X. Fig. 12. ABC das gegebene Dreieck, auf dessen 
Seiten BC, AC, AB die sich in dem Punkte O schneidenden 
Richtungen der Kräfte Pa, Ps, P. senkrecht stehen, so ist nach 
der Voraussetzung 


Pa: Ps: Pe= BC: AC:AB = au:b:c; 


also, weil bekanntlich 5 


a:b:c = sin A:sin B:sin C 
ist: | 
Pa: P): Pe = sin A:sinB:sin C. 
Bezeichnet man nun aber die von den Richtungen der Kräfte 


Pr, Pe; Pa, Pe; Pa, Pr eingeschlossenen . Winkel respective 
durch «, ß, y; so ist 


A+«=180%, B+PB—=180%, C-+y—=180 


und folglich 
snA=sine, sinDB=sinß, sin C=siny; 


also nach dem OÖbigen 
Pa: Ps: Pe = sine:sinß:siny. 


Bezeichnet man aber die von der über den Punkt O hinaus ver- 
längerten Richtung der Kraft P„ mit den Richtungen der Kräfte 
P; und P, eingeschlossenen Winkel durch ı und @, so ist 


P+9=180°, y+9=180°; 
also sinß=singy, siny=siny; und folglich nach dem Vorher- 
gehenden 

i Pa:Ps: Pe=sine:sing:sinw. 
Macht man nun R=OB,, Pe=0OC, und zieht durch B, eine 
Parallele mit OC,, welche die gerade Linie, in der die Richtung 
der Kraft Pa liegt, in 4’ schneiden mag, durch C, eine Parallele 
mit OB,, welche die gerade Linie, in der die Richtung der Kraft 


Pa liegt, in A” schneiden mag; so ist nach den Principien der 
Trigonometrie 


04':OB, =sine:sing; 
OA":0C, =sine:siny. 


Nach dem Obigen ist aber 


sin Hr sin 
—=P, = —- — D — — I . 
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also | 
04:22 Pp,=sina:sinp, 
sin« 
RA I ya 
OA”: ingfe=sine:sinp; 
folglich | 


O4 = OA" —= P.. k | ” 


Daher fallen die Punkte A’ und A” in einen Punkt, den wir 
durch A, bezeichnen wollen, zusammen, und es ist OAA=P.. 
Weil nun OA,=P. die durch den Punkt O gehende Diagonale 
des mit OB, =P; und OG, =P., als Seiten beschriebenen Paral- 
lelogramms ist, so folgt aus dem Satze von dem Parallelogramme 
der Kräfte unmittelbar, dass die drei Kräfte P., Ps, Pe. unter 
einander im Gleichgewichte sind, wie behauptet wurde. 


Nimmt man jetzt alles Vorhergehende zusammen, so ergiebt 
sich auf völlig unzweideutige Weise, dass die Projectionen der 
vier auf den Seitenflächen einer dreiseitigen Pyramide oder eines 
Tetraeders in deren Schwerpunkten senkrecht stehenden, sämmt- 
lich nach dem äussern — (oder auch nach dem innern) — Raume 
der- Pyramide hin gerichteten, und sich wie die Seitenflächen, auf 
denen sie senkrecht stehen, unter einander verhaltenden Kräfte 
auf jeder der: vier Seitenflächen der Pyramide unter einander im 
Gleichgewichte sind, woraus sich mittelst des in $. 3. bewiesenen 
Satzes unmittelbar ergiebt,-dass die vier in Rede stehenden Kräfte 
jederzeit selbst unter einander im Gleichgewichte sind. Also hat 
man den folgenden 


Lehrsatz. 


Die vier auf den Seitenflächen einer dreiseitigen 
Pyramide oder eines Tetraeders in deren Schwerpunk- 
ten senkrecht stehenden, sämmtlich nach dem äussern 
oder sämmtlich. nach dem: innern: Raume der Pyramide 
hin gerichteten, und sich wie die Seitenflächen der 
Pyramide, auf denen sie senkrecht stehen, unter ein- 
ander verhaltenden Kräfte sind jederzeit unter einan- 
. der im Gleichgewichte. *) Bar 


Bsbg! 


Da sich eine jede Pyramide in lauter dreiseitige Pyramiden 
zerlegen lässt, so ergiebtsich zuvörderst mittelst ganz leichter 
Schlüsse und der bekannten Grundeigenschaften des Schwerpunkts 
auf der Stelle, dass der im vorhergehenden Paragraphen bewie- 
sene Satz von der dreiseitigen Pyramide überhaupt für jede Pyra- 


*) Dieser Satz rührt von Gergonne her und ist von demselben in 
den Annales de mathematiques pures et appliquces. T. X. mitgetheilt 
worden. | 


n 
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mide von ganz beliebiger Seitenzahl gilt. Weil man aber ferner 
sich jedes Polyeder aus lauter in einer gemeinschaftlichen Spitze 
zusammenstossenden. Pyramiden bestehend denken kann, so ergiebt 
sich auch auf der Stelle, dass der in Rede stehende Satz ganz 
allgemein für jedes beliebige Polyeder gilt. Man hat hierbei nur 
zu beachten, dass je zwei auf derselben, zwei Pyramiden angehö- 
renden Seitenfläche senkrecht stehende einander gleiche und direct 
entgegengesetzte Kräfte sich gegenseitig aufheben, woraus dann 
alles Uebrige ferner ganz von selbst und durch die leichtesten 
Schlüsse folgt, was weiter auszuführen füglich dem Leser über- 
lassen werden kann. ” 


LEI. 
Veber eine in der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung vorkommende analyti- 
sche Aufgabe. ! bs 


Von dem 


Herrn Professor Dr. O. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


Bei der Untersuchung über die Wahrscheinlichkeit a posteriori 
wird man bekanntlich zu der Aufgabe geführt, den Gränzwerth zu 
finden, welchem der Ausdruck , | 
m (1 — Syn + (2öym(L—2)r + (39m L—- 3BÖRL ..... 

RER + (k—18)" (1—k—16)r 


Li 
k 


worin Ö un ist, so nahe kommen kann als man es verlangt, sobald 


man die ganze positive Zahl k unausgesetzt wachsen, also. d un- 
begränzt abnehmen lässt. Sind nämlich » und.zo die einfachen 
Wahrscheinlichkeiten zweier entgegengesetzten Ereignisse A und 
B, von denen bei m-+n Versuchen A mmal und B nmal einge- 
treten ist, so haben wir Co”w” als Wahrscheinlichkeit für das zu- 
sammengesetzte Ereigniss des mmaligen Vorkommens von A und 
des nmaligen von B, wobei C den Binomialkoeflizienten (m-++n)m 
—=(m-+n)n bezeichnet. Ist nun v a priori nicht bekannt, so steht 
ihm noch der Spielraum von O0 bis 1 offen, und man kann.also, 
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wenn man sich die Einheit in % gleiche "Theile getheilt.denkt und 
r —Ö setzt, für v-der Reihe nach | 


ö, 20, 80,...k—10 


nehmen, woraus wegen v-+w=1, also w=i—v, folgt, -dass für 
das fragliche zusammengesetzte Ereigniss die verschiedenen Wahr- 
scheinlichkeiten 


Cm 1s)r, CAM A—2HR, CBHm (IR... 
C(K—18)m (1—k—To)n 


stait finden können. Diess giebt als mittlere Wahrscheinlichkeit 


CS gmA—sn 4 Hm 2,4 (FM A—INR +... 


%=1 
...+(&1ö)m (1—%—Tö)n 


Sollaber v jeden zwischen O und 1 liegenden Werth annehmen 
können, so dürfen wir es nicht blos sprungweis —6, 26,30 ete. set- 
zen, sondern wir müssen es stetig von 0 bis 1 gehen lassen, 
d. h. wir müssen die Intervalle jener Sprünge unter jede noch so 
kleine Grösse hinab vermindern. ; Da in diesem Falle % ins Un- 

’ 


endliche wächst, so können wir statt 21 auch 7 schreiben, und 


da C von %k nicht abhängt, so reduzirt sich jetzt die Aufsuchung 
der mittleren Wahrscheinlichkeit ‚auf die anfangs genannte. :Auf- 
gabe. Dieselbe ist-sehr leicht zu lösen, wenn, man das, Theorem 


Lim ötf(a) + f(a+ 8) +f(a+ 28) +... + f(aFk—10) | 
=/ rede. für = 74 


voraussetzen will, weil sich dann die gesuchte Gränze auf den 


Werth des Integrales 
Ss ra-arde 
0 


reduzirt, der ohne Schwierigkeit entwickelt werden kann; ist man 
aber beim Vortrage der Wahrscheinlichkeitsrechnung genöthigst, auf 
den Gebrauch der Integralrechnung zu verzichten, so entsteht die 
Frage, wie man auf elementarem Wege den numerischen Betrag 
jener Gränze auflinden könne. Hier scheint nun Gondorcet der 
einzige zu sein, der die Frage beantwortet hat, aber leider auf eine 
im höchsten Grade unbefriedigende Weise *), und diess veranlasste 


.*) Ist (Aö)m (1—ho)" irgend eines der Glieder der eingeklammerten 
Reihe und zur Abkürzung Ad=2, so setzt Condorcet voraus, dass die 
Summe der A—1 vorhergehenden Glieder auf die Form 


Asmt+ 1 (1—3)R + Bzmt+2 1—23)n—1 + Cam+3 (1—3)n—2 +... 
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mich ursprünglich für 'meine Vorträge die folgenden Betrachtungen 
auszuführen, die auch sonst vielleicht einiges Interesse haben. 


1. 


Versuchen wir zunächst die Gränze zu ‚bestimmen, welcher 
sich der Quotient 
zn Fr FR 
—  T 
nähert, wenn wir die ganze positive Zahl 4 ins Unendliche hin- 


aus wachsen, das ebenfalls positive und ganze m aber constant 
lassen. 


Da I7—1, 9” — (141m, 3m — (1-+ 2)", .... ist, so haben wir, 
unter Anwendung des Binomialtheoremes für ganze positive Expo- 
nenten | 


in —], 
2m —1-+ m, .1+m,.12+m;. 1a.p, + mm. 1%, 
sn —1l+ m, .2-+m,.22+my.23+....4 Mm. 2m, 
Am—] Ir ee tes Ne: ER Im, 
(lm | h + ma. 12 +mz . .n au + Mm. hm, 
Addirt man Alles mit der Bemerkung, dass mm=1 ist, so hebt 
sich beiderseits die Summe 1? +2” +... + hm; bezeichnet man 
noch 1?-+2? + .... + h” mit Sn, so bleibt. 
(h + 1m —h + 1 -} m Sı +m,S, +... + Mm— Sm—ı > 


oder m-+1 für m gesetzt: 





(ne el, „Data. 
+ (m + 1) Sm; 
woraus folgt y 
A+lyrt13— (A+1 
Im ea . = S, + 3m, 5, + 3m, 8; +... ar 
h -- m] m Sm r 


worin A,.B, Cetc. unbestimmte Koeffizienten bedeuten, gebracht werden 
könne (Lacroix traite element. du calcul des probabilites, troisieme. edition 
page 153.). Solche ganz unmotivirte und aus der Luft gegriffene Hypo- 
thesen dürfen sich aber heut zu Tage nicht mehr i im Gebiete einer „‚ex- 
akten‘‘ Wissenschaft blicken lassen. 


h) 
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Da die in der Parenthese stehenden Grössen sämmtlich positiv 
sind, so folgt hieraus unmittelbar 


| 
Sn < pp DT Hat. @ 


Ferner ist oflenbar 
Sr + m +3r4.. +In 
< hr + hr + hr +... + AR, 


d. i 
Sn<h.hr oder 8, <Ahrtl; 
folglich \ 
S; + Im, S., + Mg S; + o.... + | Mm—z Sm-ı 
1 
<h? + 3m, h?+ 3mgh?+}+ .... ANRTT] Mm, h". 
Unter den Koeffizienten 1, 3m, AMgsrrcreen —— Mm, ist aber 


m—1 
gewiss einer der grösste; setzen wir den Werth desselben, der 
# heissen möge, statt aller anderen, so ist nach dem Vorigen 
um so mehr MEERE 


S, + 3m, Ss, 3m3 S; + ..o + m] m—2 Sm—ı 


< uch? + A?+h®t+... + hm), 


d. i 
<uh2+h+ 124... 4 hm) 
oder | 
hm—ı_]1 
2 
SEE, 


Setzen wir diess statt der eingeklammerten Reihe in No. (1), so 
subtrahiren wir zuviel, es bleibt demnach zu wenig übrig und 
also ist 


1 
Sm > gg HDD tim. 8) 
Aus den Ungleichungen (2) und (8) ergiebt sich nun durch Divi- 
sion mit (+ hr 
Sm 1 1 
tee 
SEIEN u“ en 3 il hNmRtı h? 

(k+DPFHO m HL: (h+Dr) n—1 (Hi  (hy+I)mH1 0) 
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Die Differenz der Grössen, zwischen denen Sn:(A+1)”t2 liegt, 
nämlich 





( h \mtı h? N 
h+l )} ar herz 


lässt sich aber für beständig wachsende % unter jeden beliebigen 
Grad der Kleinheit herabbringen; denn es ist 


Sa UM 
kh—Ll 


N 


h hNMACE TE 1 \rtı 
Lim (GH —Lim (1 — 5) seat =T, 


2 
Lim gm —0 für m> 13 


Tür mesT; 


und also, ‚da wir m nicht kleiner als die Einheit nehmen, der 
Gränzwerth der fraglichen Differenz 





—Lim 11-0) oder —=Lin 11-1}, 


d. i. in jedem Falle =0, weil u seinen Werth nicht ändert, wenn 
“ auch A wächst. : Die Grössen rechts. in. (4) und (5) rücken also 
einander immer näher und nähern sich einer und der nämlichen 
Gränze. Ihr gemeinschaftlicher Gränzwerth ist dann auch der von 
Sm:(h-+H1)mt!, weil diese Grösse nicht ausserhalb jener Werthe 
fallen kann. So finden wir nun 

Sm 1 


" Lim 








(k+lRHTmr1 
oder 
, gm 9m 43m +4... +ım 1 
Lim Sen RUST, (6) 
Da 
1m +2m +3m 4... Hhm 1m 49m43m4..+4ım 1 
De a eye. 


ist, so folgt hieraus noch 


Arm 3m... + hm 1 


I mt? 2 





Das auf diese Weise gewonnene Lemma können wir nun sogleich 
zur Lösung unserer ursprünglichen Aufgabe benutzen. 


ul. 
Verwandelt man jedes Glied des Ausdrucks 
om (1—8)r + (26) (L-28)r + (38)m L-SÖ)"H .... | 
Lay 1,24 (ATo)m 1—%—To)n. 
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nach dem Binomialtheoreme für ganze positive Exponenten in eine 
Reihe, so nimmt derselbe die Form an: 


207 — nd nom? —nzomt3 tr. 
+n02 Im dm _ N, Im+1$m+1 + Ne Im+2 FE — fig Y9m+3 $m+3_ AR: 
+no Zm om _ “ ym+löm+tT FE na‘ gm- H2 Ahr na 3m+3 $m+3 A Balls 


+n,(k— 1)" Im —n (kbmt jmtı I Ng (k-1pmt2 dm+? — ..,,- 
d. i. bei Addition in vertikaler Richtung 


np öm{ Im + 2m £ 3m £ ...+(k—Dm\ 
—n, Ömt 1 ]m4+1 49m 4 Zmt1E (A 1)mtr 
+7, dm+2} ]m+2 4 9m+2 4 37424... + (k—1)mt2} 


Setzt man noch = und dividirt mit 3 so wird 


1 Som Lou + (20m ALDI AIR Hu) 


.. + (R18)m(1— 10)» \ 
imkimd, Im han. dlk-Im 


(8) 


Ten mr 
1mt1 4 9mt 14... + (kbmt 
“Acre ya 0 
1r+2 4 9m42 12, :—Dm+2 
ng ee 


. — 


Lassen wir nun k ins Unendliche wachsen, so ergiebt sich der 
Gränzwerth jedes auf. der, rechten Seite stehenden Gliedes nach 
Formel (6), indem man A=h—]1 setzt, wo nun h ebenfalls unausge- 
setzt zunehmen IUNER die Reihe rechts geht dabei in die folgende 
über: | ä en 

No n1 Na N 


m+1 —mt2tm+3T RT (9) 


welche nun den gesuchten Gränzwerth darstellt. 
Es lässt sichiaben noch mehr thun; man kann nämlich diese 
Reihe und sogar die allgemeinere | 


No N 


Tin 
a - aa ER, 





(10) 


worin a eine beliebige Grösse ist, auf folgende Weise summiren. 
Es heisse 7, diese Summe, so ist durch Multiplikation mit 1+- 


Theil IX. 25 
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[7 
| A1+,)Tn 
— KO ER 0a moeT » dE 
ag Bit? NT RE en 
Ro QA.2.4120 a Na. 4: N ag 





._—— 


Ta area Tara 
Hier lässt sich die zweite Horizontalreihe rechts auch so schreiben: 
No ne n 


_ (Ip. AH gr 


n 


N 
—.d a 


No— N. AR 


LNR In 2na 1 In; 

EL N ae n 
dp, Dr, @lDa 
Dat a+3 








weil 29 — 2, 423 — ....—=0 und immer Er — (n—1)» ist: So wird nun 
vach No. (11) 
mit 
Al+ r Ta 
Each nz Di 

7,0. TOR a 0 a = a+3 + 

.@-Do Sa—Ddı RD: _ 

"arlas 7072 -a+3 


Nimmt man die unter einander stehenden Grössen zusammen 
und berücksichtigt, dass immer 


..... 





“..... 


Mp—ı + mp — (n+1)p 3 also (m+Dp m = = mp, > 
oder 
np — (R— De =(n—1) 
ist, so wird 


A+)T . 
Bir N kam. Var R-D , n—2Dı BER dern Airline 





a Mt: a+2 a+3 
d.i. nach No. (10) 





-d+5) Ta=Tnı oder m nee 


Mittelst Eins er findet. man Teicht 
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.. nad) —2) ... 2.1 
MT (a+n) (a+n—])....(a-+1) To, 


. 1 . 
und weil nach (10) 7,—=-— ist, vermöge der Bedeutung von 7%: 
a x 


N 7 Ng Hat 1.2.9..n 


a arittard, en aatDlard.. at 


Nimmt man a=m+1, so erhält man die Summe der Reihe in 
(9), und da diese den GAUEESEH der rechten Seite von (8) darstellt, 





so wird jetzt für d= . 


Lim 710m (1-d)n 4 (28) m (1-20) 4 (38m (1-35) — 
+(k—16)m (1—5—10)r \ (12) 

I: en ER \ 

—(m+]) (m+2)....(m+nr+1) } 


womit unsere Aufgabe vollständig gelöst ist. 


xXLIIE 
Allgemeine Reductionsformel für 
gewisse bestimmte Integrale. 


Von dem 


Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 
an der Universität zu Jena. 





Das bestimmte Integral 


Si Flee— 108, BAR) 


worin a und b ein paar wesentlich positive von Null verschiedene 
Grössen bedeuten mögen, lässt sich auf folgende Weise umwan- 
deln. Zuerst hat man identisch 


25* 
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= 
ie Te (a + Ri 3 
2a „Lit ge + (ax — ai =" 


wovon man sich leicht durch die Bemerkung überzeugt, dass 


ab 4 (ax — "—(ax4 5) 


ist; setzt man daher unter dem Integralzeichen jenen der Einheit 
gleichgeltenden Faktor zu, so nimmt das Integral folgende Form an: 





ax — 2. 


9 Si Fl ey — te ar © 
24 AN | m | ö 


b 
Führt man eine nenalWersnderliche Yy Er Art ein, dass a0 —— a 
ist, so folgt 


b 
(a+ z)0r—0y. 
und wenn z die Werthe e=& und 2=0) angenommen hat, so ist 


entsprechend „=-H% und „= —% seworden. Demnach geht das 
Integral unter No. 2 in das folgende über: 








75 FG 2){1 
1 y | 
AIR EAN 71,2 Br E 
re fürs RA Hk BIT BEN 
Denkt man’ sich jedes dieser Integrale in zwei andere von yz— % 


bis y„=0 und von y=0 bis y=» zerlegt, so bemerkt man n gleich, 


(lass 
fr, F(y?)oy= pn Fo oy 


sein muss, weil die Funktion Z'(y2) für negative y die nämliche 
ist, wie für positive 9. Hieraus folgt noch 


je F(y?)0y= ir F(y2)3y. (4) 


Da ferner die Funktion 


F 2) ——_ Su 
W V4ab+y2 ' 


die Eigenschaft hat: 9 (—-Y)=—go(+y), so folgt leicht ;;. 
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We re en 


und hieraus wieder | 


Be EI. 6) 


Durch Substitution der in (4) öl (5) gefundenen Resultate redu- 
zirt sich unser Integral in (8) auf 


N Fam 8r. 


Vergleichen wir jetzt die erste Form des Integrales in (l) mit 
dieser, so haben wir die Gleichung 


wi Fl Sr]jöa=, /) Fomöy. 


Setzen wir noch 








F&Ü)=f(2ab-+2), 
so folgt 


F|(ax 2 ]=f Rab + (a2) —f(a#? + Eh 
F(y?) = f@ab + y?); 


und mithin erhalten wir zuletzt 


n b2 1 Rn 
fe f(a?a? + 73) 02 ® EL (2ab + y2)dy. (6) 


Da das ‚Integral auf der rechten Seite offenbar viel einfacher als 
das auf‘der linken ist, so kann die vorstehende Gleichung als Re- 
duktionsformel dienen und lässt in dieser Beziehung manche inter- 
essante Anwendungen zu, von denen ich hier besonders eine näher 
betrachten will. 


Sei f&)=e, so. wird 


es) b? 1 u > Kae 
ya er + FILZ Ef. e-(2abd-+y?) oy 
0 a.) o 
1 = 5 
_— —_ g—2ab —y? ou. 
=ze N ey 0oy 


Der Werth des Integrales rechts ist aber bekanntlich NV = und 
folglich haben wir jetzt 


*) Archiv. Thl. V. 8. 90. 
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fi: e_ (ax Na or 2 e-2ub, | (7) 
0 


Dieses Integral lässt sich wieder benutzen, um sehr rasch den 


Werth von | Bu 
* cos Pu du 
es © 


zu finden. Man hat nämlieh immer 


1 a 
Ye erk20z, 
ol. 


also, wenn man k=«a?+u? und z—=x? setzt: 


s "et 

——'‘) ai a? u? x’ " x 

Pr) 2 /. ze a 
Durch Substitution dieses Ausdrucks in No. (8) ergiebt sich 
@ 1 © © \ 5 

cos Pu ou. ef, cos Budu f ze tun) Ir 
0 +u 0 
= = ek cos Bu.x.e-! .e Wr duo. 


Kehren wir die Reihenfolge der Integrationen um, indem wir erst 
nach # und dann nach x integriren, so ist 


es 2) An 

cos Budu N k 

Sa [Seeuuf outueoe tn 
Pa ale uk 0 ö 


Hier lässt sich der Werth des nach genommenen IatCBEleS mit 
Hülfe der bekannten Formel 


© Vr a 
JS. cos Pu A du= — og 
0 


leicht angeben, indem man x für y Rd Es wird so 


2 cosfuu „fr un, 
Fa Be) 1:7? am 
L RER IR xe ORTE (£ 
ıp® a | 
Vf PIE: (rrt,z)0r, 
(0) 





d. i. nach Formel (7) für a=«, = 5: 


Eos Bud m a 1“ 
fi a ae 35 ß, (9) 


Durch partielle Differenziation dieser Gleichung nach ß ergiebt 
sich noch 


383 


? usin Pudu m 
ne 2 117 Ba (10) 


und diess sind die beiden Formeln, welche so oft in der Theorie 
der bestimmten Integrale gebraucht werden. 





XULIV. 


Quid in Analysi Mathematica valeant 
signa illa x”, Log), Sina, Cosı, 
Arcsin x, Arccos x, disquisitio. 


Auctore Dr. E. @. Björling, 
ad Acad. Upsal. Docens Math., ad Gymn. Aros. Lector Math. design. 


(EZ Aclis Acad, Scient. Stockholm. anno 1845.) 


Illustr. Cauchy signorum, de quibus heic quaeritur, pleraque 
certis dumtaxat ipsarum x et y et „Baseos‘ 5 valoribus ex Ana- 
lysı esse tollenda statuit, nempe 


signum 2”, quoties pars realis ipsius x negativa sit, nisi eodem 
tempore y realis et quidem valore numerico integro 
fuerit aut =0; 


sign. Log:(2), non solum 1°) quoties pars realis ipsius © ne- 
gativa sit, sed etiam 2°) quantitate x quälibet, dum 
pars realis Baseos 5b negativa est; 
atque signa 


resin.c \ } AT Deka 
ne » quoties © realis numerice >] fuerit. 
Signi illius x4 damnandi caussa duplex haec edita est *). Om- 


*) Gauchy, Anal. Algebr, nec non Exerc, de Mathem, T.I. (1826) 
pag, 2. — Quo licet in loco utrogne realis tantummodo considerata sit %, 
per se tamen plane apparet signo 24, dum Y realis est, damnato abrogatum 
hoc yuoque esse signum pro % imaginariä: — id quod praeterea ex eo con- 
stat, quod Cauchy, ubi in „Leg. du Calec. Differ. (Leg. XL)“ signum 
hoe 29 pro y imaginariä definitum sistit, solas eas 7, quibus positiva 
cedat pars realis, commemorat. 
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nium scilicet, quas complectitur universale illud signum ((2))%, quan- 


titatum nulla — dum pars realis ipsius © negativa est, nec simul % 
quantitas realis numerice integra aut 0 — digna quae peculiari quo- 


dam signo !distinguatur.‚visa est... Nec id solum; sed si forte ad- 
missum foret hoc signum, etiamsi pars ‚realis ipsius © negativa 
esset, et quidem ita ut significationem illius pro hoc casu ex de- 
finitione ipsius ((2))y aequali modo ac significationem ejusdem pro 
parte reali x positivä dedueci placuisset; non posset fieri quin an- 
cipitis huic signo 24 in casu, cujus heic mentio est, adsignati sensüs 
rei merito judicarentur G@eometrae. 


Tum signi /(z) ideoque ipsius etiam Logz(x) — dum pars realis 
ipsius x negativa est, etiamsi Basis Ö realis ac positiva fuerit — dam- 
nandi caussa duplex fuit eadem; quam-modo eitavimus *). Quibus 
autem adductus rationibus princeps ille Geometer signum hoc 
Log:(&) — quaequae sit x quantitas, dum pars realis Baseos 
b negativa: est — interdixerit Analysi, id quidem in opere prae- 
claro „Lecons du Cale. Differentiel“ (Lec. XI.) fuit explica- 
tum. In eo scilicet, ‘ut plane appäret, positae sunt 'hae rationes, 
quod jam antea signum 6 pro negativä ipsius Ö parte reali fuerat 
abrogatum. DEHSD « ie Du E58 | 


Quae tandem -fuerit Cauchy perillö-caussa .signorum Aresin x 
et Arccos.z (x reali numerice > 1) exeludendorum, his fere verbis 
obiter eexplieari'licet. -»Postquam in: '„Lec. du Cale. Differ. “ 
(Lec. Xl.) ambo, quae in signis Aresin ((x)) et Arccos((z)) com- 
prehenduntur, quantitatum agmina exhibuerat Auctor, deinde osten- 
dit agminibus hisce — dum imaginaria est =«+ßV —I (a et ß 
realibus, ß haud =0) — suam utrique inesse quantitatem praeci- 
pue notandam et quidem ita comparatam, ut, si ponatur z realis 
(0): et numericei Z1;' in Icon © 

| a Arccos« 
tatibus praeeipue notandis signa Arcsinz et Arccosz addicenda 
esse censet. Quo pacto comparatis aequationibus 


abeat: His demum 'quanti- 


Aresinz = PLHOV—I | LE \s E { y 
prout ß positiva est autnegativa quantitas, 
Arccosz = +, V —1 


58, 9, ‚certas denot. quantitates reales], 


Cauchy admonet, si in eis ponatur P—=0 (ideoque x realis —e), 
fieri ut D et DO, in O abeant atque P et %, in Arcsin« et Arc- 


cosc, quotiesa numer. <1 sit, at vero dum «& numerice 


>1 ponitur, fieri ut expressionum D et Q, suus cuique cedat 
valor quidam' haud =0: — quo ex eventu fatali sufficientem sibi 
datam esse censet rationem excludendorum im hoc casu ex Ana- 
lysi signorum Aresinxz et Arccosx. Seilicet in hoc casu (P=0, « 
numer. > 1) „Fexpression +-QD,“ ait, „admettantnon plus 
une seule valeur, mais deux valeurs egales et de si- 
gnescontraires, lesecond membre“ (aequationum, de quibus 





*) Vid. locum modo cit. operis Exerc, de mathem. 
% . 
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heie quaeritur, utriusque) „cesse d’etre completement deter- 
mine: On.deit.done alors s’abstenir HB planer la.no- 
tation,Aresin ©“ (pag.' 126.,Lec.'sur le Gale. differ.), et 
„larnotation.Arccos 2“ (pag. 128. ibid.)..*).\ 





Verumeninivero quis est qui non videat, quanti sit diserimi- 
nis ex Analysi vel unicum, nisi aliter fieri nequit, ‚tollere signum! 
erte nobis quidem hac ipsä circumspectione conımotis in mentem 
venit, ut rem datä occasıone diligentiori cuidam examini subjice- 
remus. Quo facto ut primum nobis fuerat exploratum interdic- 
tis, quorum supra mentionem fecimus, haudquaquam 
opus esse Analysi, id nobis curae habuimus, ut rem omnibus 
liberatam dubiis exposituri essemus. ° Quem tamen in finem, non 
omnino potuimus, quin ad ipsa principia doctrinae quantitatum Ima- 
sinariarum regressuri essemus, lacunas expleturi nonnullas et quae 
hisce principiis hucusque indefinita'quodammodo relicta erant, eadem- 
que profecto haud minimi momenti **), perfecte determinaturi. 
Unde factum est, ut, quae in manibus est, „disquisitioni proposi- 
tum. fuerit .principia: doetrinae Quantitatum Matheseos 
Analyticae (realium aeque ac imaginariarum) apto re- 
rum ordimeset:quidem adeo certe ut, quid in genere va- 
leant,signa illa in titulo conseripta, perfecte constat, 
breviter exponere. | | | 


Quae cum ita sint, ante omnia juvat referre neutiquam nobis 
in mentem venisse, ut postquam ea, quae a Cauchy inde tanto 
cum studio artificioque singulari exstructa fuerint, demoliti fuisse- 
mus, nos quidem fundamento cuipiam novo novum  superstruere 
aedifictum conäturi essemus. E contrario id nobis habemus pro- 
positum, ut incolumi quod disposuit Cauchy aedificio adponamus 
pro virium modulo novi aliquantulum fundamenti, cui postea super- 
struatur (si fors ita ferat) alia quaedam domus priori ab latere ad- 
jungenda, — vel potius omissis ambagibus: Salvis usque definitio- 
nibus Cauchyanıs signorum, de quibus agitur, ubicumque iis uti 
per illustr. Cauchy hucusque lieitum fuerit, nos postquam ratio- 
nibus rite subductis invenimus nihil omnino impedire, quominus 
caeteris etiam in casibus conservata haec signa ad usum Analy- 
seos insignem vertantur, id nobis hoc tempore injunximus nego- 
tium ut, quibus haec signa his ipsis in casibus jure vindicentur 
quantitatibus, breviter (quoad fieri poterit) ac perspicue exponatur. 


— — 


*) Admonere heic juvat, Illustr, Gauchy, quamquam hoc loco signa 
illa Arcsin 2 et Arccos7 abrogauda esse censet, antea tamen alio quodam loco 
(Anal. Algebr. pag. 326. et 327.) eadem haec signa et quidem eo ipso in 
casıu, cujus supra mentionem fecimus, Analysi concessisse adhibenda. Verum- 
tamen significalionem, quä praedita Iunc stiterat hacc signa, male sibi con- 
stare haud latet. Forsitan haec ipsa est incuria, cui debeatur quod postea 
promulgavit magnus ille Geometra interdietum: — cujus praelerca (ut infra 
patebit) in lacunä quadam argumentationis residet culpa. 

**) Etenim fieri non potest, quin his ipsis lacunis rationibusque sibi 
haud perfecte constantibus tribuenda sit culpa eorum, quae supra commemo- 
ravimus, interdictorum. 
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' Cui licet expositioni haud omnibus opüs fuerit sigillatim per- 
ducendis, quae rem speetent, ratiociniis atque argumentis; tamen, 
ut ne abrumperetur inepte filum orationis, non potuimus quin cun- 
ctas plerisque in locis sibi proprias majoris certe mömenti formu- 
las, earumdemque licet permultas ex u illustr. Cauchy jam 
perbene notas, adponendas curaremus. raeterea vel maximi inter- 
fuit, ut cuique Sectioni, quaenam definitiones Analyseos 
legesque antepositae illi postularentur, nominatim foret 
praescriptum, eum videlicet in finem ut salvis, quae in prae- 
cedentibus Analyseos partibus statutae fuissent, nal 
bus novas heie omni absque controversiä et ambiguitate addi 
liceret. *) 


Quid in Analysi'valeant signa illa 


Tang x, Cot x, Secx, Cosec z 
Arctg.x, Arccot x, Arcsecx, Arccosee 2 | 


definire, id quidem iis, quae dissertätioni huic proposita sunt, in- 
timo sane cohaeref nexu: nec possumus quin hoc loco fateamur 
is, quae de „funetionibus hisce compositis“ tradidit 
Cauchy;'haud pauca (eademque majoris ad rem momenti) habere 
nos adjieienda; ‘sed haec tamen et alia, ne justo prolixior’ evadat 
dissertatio, in aliud tempus diflerenda censemus. 


*) Ex eo tamen (ut. facile  patet) minime. consequitur, ‚ opinari nos in 
systemate ‚Analyseos oportere ‚notiones, quae heic inferuntur, iis, quae anle- 
positae, esse postulantur, immediate succedere. Sic ex. gr. nil impedit, quo- 
minus. perfecte definiatur signum illud 29, % reali (7 reali ‚acque ac,imagi- 
nariä)., etiamsi nulla prorsus huic Sectioni praemissa foret doctrinae serierum 
infinitarum particula, — id quod reverä sie fieri posse commonstrant ($*. 1. 
et 2. Cap. I. subsequentis —; ex eo tamen minime consequitur negare nos 
ca, quae in hisce $$18., occurrunt, doctrinae illi serierum (realibus .certe ter- 
minis), Cauchy ipso: auctore (Anal. Algebr. Chap. VIIL.),. jure esse post- 
ponenda. 

„* “ 
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Ü APUT I”, 


nn 


Quid im Anälysi valeat signum 
(1) . . . . . DEE EB 2. xy, 


Quid valeat hoc signum x reali quälibet eodemque tempore % 
quantitate reali tali, cui cedat valor numericus integer aut U, nec 
non & Numerum (quantitatem positivam) denotante atque y rea- 
lem quamlibet, id cognitum heic jure postulatur. De caetero ut 
praecise definiatur locus, quo nos heic positos esse fingamus, in- 
dicare juvat in $is. 1. et 2. subsequentibus postulari: 


10) quatuor illas operationes Arithmeticas, realibus 'applicatas 
quantitatibus, una cum iis, quae ad radices Numerorum positivas 
eorumque Potentias (Exponente reali quälibet) pertineant; 


2) elementa Trigonometriae planae (vid. Cauchy, Anal. Al- 
sgebr. Not. I. pag. 425 — 435. unä cum „Preliminaires“ ibid. 
pag. 11—13.). 


Sk, 
De Quantitatibus in genere prolegomena. 


l. „Quantitas realis“ nobis erit „Numerus (quant. 
positiva) aut negativa quant. aut zero.“ — „Quantitas 
in genere“ «vel: „Quantitas Analytica“ vel etiam , verbo 
„Quantitas“ 'expressionem complectitur quamcumque formae 
a+BNV I (wet: ß realibüs); .ipsi' & 'nomen cedit „pars realis 
quantitatis“ „ß Coefficiens ipsius N —1“ 


Imaginaria vocatur quantitas, | cut Goefficiens “ipsius 4 —1 
haud 0 sit; e contrario formula unaquaeque «&+ßBV —l, cui B=0 
sit, soli « aequivalere: ideoque realis esse quantitas censetur. 


Notio illa „Modulus quantitatis“ satis cognita est. Fx 
definitione ipsa „quantitatum aequalium‘ rectä consequitur 
19) fierinon posse, quin moduli quantitatum aequalium 
aequales ipsi sint, et 20%) eam solam =0 esse quantita- 
tem, cui modulus =O cedat. Tum ex ipsa definitione notio- 
num „Summae“, „Differentiae“, „Produeti (Dignitatis)“ 
et „Quoti“ patet, quid valeat signum | 


ee N ur: zU seu(«+ßV —1), 


dım, = quantitate quälibet, yrealis est quantitas va- 
lore numerico integro (=-tm), scilicet 
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ZUZLILCL... (m factoribus), 2m = zm> 


nec non dum y=0 est (certe nisi simul z=0 fuerit) *), scilicet 
a mar 


2. Quoniam (ut satis tat) quantitatem «+ ßV —1 quam- 
libet (modulo =eg posito) formulä illä 


2) 2 222 200.0(C0s8+V —1Sin 6) 


exprimi Jicet, 6 realem denotante quantitatem, quamviseumque 
eligi placuerit ex lis, quarum Sinus et Cosinus formulis illis 


Mae A Coso=e, ’F% | ei, 
(3) . . ‘ . f . ed ; O “ ir | y # "to 
KINRL "Po eSind=P 0 bi. mo 


satisfaciant; patet hang R 

19) dum. @' pesitiva .est, licere „Argumentum“ ‚6 eoop- 
tari 1 Arctß, MEHR tunc. loco ipsius e + BNV —I substitui 
istam | | RR rl 
ae ee ae Co 1Sin?); | Ä es 


20%) dum «& ne En est, licere 9 cooptari +”, ideoque 
tune loco ipsius @&+ßY —1 substitui 


6% ) olCos(et+m) 4V — 1 Sin (7 el seu —_ 2(Cos + V- 1Sinz); 


atque 39%) dum «0 est Gdeodild quantitas ipsa ink BV ZT: 
licere loco illius ex arbitrio an vel (2’) vel (2”), eo quidem 


pacto ut litterä& illäz intelligatur + 5 priori in.casu, 'posteriori autem 
F5> prout positiva est ß aut negativa. Licebit igitur conten- 


dere ambas illas aequationes 


«+ßV —l=+o (Cost +V —1 Sin), 


(quarum illa positivis «. quibuscumque, negativis haec, valet), 


*) Quod attinet ad signum illud 0% (y datä quantitate generis enjuscum- 
que), hoc loco (ne gutta supersit dubitationis) semel ommino indicare Juva- 
bit, quoniam hoc signum in Analysi nusquam occurrit, nisi ubi limes, in 
quem convergat ZI quantitate 7 ipsä (tunc lemporis propositä) in O0 conver- 
gente, signilicetur , nosin sequentibus — ubicumque de signo ZI erit quaeslio 
(certe excepto casu illo unico y=1) — verba illa „certe nisi Z==0 fue- 
rit“ subintellecta velle: cujus praeterea reservationis memoriam quibus 
decet locis revocandam curabimus. 


\ 
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etiamsi’ «a0 fuerit, permanere legitimasieo'quidem pacto 
ut litterä illä z tunc limes ipse, in quem Aretg- valore 


ipsius & numerico indefinite decerescente convergit, 
intelligatur, quippe quoniam, tendente « in zero ex plaga posi- 


tivä, 1 ipsi sunt limites hujus Arctg (prout positiva, est ß aut 


- x . 1E_-7 ’ | 
negativa) et quidem vice versä 15 tendente & in 0 ex plaga ne- 


gativä. 


Ex 'his porro consequitur‘ - guaegtiab sint ia et ß quäntitätes 
reales (eerte nisi ambae =0) — fore ut, p. realem denotante Dr 
titatem 'valore numerico integro aut 0, semper valeat 


(4). .... 2P= (a +ßV —Dp = g2(Cosp9 + —LSinps), 3a 


6 realem denotante, a ee eligi placuerit ex iis, quarafn 
Sinus et Cosinus aequationibus (3) seu conditioni -huic N 


BR N RR e+ BV —I= g(Cos6 + V —1 Sin) 


satisfaciant; eamque ipsam ob rem contendi licere, prout « po- 
sitiva est aut negativa, valere | 


(4)... = (a + BV Dr = (+o)P (Cospr EN —1Sin pr), 
ambasque simul aequationes hasce, dum «= est, eo quidem 
pacto ut:litter& illä 7 tune limes ipse, ‚in.quem Arctg valore ip- 
sius & ec indefinite deerescente at intelligätur‘ ideo- 


que +2 5 in superiori, at, in inferior iF2 prout positiva est aut 


negativa Pf. 
$. 2. 
De Radicibus et Potentüs (Ezponente reali) quantitalis. 
eujuscumque. 


Obs. Quantitas ipen haud =0 esse supponitur. (Vid. Not. pag. 388.) 


1. Si convenit (ut reverä fert consuetudo) signo (a BV ZT my? 


breviter a)" seu We; eam intelligi formulam generalem, quae in 
se cunctas simul continet ipsius x Radices rt ordinis (r numero 


integro), 


tum signo ((z))" eam, quae in se mtam Dignitatem (m numer. 
int.) uniuscujusque harum- Radicum continet, 





et ‚sine, (&))- intelligi E } 
((&))» 
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probari licet, u breviter denotante quantitatem: realem formae + aut 


m vs . . 
Be (m et n'num. int.), semper haberi 


(6) 2.22 2 (0) = (Cos nV —ISin u) (M)*, 
# denotante (ut supra) atque eirk Di 
(eale. Ir l (1))*—=Cos?2kun + N —1Sin?kunm, 


valore ipsius %, praeterguam quod numerus erit integer aut 0, in- 
determinato relieto, sed tamen pro .certo statui licet tributis ipsi 
2% ex ordine omnibus, qui inter O et! n (inclusive). versantur, nu- 
merorum parium. valoribus (0 inclus.)' reverä ‚exinde cunctos, 
quorum capax sit membrum illud (7) posterius, comparatos esse 


1 . . . m . . w3 Lee . 2 
valores. Et quidem si fuerit te valor ipsius“w numericus, 


fractio irreductibilis (m et rn inter se primi, n>1);  cuneti'hi va- 
lores sunt numero 'n, eodemque in casu | 


9.2... REM)? 


Ne ipsä quidem positione singulari  valoris_ ipsius « numerici 
integri aequationes istae (6) et (7) irritae evadunt; praeterea in 
hoc casu, ut.ex aequat. (4) patet, ((z))“ in ipsam =“ abit. Tan- 
demque si convenit signo ((z))? — (cui equidem signo in Analysi 
»ullus,hucusque fuit sensus tributus) — eam intelligi formulam, in 
quam membrum (6) posterius posito u—0 abit, ideoque ((z))'=1 
= x; 'exinde jam nobis venia consequitur: statuendi vefas perma- 
nere aequationes illas (6) et (7), quaeguae sit u quantitas 
realis ac rationalis. Bi ER REN | 

"Quod ad singularem illam positionem == —-1 ättinet, hieitum 

est unä cum eä, quam dat aequatio (6), > 


(N... .(-D)k= (Cos un +V —1Sin ur)(())%, 
hanc:usitare aequationem ı | 
(9)... (-D)® = Cos 2k+1)unEV —ISin (2% + Dur 


ex eäque cunctos (numero 2, ubiplurimum) elicere valores tribuendo 
‚successive ipsi.(24+1).omnes, . qui inter ().et. n (inclusive) versan- 
tur, ,numerorum. imparium; valores.; Et.‚quidem si, fuerit F (valor 
ipsius w'numericus) fractio irreductibilis, cuncti hi %'valores diversi 
sunt eodemque in casu Ä | 


‚m 
n 


(0 a Ve PET (G a 11.) 


Dato jam unicuique earum, ‘quae in signo ((©))“ — „Expo- 
nente“ u reali ac rationali — comprehenduntur, 'quantitatum no- 
mine „w-Potentiae ipsius =“, ex aequat. (6) lex habetur 
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notabilis ista: Cunctas si vis comparare quantitatis cujuss 
dam a-potentias, suffieiet-ut earum uniea quaelibet in 
u-potentias unitatis ex ordine omnes) multiplicetur, 
seu (ut.eam aliter pronuntiari lieet): Unica #-potentiarum quan- 
titatis 2 quälibet per ((1))“ multiplicatä, quid valeat generale illud 
signum ((2))“ habebis. *) 


2. In aequatione generali (6), uti supra est monitum, 6 quam- 
libet assumi licet quantitatum realium , "quarum Sin. et Cos..tegi. (5) 
satisfaciunt. Eorum tamen, quae sequuntur, vel maximi interest 
ut jam,ad formam, quae aequationishuie (6) illato ibi 7 (i. €. Ärctg S 
contingat, probe attendatur. he (anne 


Dum « positiva est, quoniam tune 6 cooptari licet r ipsum 
($. 1.), aequationi (6) inde forma contingit ista 


(6) 0 (a) —or(Coswr+ N —1Sinur)((h)e 
— ((g))* (Cosur +Y —1Sinur); 
dum vero « negativa est, quoniam tune 6 cooptari licet + IC, 
(()*— or [Cosu (+) +V —ISinutet JA)“. 
—g%(Cos ur+Y —1Sinur)(—))® 
= ((—9))* (Cosur + V —18Sinur); 





*) Binae quaelibet w-potentiarum ipsius Z ex memhro (6) posteriori seu 
ex formula 


gu (Cos «o-+N —T Sin a6) [Cos kun VI Sinakur] , , 


comparautur , aptum si tribueris ipsi % valorem singularem. : Sit, 4’ -talisi(quem 
placnerit potissimum). Contendo jam fore ut una vel altera formularum |, 


ol (Cos us-+V —1 Sin u6) [Cos2k’ un N —1 Sin 2k un], 


per ((1))“ multiplicata, prodactura sit ((7))“. Id quod reverä patet ex eo, 
quod loco ntriusque ambarum harum 


a4 (Cos uö-+Y —1 Sin 40) [Cos2k’ un N —1 Sin 2%’ un] ((I))« 
seu (quod idem walet) harum » | 
og“ [Cos u(6+2kn) + NV —1 Sin u(6 4+2%7)] ((1))%, 
scil. ipsä 2Ar eodem signo utrobique affectä, substitui licet 
ou (Cos ua+V —1 Sin us)((1))%; 
N 7 
quippe quoniam littera 6 (uti supra est monitum) designatum volumus arcum 


quem potissimunmi placuerit eligi ex iis, quorum!' Sin,-et:Cos, ipsi'((5) 
satisfaciunt. 1193 b 3, 1 
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atque dum «= est,  quoniam tune 9. cooptari licet' ex ‘ärbitrio 
vel'r velos+ (eo uidem pacto, quod in $. 1. erat; commemora- 
tum), una 'harum (6’) et (6”) valet aeque ac altera, eo quidem pacto 


ut,litterä x tunc limes ipse,, in, quem Arctg - — yalore ipsius & nu- 
merico indefinite decrescente convergit, intlligatur, — h. e. +5 


in aequat. @, at F5 in (6°), prout positiva it aut negativa ß. 


Cunctos si quis allerte elicere valores diversos, quorum capax 
sit membrum aequat. (6') et (6”) il sufficiet (uti See 
est monitum) ut ipsi 2% in 


(ya, > (= 008 2%umV —1 Sin Yu 


successive omnium, qui inter 0 et denominatorem valoris u numerici 
(inclus.) versantur, numerorum parium ı valores  tribuantur, atque 


ipsi 2-1 in 
(9) ....(-D)"=Cos (2% + DumtV- F Sin (2k41)um _ 


success. omnium, qui eosdem intra limites Aersantun numerorum 
imparium valores tribuantur. | 


3. De Potentiis Prineipalibus. Ex u- potentiis quanti- 
tatis x unam prae caeteris et quidem notä illä_(2)“ seu x“ insigniri 
Juvabit. Cuinam potissimum tribuatur hoc signum, decreturos nos 
omnium primo meminisse oportet, quisnam illi sensus in singula- 
ibn partium Analyseos praecedentium casibus jam fuerit tributus, 
scilicet 


1%) z Numerum denotante, signum x“ illi ipsi, Numero, qui 
w- potentiam hujus x conficit, fuit reservatum; 


20) x quantitate quälibet, dum ipsi  valor contigit numericus 
integer aut 0, signo x“ 


si fuerit « positiva, reseryata erat aequatio 
dl) 22%. zu = ol (Cosur+V —1Sin ur), 
sin vero «a negativa, aequatio 
(la EEE ei) IN Snake] 
—= oe" (Cos ur + —I Sin uz) ar I» 
— = (—g)"(Cos ur} vi —1Sinur), 
scilicet 
u Cos ut vı Din ir 


atque, si 0 fuerit, una harum aeque ac, altera aequatio, (eo, 
quod supra dicebatur, pacto), seu breviter 1 
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19) 2... (N De (vBYCos EV Sin), 


2 Par 
prout positiva erat ß aut negativa. 


Quorum eum ea, quae ad quantitatem x parte reali 
haud negativä instruetam attınent, in lege isthae 


12) . 2... zu = gu(Cosur +V —1Sinur), 


scilicet r — dum «=0 est — denotänte +5 ‚ prout ß positiva est 


aut negativa, continentur; jam patet omnino, quo concilietur defi- 
nitio signi x“ (dum pars realis ipsius © haud negativa 
est), pro « reali quälibet eädemque rationali, in ipsä (12) adqui- 
escere jure optimo licere. 1 


Quod ad x parte reali negativä instruetam attinet, 
quoniam in hoe casu praeter (11’) nullä adstriceti sumus lege prae- 
cedente, patet, quo conceilietur huic casui definitio signi z4 gene- 
ralis, licere in ipsä hac (11’) adquiescere. 


Quae jam definitae sunt ambae x“, ut:exmembro aequationum 
(6’) et (67) secundo constat, eae sunt w-potentiae ipsius :c, quae 
Ke k=0 in expressione (7): ipsius ((1))“ generali debentur. 
ae ipsäe sunt, quarum ufrique nomen „w*potentia ipsius X 
prineipalis“ seu „valor ipsius ((z))“ principalis“ — (al- 
tera.nempe, dum «& haud negativa est, altera dum « positiva) — 
usque erit reservatum. Itaque, u quälibet reali ac rationali, habentur 
1, 

13 . . ‘ Fe 

(19) (—)e—=Cosur +Y —1Sinur; 


atque in genere, prout @ haud negativa est aut an 
as) 2. au (Ho) (Cosur + V 4 Sin ur), 

scilicet‘ | 
AB) u. Er (DR gr (Cosur4+V —ISinum), 

eo quidem pacto ut, dum «= est, litterä illä.r tune limes ipse, 


in quem Arctg valore ipsius & numerico indefinite .decr escente con- 


vergit, intelligatur (i. e. +5, prout ß positiva est aut negativa), 


verbo-igitur 
(6) 2... EVD PICS EV —-ISin Z), 


prout positiva est aut negativa P. | 


Observ. Dolendum:sane,esse videtur quod de x“ heie,' ubi 
de u reali ac rationali quäcumque ageretur, non idem plane, ar 


Theil IX. 26 
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I) 
ubi antea de.« numerice integrä (0 inclusive) illata erat mentio, 
lieuerit contendi: valere (inguam) ambas illas (14), prout «@ posi- 
tiva fuerit auf negativa, atque pro @=0 unam aequeacal- 
teram eo, quod supra dicebatur, paecto ut litterä r .in.hoc casu 


limes intelligeretur ipse, in quem Arctg Fi valore ipsius & numerico 


IT . . . [7 
indefinite deerescente eonvergat, h. e. +5 in superiori (14) at vice 


A — IT . . . . .,* ® . 
versä 75 in inferiori, prout positiva fuerit aut negativa ß. Quam 
scilicet si temere pronuntiavissemus assertionem, id jure (dum ß 
negativa est) nobis vitio esset vertendum, quod uno signo eodem- 
duo (BV —I)4 duabus — certe nisi u forte integra numerice aut 0 
uisset — disparibus hisce Ä 


Be (Cost N I SinE) 
et 


AV BYu(Cos "5 + V ZISint) 
I. & (URI(Cos 4 —1Sin 6) 


tributo confusionem nos Sane graviorem Analysi induxissemus. 
Quid autem? Quandoquidem, ut ex verbis novissimis plane 
apparet, quantitatum illarum x“ seu («+ PY —1)“ suum utraque in 
limitem convergit, decrescente valore ipsius «& numerico indefinite, 
certe dum P negativa est nec w valore numerico integro aut 0; 
nonne rei melius fuisset consultum, si, quemadmodum de signo 
03 in niota pag.388.; sie quoque de signo ipso (BY —1)“ statuisse- 
mus fore (inguam) ut in Analysi nusquam adhiberetur hoc signum, 
nisi quo limes umquam significaretur ipse, in quem imaginaria'ea, 
cujus tune mentio sit, quantitas x“ parte suä reali in O decres- 
cente indefinite convergat? (quo ex statuto id nobis praeterea 
commodi esset profectum, ut in sequentibus nullä opus foret signi 
(BY —1)“ mentione speciali). Verumenimvero tali quodam decreto 
Analysi vel pessime fore consultum, ex eo solo patet, quod in 
Analysi saepeiilimero fit ut haec formula BY —1. separatam 'deno- 
tat suique quasi juris quantitatem, (ideoque non tunc temporis limi- 
tem modo, in quem unum vel alterum genus quantitatum «&+ßV —1, 
valore numerico ipsius « indefinite decrescente, convergat): ex. quo 
consequitur Analyseos non minoris interesse, ut notio illa „po- 


tentia ipsius ßVY —1 principalis“ [seu quid valeat signum 

(8N —TD)a] definiatur, quam ut certa sit stabilisque vis signi ipsius 

(«+BV —)%, sive positiva sit sive negativa quantitas «. | 
Quum jam‘in eo eramus heic supra, ut definiretur hoc signum 


(BV —1)* -— [vid. aequationem (16)] —; null& ex antecedentibus 
praeter aequationem (11”); 'eandemque non'nisi de u numerice in- 
tegra: aut 0 constitutam, (adstricti ‘eramus lege praecedente Re 
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igitur ipsä id solum nobis fish relictum negotium videbatur, ut 
legem anc (117) u quälibet reali ac rationali ratam esse defer- 
remus, praesertim quum |tali ex edito id 'insuper commodi redun- 
NIE ut Ba ot illartıt 2 altera certe, scilicet | 


(+ Bv— en (Cos br va Sin weyp: } 


legitima Betas non solum ish e positivä ä ar pro'« uud nega- 
tiva reddita sit. 


(De hac re Ba in’ BE ER ENEN Dißßerkkiknik,jr 


Ex aequationibus (6’) et td), © cum aM collatis perspieitur omni 
in casu haberi 


a7) 2 un ER er (IR, 


id quod praeterea jam cognitum erat ex ea, une in fine art. 1. 
praeced. exposita ‘fuerat; lege. 
Et quidem ex (14) patet haberi, dum « aaeh est, semper 


(18) ea». 2 re = (— 2) (1), 


nee tanıen semper, lum & haud negativä lest. 


Nota. | 
Eo in casu, quo sit „ Exponens“ illa u fractio, cui cedat Nume- 


1 : ERTL RTE | 
rator unitas (Eee n num.int.), potentiae illi prineipali =r hoc Be 
n 


Er; signum Yx nomenque „Radix ex quantitate x nü gra- 
üs principalis“ reservata erunt. 


Nosmet hoc modo definitä significatione. notulae VE, scilicet 


B; L 
u an, r 


ea, quae de hac notulä in nartilue' Analyseos praecedentibus (scil. 
dum x, Numerus, est nec non, -;l) statuta sunt, neutiquam, laedere 
patet ex aequat. (14) et (15). Radix ex Numero quodam prin- 
cipalis (ut apparet) ipsa est ea, cui nomen in Elementis cessit 
DRedk numeri positiva. ee 


4. Quibus peräctis jam constat, did in Analysi valeat signum 
r y zu, | 


certe dum, x quantitate quälibet, uw realis est atque rationalis. 
Irrationali « nullus omnino in praecedentibus, excepto casu illo 
singulari Bd et « positivä, tributus fuit sensus. “Licet 'igitur 
abhine, omni absque praecedentiüm noxä, sisnum illud &% in hoc 
etiam casu (u irrationali) membro. secundo aequationum (1l),et (11), — 
seu ipsius (14) — aequivalens statuere, quippe quoniam ‘hoc ad- 
misso ädequat, ipsa.(l1) identica, dum 8=0 ponitur, evadit. ‚Quo 
facto jam, quid valeat signum 
IR: 


N 
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(byiimdobir. mio au anumanlanı 2; 


quaequaeısit yquantitas realis, perfecteiest.determi- 
natum. > . (auloo | ji 
Monere juvat hoc loco nihil sane impedire, quominus aequatio 
illa (6) ideoque etiam aequ. (6). et (6”) hoc _etiam: in casu (w irra- 
tionali) ratae sistantur, quippe quoniam tali u quantitate signo illi 
((z))“ in Analysi nondum 'tributus fuit sensüus. r 
Omnibus jam eis, quae de Potentiis quantitatum  hucusque 
statuta fuerunt, prineipiis in unum collatis memorabile hoe compa- 


ratur | 
Theorema. 


Siquidem, z=a+ßV —1 quantitate quälibet (certe 
haud =0), « et P realibus, | 


p realis sit numerice integra auft-0y,> I 
u realis quaelibet, a, 
oe modulus =Y a2+Bß2, 


6 realis, quam potissimum’placuerit. eligi ex 
Si 


1is, quarum Sin, etCos. aequationi (d) satis 


faciunt, 
‚ba. = Arcig hs ! 
sem per obtineti illios | 
BD un. a inttPuseu (e[Cos6 #V —1Sin6])r 
|  —=er (Cosp6 + V —1Sin po), 
MD) . . . (a))“ seu ((e[Cos#-+V —1I Sin H]))“ 


. ot (Cos ua 4+V —1Sin u6) (A))“ 

f — (ee (Cospe + N —TSinuo); 0.0 um. 
nee non semper, prout « positiva est aut’ negäfiva, BR 
| (I) N BR ig ar— (4 o[Cosr-+V —ISin r])r | 
| = (+ o)P (Cospr + VW —1Sinpr), 

(WW)... ("= (&e[Cosr+V ZISinr]))“ 
— (4 9))* (Cos ar+ V,—1Sin ur) , 
et er dum a0 est, superiori aeque ac RB 
uti licet signo,,eo quidem pacto ut litterä r tunc limes 


ger 


intelligatur ipse, in quem Arctg * valore’ipsius « nu- 


ee ER Hi I 7 . . i ER TT j 
merico deerescenteindefinite convergat, h. e. +5; dum 
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superiori uteris signo, at +5 dum/infetiori, prout posi- 
tivaest aubnegativa ß;.0 
tum semper aequatio obtinet 
Peer. ,. ZB=iE olCose+V I Sin r])“ 
— (+ 0)“ (Cos ur + Y —1Sin ur), 


eä quidem subjectä conditione ut superioriutaris signo, 
dum « positiva est aut zero ‘(quo.in casu novissimo lit- 


terä illä  limites +5 prout ß positiva est.aut nega- 
tiva, intelligantur), inferiori autem dum negativa este; 
seilicet | 

iinilas ala): (= ,e* (A), 

VD... EM = VM=erl De, 

(VID)  (- 0)%= 0% (— )e= g% (Cos un 4-1 Sin u) ; 


porro 


AX) . 22222 (@emrull))e: 


adeo ut, cunctas si vis obtinere quantitatis cujusdam 
u-potentias, sufficiat ut prineipalem illius w-potentiam 
per omnes ex ordine w-potentias unitatis multiplices; 
denique, dum «a. negativa est, 


DE Zn an SHIT, 
De caetero meminisse juvabit, non solum esse 

XD) . ... (W)e—=Cos2kun + V —1Sin2kun, 

(&XU) (— De —=(— De (Ayje=(Cos un +V —1Sin ur)(())“, 

(XI)... —Cos 2%+1)ur+V —1Sin 2k+1)un, 
in quibus % (indeterm.) breviter „numerum int. aut 0“ 
denotat; I :eildinsionpraini air | ine kon 
sed etiam fore ut, dum:u rationalis est quantitas 
= + aut ee (m et n numeri int.), pro certo statui liceat 
tributis ipsi 2%&in (XD), successive omnibus, qui inter, 
'etn (inclusive) :versantur, numerorum parium (Oin- 
elus.) atque ipsi 2+1 in (XIV) successive omnibus, 
qureosdem inter limites versantur,' numerorum impa- 
rium valoribus"rever& cunctos' (et quidem' numero'n) 


ubi plurimos), quorum capaces sunt ((l))* et ((— D)*, va- 
lores ex membr. poster. (XI) et (XIV) esse comparatos; 


398 


tandemgque, abi fueritı— fraetio irreduetibilis (m et'n 


inter se Ye n>1), ceunctos:hos; utriusque ((1))* et 
(— 1)" valores ipso esse numero.z, eodeinque in casu 


XI) . 2. Pl: 
KV)... 2 Dr mr. 


08 ES Hy] air im.“ | \z 


De Radieibus quantitatum realium. 'Theoremati eon- 
venienter praecedenti totidem sunt quantitatis cujuseumque 
(realis aeque ac imaginariae) nü ordinis Radices, quot contineat 
„Index“ (numerus ordinis n) unitates; praeterea aequatio illa 
(IX) indicat, cunctas si placeat »ti ordinis radices quantitatis com- 
parare, suflicere ut radix \ipsa -principalis (ejusdem ordinis) per 
omnes successive unitatis radiees ni ordinis multiplicetur. Itaque, 
dum A Numerum quemdam denotat, habentur | 


, 


WA=(O". VA 


et 
n L 
| | W-A=W),;V- 4; 
id -quod: Jam insuper (VI) et (VID) indicabant. 


n n 
Sin vero placet ambas hasce W+A ipsä V A (h. e. radiee prin- 
cipali ex valore numerico quantitatis 4A seu, quam vocant, 
Arithmeticä ipsius A radice vel potius eo ipso Numero, 
qui radicem nt ordinis ex A conficit), expressas habere ; aequatio- 
nes illae (VI) et (VID) suppeditant 


'n a 1 n | 
‚WA=( mM)" v4 
ER RL He, yet 


PAS) ujp NOT 
NW Al VE 


quas equidem his fere verbis interpretari licet: Cunctas si placeat 
comparare nü ord. radices ex quantitate reali, sufficit ut Arithme- 
tica nti ord. radix ex valore quantitätis numerico per omnes Suc- 
cessive ejusdem \ordinis radices ex unitate positivä aut ‚negativä, 
prout quantitas ipsa proposita positiva est aut negativa, multiplice- 
tur. ° Praeterea hae ipsae, sunt aequätiones novissimae, ex quibus 
rectä consequitur lex illa notissima, in ompibus inguam'ruü ord. radi- 


Far ER ET n j n 
eibus ‚ex .numero:A: unicam Y 4, dum n impar est, at duas +yY 4 
n..pari, esse reales: ex negativä.autem quantitate, (— A) uni; 


Se MfS: n impar est, at.» pari ne unam quidem, esse 
tealem.. HT .. 
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Pr nn; n 
Nota. Probe est notandum numquam fierrut V—I=—N-.A 
sit (dum n>1): illa, utpote quae, principalem ipsius — 4, conficit 
radicem, semper imaginaria est quantitas, scilicet 


YV- A=yAay 1=V 400 4 Sn): 


haec autem _semper realis. *) 





_—_ 


°) Fieri quidem potest ut graviter ferenda, primo saltem intuitu, videa- 
tur licentia realem, dum exsistit, quantitatis negativae radicem denomihatione 


n 

„radieis principalis“ signoque X simpliei fraudandi: seu (quo uno 
omnia complectamur verbo) temere forsan videbitur ac praepropere actum, 
quod in z-potentiis quantitatis Z (parte reali negativä) non ea potissimum 
ornata fuerit denominatione „priucipalis‘ signoque illo 24, ca (inguam) 
1 i ER 

—, n impari (scil. 72 

2 n ‚ae Ä 

pari nulla earum, quae in W-—A continentur, realis est). Verumtamen ex 
eo, quod #-potentiae ipsius 7 (parte reali negativä) omnes datae sunt formulä 


quae realis ipsa evadit, dum 2 realis est et # formä 


((E))"— ot (Cosur+ Y—1 Bin ur)[Cos(@k-+1)ur + N —1 Sin (2%+1)ur], 


patet quod diximus offendiculum aliter evitari non posse‘, nisi TU cooptaretur 
ea, eujus (24%-+-1)# iutegro sit valore unmerico — dum ita fieri poterit. 
Quod vero 2%-+1 talis nunquam exsistit, nisi forte fuerit u rationalis 
ac valore numerico fraclionis cui cedat imparis numeri denominator, pro- 
pterea patet omnino arbitrio nihil aliud esse relictum, yuam ul vel signo ZW 
complures et quidem aliae aliis #-valoribus propriae subjieiantur notiones — 
(id quod reverä si foret admissum, periculum est ne ex hoc ipso in Gan- 
chyanum illud induceremur consilium signi hujus Z4, parte reali ipsins 2 
negativä, ex Analysi prorsus tollendi) — vel etiam eä, yuam ros supra in- 
ivimus, ralione (quamvis primo forsan conspeelu speciem quamdam prae' se 
ferat offensionis) definiatur hoc signum. Utrum eligatur potissimum, id fa- 
cile constat ratione habitä emolumenti, quod Analysi contingat ex definitione 
ita comparatä, ut in omnem «# quadret (realem immo non minus ae imagiva- 
riam). Nec id solum; alia est quaedam insuper, eademque ad hunc usque 
diem (quod jure licet mirari) neglecta, gravissimi sane .ad rem dirimendam 
momenti ratio ea, quam indicant leges illae in num. 20). 30) et 4°) gi.5. 
relatae: quippe quibus inopinatum fere arctissimumque, quo inter se cohae- 
rent vinculo societatlis ambo quantitatum genera ea, quae nos heic signis 


illis zu (quia immo zutrV —ı) et 72 — negativa sit Z quä partem realen 
nec ne — intelligenda statuimus, est indicatum. Quä demum, perspectä socie- 
tate primo quidem patet,. quemadmodum in quantitatibus signo Z((7)) com- 
prehensis nullam omnino signo ZZ notandam realem (dum Z negalivä est 
parte reali) deprehendi lieebit, sie quoque,, dum in eo res agitur ut ex 
agmine quantitatum ((7))“ eligatur 24, id sane levioris esse momenti quod 
forte inter ((Z))“ illas quacpiam exsistat, cui pro #-valore quodam speciali 
forma cedat realis; tum vero deinceps haud praeterit, si ratione illä forsi- 
tan praeoptatä determinaretur 24 (pro 2 quä partem realem negativä), pro- 
fecto fore ut incassum abiret quod modo diximus vinculum socielatis una: 
cum omnibus, quae ex mir& hac conjunctione pendent, legibus Aualysi vere 
salutaribus, 


% 


n 
Praeterea jure licet contendere jam signo ipso —Y A effectum esse, ut reali 


illi 2ti ordinis radici ex (—A) satis contigerit remunerationis, 
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5. Idiomata potentiarum principalium praecipua. 
Ex aequatione (I) theorematis praecedentis reetä consequitur fore 
ut, cujusvis sint generis quantitates x, &, 22,....2n, si modo 
reales fuerint ac numerice integrae auf 0 istae p, Pı> 
P2>---Pn, ratae sint quae sequuntur leges (quarum praeterea auc- 
toritas, dum &, 2,5... £n Numeros denotant,; ex Elementis jam 
cognita est): 


cPı 
xp 





ar. aPı. aD: .... Pan aPtPıtre+- +p,, nec non er, 


(zP)PıZirpR: 
ideoque ‚etiam —(zPı)P, 


XP 7 p 
or .ZP . VgP... In = (2X %g-.+.Cn)P atque xy pre z 5 


Sin vero reales equidem at ceteroquin indetermi- 
natae relictae supponantur Exponentes u, u, %,...45 non nisi 
1 2 n 


certis subjeetis conditionibus leges valent eaedem (quamvis sic 
quoque in genere iis ufi liceat, ut safis constat, dum Numeri 
sunt T, EUREN 


N 


1%) Haec tamen aequatio 


u - 
ar ut+ut+ut...t 
(19) re au er. de ar * 


numquam non valet, ideoque non minus aequatio 


x MM 
(20) v . . . . 0 . a 


atque in specie haecce 
1 Ä 
(MY: en serrasr, eo ie Win n Mn Epe ETF 


Demonstr. Nam, parte reali ipsius x haud negativä, aequatio 


(V) dat 


u 
utut:... Hu 
zu... ag n 


Cos(etuttWrHV —1Sin@@+u4.-ter} 


utut.... tu 
ur Pr 1 n. 


Et quidem, negativä ipsius z parte reali, aequ. (V) cum (VII) 
conjuncta dat Su 
MW et 
Kur awere; 
PTRTAPERR Br 
ern: n.{cos(w tete +W)7 m 
ABB .- DU). 
+NV—l Sin (at kat tu)? | 
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i, e. quoniam ex 13), ut patet, (-D“ ak ie Yeie pl ıy u sah 
ud te AURT a 
er Q. E.D. 
20%) Aequatio illa 
CV en 


valet (u et u quibuscumque) certe quoties, parte reali 
Eu x haud negativä, productum illud ur limitibus 


+5 haud excedat (r Seele. uti assolet). 


Demonstr. Est enim in ee casu (parte reali x haud nega- 
tivä), secundum (V), Ee 


zu — go“ (Cosur+ N —1Sin ur), 


. . OD “+ je IT A 
nee non, quoniam heic «r limitibus illis +zhaud excederet, eädem 
ex (V) 


(2) — gu (Cosuur + N —1Sin wur) TUR, 
Q@. E..D. 


Nec minus valet,ista kin: nunsies; parte reali 
ipaimaı zınegativä, productum illu “(7 +) limitibus 


+5 haud excedat. Nam Paste Beall ® negativä ex aequ. (V) 


et (VII) habetur / 
zu — gl ICDEH, (+ ge + v4 Sin we + al 


nec. non, quoniam heic vet m) limitihus ülis + +5 5 haud excederet, 
eädem ex (V) 


(zU)"— ol [Cos uf (T u, +Y | —ı Sin watt (+m)], 


quae quidem in ‚hoc casu (negativä, ipsius x parte reali) reverä va- 
lorem conficit ipsius “4, secundum (V) et (VID. — @. E/ D." 


Quibusnam praeterea in casibus rata sit nec ne aequatio illa 
(21), u et u realibus indeterminatis relictis, id opus non heic est 


exponi: quippe quod, ubi forte sit opus, perlacili semper negotio 
licet discerni. De caetero in $. 4. sequenti (pag. 411.) universalem 
magis ac vere notandum casuum, :in quibus valeat ista aequatio, 
characterem in medio proferendum eurabimüe., ‚uadrali hot idem 
in aequationem 89 


N anehreh  ae, 
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quae quidem certe (ut,ex modo allatis patet) vim habet legitimam 
10) quoties, parte reali x haud negativä, illorum ur et 


gativä ipsius © parte reali, produetorum u(r+) et u(c+4r) 
1 
neutrum limitibus +5 excedat. | 


ur neutrum limitibus +5 excedat, atque 20) quoties, ne- 


3%) Aequatio illa 
(23) NR ne k EZ nl! — (2.2... 0m) Rn 
valet (u quälibet): certe quoties,realibus ipsarum 


2, X%y,...@n partibus haud negativis, summa illa 


02 N 0 een PR 1; 
limitibus +5 haud excedat: — ubi videlicet 


| ßı ß 


n 
sr Tn—MArete 5 
& Un 


Ke A T, = Arcig 


©’ 
atque | 
2=a4ß VT, 7 —a-+P, N —l,..en— &n4-Pn N _I 
.Demon’tr. Quod enim partes reales ommium 2, 25... &n 
haud negativae sint, ideoque (@, @1,--..0n modulos’ denotantibus) 
z—=o(Costt N —1Sin?), 21)=0, (Cos r; + N —1Sinz, )s.. ik, 
| Zn On (Cost + Y —1Sin Tn)» 
propterea secundum (V) habetur RER 
U nn (oo, 0m) Cosu(ttr, +.4m)+V LE} Sina(rtr, + i Ta)}, 
1.0, Van 
(II A 
quippe quoniam summa. illa (24) limitibus #5 haud excedere po; 
sita erat. ea | 
Q. E. D. 


| Quod ad specialem illam Dr 
i Ä . ul 


attinet, facile patet satisfactum eä esse conditioni 'heie 'suprä’ ex- 
positae, quoties, realibus ipsarum x et 2, partibus haud 
negativis, pars ipsa realis producti zz, haud negativa 
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sit. *%) — Est alius insuper easus singularis, quo valet ista (23) 
is inquam..ubi, parte reali x positiyä, 2, ipsa =—1 
fuerit: etenim tunc secundum (X) habetur 


.(23”) ) Me ED au (ED (a). 


Quibüusnam praeterea casibus rata'sit nee ne aequatio illa (23), 
indeterminatä relictä, id opus non heic est exponi: quippe quod, 
ubi forte sit opus, perfacili semper negotio licet discerni. De cae- 
tero in $.4. sequenti (pag. 412.) universalem magis ae“vero notan- 
dum easuüm, 'quibus valeat’ ista aequatio, characterem in 'medio 
proferendum curabimus. "u BITB eL f 


40) oA equatioiillia ).. or al 


REN ER RR 
Pe a hännr . Sr) IaY, 


valet (u quälibet), certe quoties haud negativae sint 
partes reales: tum utriusque = etz, tum Quoti ipsius 


N _Etenim si ita fuerit, ex (23') habetur 24 (=) ER 


BE 
„As 


Exinde consequitur, aequationem illam | 
A 3: a u HR ak dum 20)... 
eh FT que =xT* secun um x u 
valere (u quälibet), quoties haud negativa sitparsrea- 
lis ipsius ©. E contrario ista aequatio, dum negativaest 


pars realis ipsius x, neutiquam valet (nisi forte u nume- 
rice integra aut. fuerit): ‚tunc. enim habetur E 


Hr? -(- os 1)» seeund. X; 


at vero 


Er (a D#, sechnd. 8: .lı 


= I —1)7% 

( 2) > 

quoniam heic — x positivä est parte reali; et quidem inaequales 
sunt (—D)* et (— 1)", nisi forte Sinun=0 fuerit. 


»E*) Dune enim fieri nen potest ut summa7-+7;, limitibus illis En 
excedat, quippe quoniam extra hos limites nullus omnino arcus exsislit, 
cui, summae quidem duarum quarumdam 7 et 7, limitibus +5 haud exce- 


denliun, cosinus cedat haud negalivus. 
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$ 3, 104 ie Liu \ 
De signo 4, ‚4 numero, y-valore ‚quolibet. 


Observ. Postulantur abhinc ‚' praeter. ea quae in hac Disser- 
tatione jam sunt pertractata, sequentianota: 109) Doctrina logarith- 
morum ((realium) Numerorum primaque doetrinae serierum. änfini- 
tarum (terminis  realibus), principia -ea,, quae,.in, Anal. .Algebhr, 
Chap.. VI. exposuit: Cauehy,, —. ‚(ifaque, ut; paucis compleetar, 
summa ‚operis illius. ‚Anal. Algehr. Chap. I—Vl.) —adjectä func- 
tionum illarum ‚Sin x et Cos.z. evolutione seeundumtdignitates ipsius.z 
(realis) *), atque 2°) Chap. VII. $$. 1—4 **), operis ‚ejusdem ‚nee 
non ex Chap. IX. (de seriebus terminorum imaginariorum) ea, quae 
paginae 289 nominatimque his verbis „Cela pose st !on &e.“ ***) 
praecedunt. 


Quid in Analysi valeat hoc \signum: 
\ } ; 
CL) WERE 2 220 9, 


quaeque sit = .quantitas..(realis, inquam, Aut imaginaria), m odo 'sit 
y realis, ex praecedentibus jam constat. .Religuum est ut .inve- 
niatur, quisnam \huie signo in genere, i. e. talis qui Exponenti y 
auilibet =utvV —1 (w et,v realibus) quadret, potissimum tribua- 
tur sensus. Eandem heic persecuturis viam, quä in partibus Ana- 
Iyseos praecedentibus perventum fuit ad sensum, signi z3 pro y 
reali determinandum , 'nobis primo quidem injunctum, est negotium 
ut signum hoc zutV—ı, dum z Numerus est —=A, seu brevi- 
ter. signum yu.bast O.M | hun u) sıaleh 





e 


Art 
SIT B j | j | 
*) Cauchy, ut satis’constat, hanc rem’in doetfina demum suhmationis 
serierum terminis imaginariis instructarum collocavit. Quae si necessaria 
essel dilatio, ex eä,re solä& (ut facile patet) id hohis impelimenti moraeque 
foret oblatum, ut ea quae jam reliqua sunt de (9 illud in genere, 
caeteraque) definiri eorumque idiomata explicari non omnino liceret, nisi 
viam persecuturi, quam Gauchy munivit, praemissa postularemus fere Omnia, 
quae in Anal. Alg. Chap. IX. $. 2. post pag. 289., sequnntur, eamque 
ipsam ob caussam $UM, j]Jum 5. Chap. VII. ibid. — At vero quandoquidem 
functionum illarum Sinz et Cos7 (Zreali) secundum dignitates ipsius Z. ex- 
plicandarum legem facili negotio, vi quidem problematis in pag, 114. Anal. 
Algebr. propositi, sanciri licet (cui tamenxrei hoc loco tempus impendere 
satis foret ineptum); nos quidem,, hac re ipsi Chap. VI. Anal. Algebr. 
vindicatä, jam nunc morä disjectä nil impedit quominus ad signa, de quibus 


agitur [29, Log3(z), SinZ..ete.] complete definienda progrediamur. 


"**) Nos tamen ea, quae modo supra ‚in,art. 5. $i nostri 2di allata sunt, 
in locum paginarum 243—246. Si 1. Chap. VIII. substituenda esse censere, 
per se palet. 

**") Quod ad ea quae his verbis succedentia (um Zum. Chap. IX. confi- 
ciunt (summalionem, inyuam, serierum quarumdam terminis imaginariis 
instructarum), nec non (qui iis postulatur praemissus) $um 'ipsam 2um 
Chap. VIII. attinet, tantıum. abest nt praemittenda nece»se sint haec omnia iis, 
quae ad signa de quibus heic agitur definienda eorumque explicanda idiomafa 
pertineant ‚(id quod Jam modo supra monuimus), ut, potius in systemate ipso 
Analyseos postponenda esse haec omnia iis, quae opusculum hoc nostrum 
constituunt, jure esse concedendum videatur. | angst 
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MB) 22 en 


determinemus. | Quä tamen in re satis.cognitä paueis tantummodo 
heie opus est verbis. | 

Non solum 'jure lieitum) sed ex analogiä etiam praefinitum esse 
apparet, ut y-valore quolibet statuatur definitio 


1A (ul . (ylA)° 
a te 2 


ideoque in specie, e 'denöt.'Basin systematis Neperiani,. - 
BR; tr gt se; 0; Eike ih 
vi quarum, y-valore quolibet, habetur relatio | 
Be... es 
Porro, quae ex his consequitur, aequatio 
(29) nr hen ent 


nee non latior istä 


0) 2» 2.20. 8. AN... An = Artantt 
quoniam ratae sunt valoribus, ipsarum %, %ı >... 4n Quibuscumque 


(realibus .aeque ac imaginariis),. exinde rectä facillimoque, usque 
negotio, vi quidem legis illius functionum Sinz et Cosz (x reali) 
secundum disnitates ipsius. 'explicandarum, dedueitur notissima 


illa’ formae finitae relatio 
I) 2, 41. N Turm (Cosa MI Sin)ot > 
nee non latior ista a % oi 
(32) 2.2 Aut FT W(Oos[7AHN ISin A); .-, 
quä ex novissimä demum patet omnino re A aa 
valere istam I YES: A 


I) en AA A (AA An)y, 


quaequae ‚sit y quantitas ‚realis aut. imaginarias 
siasvnt :Gnsissieitsa. (&) jagi 0) Ind a9 
I imoitil sdinp Nest win: I 
Ex eo ipso quod aequatio (31), # quälibet reali, suppeditat 
eV=T — loss + N ZISine, EIOSeR: 
id effieitur, ut) loco' aequationum 'Theorematis illius in $. 2. elati, 
breviores eamque ipsam ob caussam 'usui plerumque commodiores 
substitui liceat hasce: inlilaena Doll, Zt 


406 


(4) . . .  z@P seu (oefY —ı)p &igßerdN <ı, 

(35). (a) sew(lgedV == grendy = (y 

| Ir By) El Auer 
tum, prout positiva est aut negativa &, 

34) .... artlkeerv rpm (k open N=T, 

35)... (a)u= (oe TT))u— (ip) en Rz ab 
atque, pro «—=0, superius aut inferius,ex arbitrio signum (pacto 
illo solito); porro, prout « haud negativa est aut negativa, 
potentiae principali » | 

(36) N af 2 veV Zr )u—(Ho)weuV —1; 
tandemque Sy | 
37) (Aye—etzd Zi atque (DD ((h)r=eklkknuny Ti, 

38) . 2... (Dez ennV 1 — (erV -1)u, 


de | 

1. Antequam eä,'quae notulae illi (1) latissimo sensu acceptae 
(i.. €. tali, qui ad z- et y-valores quoscumque  pertineat) de- 
terminandae inserviant, adgredimur, id nobis injunctum ‚est nego- 
tium ut, quae proxime antecedentibus intimo; conjuneta sunt nexu, 
praecipua | | 

De Logarithmis Quäntitatum Naturalibus 

prineipia praemittantur. | 


Problema., , Invenire; quantitates  eas ızı universas, 
quibus eönditionihuie fe 
DJ TR WARREN Men PEN IE Yo Wo 
(e Basin denotante. systematis; logarithmotum' naturalium, «et ß 
quantitates reales) fiat satis; seu, quod idem valet (og modulum 
N 02 +ß2 denotante  ae''6 quantitatem‘realem,'' quam  potissimum 
eligi placuerit, cujus Sin. et Cos. ipsi (5) satisfaciant); Invenire 
quantitatis eas z universas,’ quibus conditioni fiat 
satis huie # Ä h 

if) gig : 3admlkup \ ; 320P98 boup oa 
89)... .. e=e(Cos# +YV —1Sins). 
‚ Tali (si exsistat) quantitati unicuique, forma ‚cedat necesse,ist- 


haec: «+ oN. rl. (@..et; v realibus);,;ideoque: loco aequationis novis- 
simae hane licet substitui: anurıl Ananik Aus 





2214 i1ll31se 


407 
eure V Zi g(0086 EV —1Sino)aı 09 womit 


eu(Cose + V —1sinv)=e (Cos6+N —18in0) 
seu 
(40) 


eis, eu le, 
v forma 6+2km., 


- 


Quarum ex. _priori. (40) jam primo ‚quidem ‚patet, si, quantitas 
illa proposita a +BN —-I= 0 fuisset, nullam omnino ex- 
sistere quantitatem (finitam) z, quä fiat satis proble- 
mati., :At ceteroquin ‚semper —., ut facillimum est expertu — 
problemati reverä lit satis unäquäque quantitatum in, formula _ 


A re = lo h6+%m)N I, 


quemvis placuerit i ipsi, k tribuere numeri integri (0 inclus.) valorem, 
comprehensarum. 


Quantitatum, quibus aequationi (39) fiat satis, unaquaeque\ap- 
pellabitur RA logarithmus quidam (item logarithmus natu- 


ralis) ipsius + BV —1* *): et quidem formula ea universalis, 


quae ‚in se, .cunctos ‚hos. continet ‚ipsius et BN—1 seu  (breyi- 
N logarithmos, signo illo @)) ‚intelligenda erit, ‚Unde Begunng 


7.) Bir Kyle + @LHTNTI, 


6 denotante (wti supra est monitum). 


Ex. rn, " Quoniam, dum x est ], 6 coöptari liecet 0, ‚atques. Hinn 
gest 1.6 cooptari licet‘ N | | 
Ex < deguatione er patet esse Ä 


3) u BEN N KOyEENEN- I Far avi 
imaginariis omnibus unico =0) heit mBIEY13291 Mt: 
K-N)=aN —I+UA)=4+ 2% +1)aV —1, 


imaginariis omnibus. 
"Licebit igitur, loco, aequationis (42), hae:uti no u sumt: 


(42) .... IK) 19 + UD)HEeV —I—=Ile)) HEN —1:> 


quae quidem indicat, cunetos quantitatis cujusdam e-loga- 
N 
DE Nösmet haec .definitione nullo id: ea, ‚gulre in Deetihns ehr ube 
praetedentibus' de ‚logarithmis ‚Nurasrorum Baturaklanie statula sunt,, (lae- 
dere‘ plane apparet, 
Loco vocabuli „„e- logarithmus“ explicatius dicitur »logarithmus 
ex systemate baseos e“ 
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rithmos eo modo-comparari licere, ut eorum unico — 
uem potissimum eligi placuerit — addatur /((l)) i.e. ad- 
dantur suecessive e-logarithmi omnes unitatis. 


Nota. Es his patet, a reali quälibet (z haud zero), semper 

obtinere . | 
B) 22.20.20. ren) = ((v))R. 

Nam ih aa N: 

 eulka)) — euticHtH2RA NV FT gu Jeil6bakaV Zi, 

| n ‚= ((a))“, secundum (35). 


2. Dum « positiva est, quoniam tunc 9 cooptari licet 7 
($. 1. art. 2.), aequationi (42) inde forma contingit ista 


(46) .... U) RU) +rV ZTTEUg) HTW ZT: 


dum « negativa est, quoniam tunc 6 cooptari licet +2, 


A HEERFUD)ECHMVTT 


| ‚ZRH FW AFUÜ-NHN 1; 
atque, dum a=0 ‚est, una valet aeque ac 'altera aequatio „eo 
quidem pacto ut litterä 7 tunc limes ipse ‚in quem Arctg® valore 
ipsius & numerico indefinite decrescente convergit, intelligatur, h. e. 
+5 in (46), at +5 in (46'), prout positiya est aut negativa ß. 


„Principali ipsius, Z((&)), valore‘‘ seu. „e-logarithmo 
quantitatis x principali“ eum.ipsum  intelligi juvabit, qui 
secundo membro aequationis (46) convenienter, dum «,positiva 
est aut zero, et secundo membro aequationis (46’) dum nega- 
tiva est «, positioni k=0 in expressione (43) ipsius Z/((l)) gene- 
rali debetur. Prineipali huie logarithmo signum illud Z(z) seu lx 
erit reservatum. ”) aeg itaque Tr 


Fr RT 
ANNE ae ae DENT 
atque in genere, dum a@haud negativaest, ich 


(48)... Zi Bel H VA, 

*) Nosmet hoc modo delinitä significatione notulae Zr(7-valore quo- 
libet) reverä eum, quem huie siguo pro 2—=Numero A in Elementis jam . 
vindicarunt, sensum in integro reliquisse, id salis patet ex eo yuod aegnatio 
(48) ,. 'quae significalionem hujus /Z.pro-Z’omni qua parlem realem 
positivä indicat, in hoc casu singulari identica 'evadit, Principalis 
igitur Numeri.cujusdam'e-logarithmus is ipse est, cui in. Elementis 
nomen cessit „e-logarithmus numeri,“ 
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seilieet, si: «==0, litter& 7 intelligatur (ut supra), 


dum vera « negativa 


48)... a=lo+t+m)N A=k+l-D+YV 1 
=UK-0)+Y I; 
verbo: semper obtinet aequatio 
By REED HEN TL 


scilicet —e, dum «negativa est, alioquin #0. Ideoque, secundum 
(46) et (46), omni in casu habetur 


50) 2222... Ka))=ir+1d)); 


id quod praeterea jan cognitum erat ex verbis aequationem (42) 
proxime insequentibus. 


Et quidem ex (49) patet haberi, dum « negativa est, semper 
Oh) FF  REIEHT UST), 
nee tamen semper alioquin. 


Nota 1. Aequatio (50) indicat positivae euique quanti- 
tati unicum esse e-logarithmum, princeipalem inquam, realem ; 
negativae autem ne unum quidem. 


Nota 2. Ex aequ. (49) patet, w reali quälibet (x haud zero), 
semper obtinere 


2)... 00... ea 
Nam (49) dat | 
Page eulz — euli+)+N 1], 


scilicet, dum & haud negatfiva est, 


= euletV —1) = gleur = zu secund. (36), 
atque, dum negativa est «, 
— eng HFrV —1 — gu euamtzV —1 N secund. (36). 
Nota 3. Jamque ex aequ. (52), quippe quä indicatur esse 


ulx unus e-logarithmorum ipsius x“, consequitur, vi legis illius 
infra aequat. (42’) expositae, esse 


9... kam) = ala + UM). 


Quae lieet aequatio cum ‚aequatione (50) — juxta quam habe- 
tur Z((2))e = (2%) +((l)) — eonjuncta arguat semper esse 


Ka") + U) = ulz + UM); 
Theil IX 27 
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ex hac tamen cavendum est ne falsa’ea ducatur cönelusio, sie quo- 
que in genere esse 


(=) prineipalem —ulx. 


Ubi demum ulx prineipalem ipsius x“ logarithmum conficiat, id 
infra erit explicatum. Aequatione ill& (53) id constat solummodo, 
quantitatum omnium ex parte alterä suam cuique ex alterä parte 
aeqnivalere. an ı u kunt: 


3. Idiomata e-logarithmorum principalium praeci- 
pua. @uae logarithmis (realibus) Numerorum &, 21,...2n Pro- 
pria sunt solitisque his comprehensa aequationihus'. Ir 

K2)=ulx, (u reali), 
(x) + Kz}) +). + zn) z— Kxzz oo. .Cn) s 


Kay) -K)=1(®); 


idiomata non nisi certis subjectis conditionibus, dum ipsis 2, 21... 
.... tn sensus quantitatum quarumceumque subjicitur, integra 
manent. | ' | Kt 


1%) De aequatione illä 
DATE ne N ae 
ea ipsa, quae in 2°) pag. 401. de aequatione | 
BD. u. ee 2 ll) See 
pronuntiari licebit. RR 
Demonstr. Semper equidem u/x unum conficit ex e-logarith- 
mis ipsius x*, secund. (52). Contendimus autem hoc loco confieere 
eam ambobus, de quibus agitur, in casibus principalem ipsum loga- 
rithmum Z(a#). MI TARN EISOEORERLA 
Logarithmus ipsius x“ prineipalis, juxta definitionem, ‚est, 
86). alidlne „Vererick R)PTANN 
denotante R modulum ipsius x“ atque 
T— Are (ie — CoEß. ipsius V—lin Ban 
parte ejusd. x“ reali 
et. quidem,. ab alter& parte, A he 
BEN... Bam. FTN 1. 
Quod autem, secundum (36), habetur 


zu — (+ o)“ euV —ı, 
scilicet eur 
—g4 eV =1,-« haud negativä, 
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et quidem LEN EL 


6 
z 


—ol eulr+n)V —1,,e negativä; 
‚ » % nei a 13 ans hi 

propterea priori in casu (« haud negativä), quoties wur limitibus illis 
+5 haud excedat, obtinet ista,, .., 


Kz24) = Kg“) + wrN —I= ul’ casüıs 'hujusce,. 


nee minus posteriori’ (& hegativä), quoties u(r+n) hisce + 5 haud 
excedat‘(ex quo ‚consequitur esse partem ipsius x“ realem haud 
negativanı ), ista je RN RS LE 

Kx) = Kg) FR FH V IR) HV =D] =ule 
casüs-hifjüseh...- I 1749) + Ge) le) 4 N 


ie KB Aal RE I et 


Quibusnam praeterea casibus rata sit ista aequatio (55), id 
(ubi forte sit opus) perfacili semper negotio ,‘ collatis quidem inter 
se aequationibus (56) et (57), licebit discerni. 


Nota.' Id certe constat, quoties 
BI Eure 
sit, toties hanc etiam obtinere deguätionem 
QH) . 2 2.200. 2 terre) 
Nam, semper  habetur' 


- 


(zu)u —ieukz"), secund. (52), 
ideoque E Be ten 
Inzzetul® , quoties rata sit: (55); >) 
quae autem ipsa e“ulx numquam non = x4!\ est, secundum (52). 
2%) De aequatione illä 
68)... + AND FELL: En) 
eaipsa,'quae in 99) pag.402. de aequationen: 
BB)... an — (waren) Wi: 


pronuntiari licebit. EHE E 
Demonstr,‘. Semper -equidem summa. K2) + !(&,) +... + zn) 
unum confiecit ex e-logarithmis producti (2; ....“n), quippe quoniam 
haece el@)+a@ +. H@): sempen = x. ..u.za 'est>seeund. (30) | Con- 
tendimus autem hoc loco summam istam casu, de quo agitur, ipsum 
conficere logarithmum prineipalem zz, ....Xn). RN 
Logarithmus ipsius (&*1....%n) prineipalis, juxta delinitionem, est 


Ali 
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59) .. . Mary.) IHR) +TN 1, 
denotante R modulum produeti za, ....n atque 
Te Arc Coefl. ipsius v u ibid. 
parte reali ibid. 
et quidem, ab altera 'parte, 
(60) Ka) HK) tr Header) + Eon): 
+ +9 +... tm N 1. 


Quae autem ambae reverä, dum haud negativae sunt partes 
OMNIUM. 2, X... Xn reales eamque ob caussam WARTE 


Kx) +2) +... + 2) =KK(oo1 02) + ++... Hm)V 1 
atque 


Kain) 1[00ı.-0n.e Het, « 


aequales sunt, quoties summa illa 7 +7 +... + 7a (limitibus +5 


haud excesserit. 

-Q. ED. 

Quod ad speciälem 'illanı 47 BE 
BI) en ERERKET,) 

attinet, facile patet in eam quadrare, quae in pag. 402. de aequat. 
DI) ET RR ara Fr) 


pronuntiebantur edieta: ne hoc quidem excepto, quod positivä 
ipsius x parte reali rata sit non secus aequatio 


IN) ren AD lk-r):*) 
ac ista 
N) 2 nn are = (a) 


Quibusnam PrakfereR casibus rata sit aequ. (58), id. (ubi forte 
sit opus) A: semper negotio, collatis inter se aequationibus 
(59) et (60), discerni licebit. 


Nota. Id ccerte constat, quoties 
(8) +... KHK) HF... +) = Kaas En) 


sit, toties.hanc etiam obtinere aequationem 


*”) Id quod jam ipsa indicavit aequalio-(5T). Pr 
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DIE Er ee (en) - 


Nam semper habetur 


Dur nen — enlertlrit.. te), secund. (52), 
ideoque ER Bi | | 
— euer». 2), quoties rata sit (58), 
quae autem ipsa etHzzı...2,) numquam non —= (#7... 2n)% | est, 


secund. (52). 


3%) De aequatione illä 


DH. re =) et 


ea ipsa, quae in 4°) pag. 405. de aequatione 
(2), 
EI 


Nam hoc ipso in Bu (partibus ipsarım 2, 2 et” haud 
negativis), secundum (58°), habetur Ka)+1()= lan) 


Exinde consequitur, aequationem 


er HE)=re ı I 


non 'secus:ac istam | 


en A, 
DB) » ren) Fr 


valere, quoties haud negativa sit pars realis ipsius a. 
. . A 

Neutiquam‘vero, dum negativa est x quä partem realem, 

valere eandem patet ex eo quod tali in casu sit 


= lot N IN —L 

1 2 | Re, 
(Z)=-Ue+trNV —D+aN —1. 
Nota. Id certe constat, quoties rata sit (Öl), ipsam 


quoque obtinere aequ. (25 
Nam semper habetur 


- 


pronuntiari licebit. 


at vero 


f 
2% eulsı 
in enilae > secund. (52), 


seu 
— eu(lx,—I2) secund. (30), 


414 
ideoque Vie | paell ey WOW ER EN 


= (z ), BNOIRN rata sit er Ki NOyEINR 


a 


quae autem ipsa vumgram non = -@)° est, um (52),,,, 


Coloph. His jam de logarithmig' prineipalibus qualitercum- 
que, peractis commenere, demum, juvat, aequationem, illam 


(62)... KHK) + En) 


ideoque hanc quoque ipsam 


(BI) ER ana) 


nec non, in specie, istam, 


a (ten 


legitimas quibuscumque ipsarum X, 2 »..... Zn valoribus, (eerte, ‚uti 
adsolet, O0 excepto) Benuzner?: id 1 guny reverä en RE (42) 
experiri licebit. .. | 1) wand 


aM 


$ B» ‚dt 09 hr) 
Quid in Analysi ne signum xy 
zety quibusceuplyue 2% 


z ı Y 
E v 
} i 
vs 


1. Ex partibus Analyseos nn jam:eonstat: 19) ;quan- 


titate‘ x quälibet =a-+ BV — 1@ et P Se si modo Be Yy 
realis, semper haberi | 


(64) .... (a ur BY —De—(H od" Wert = ae ten, 


1 it op, ‚duim | u megatiya est alioqin + 4 Bu pilı 


(6x 


atque 29) & positivä 7 u I 1 (u et v vealihiis)5 haben 
(65)... 2. aa FzeuhyT Dezgn. ET — Erz 
Quae quoniam aid hequntiönes‘ in Era ‚Hehe reverä co&unt 


(66) (I td. urtur 2% au eule,aıı ya hl BAR 
u 
nec aliud quodpiam in praecedentibus Analyseos partibus de. 'signo 
illo (1), scil. 2% seu («+BV —D«»Y 1, fuit statutum; jam plane 
apparet non solum JUTO. esse lieitum; sed re IDae postulatum, ut 


*) Uti adsolet, 2 haud zero esse putatur. De signo 0% vid. notulam 
sub pag. 388. (UG tr A 
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ab hoc inde tempore: (ex analogiä) habeatur aequatio illa (66) 
rata et universalis definitio signi 29 in Analysi Mathe- 


x 


matica: itaque, ut explicate eloquamüur > | 
(66) 2... (a + BV Der FIz elatoV -DUEHBV m). 

Praeterea (66) ista, positivä @ quälibet, suppeditat 
(67) ee (HoW= elite), | N 


nee non, e modulum ipsius x denotante, 
6). ee (power Vi, 


prout pars realis ipsius © haud negativa est aut negativa. 

Eädem insuper ex aequatione (66), quippe quä indicatur ylx 
unus esse ex e-logarithmis ipsius 29, consequitur, vi legis illius 
infra aequat. (42’) 'expositae, aequationem hancce 


(69) » er. ir URN) Er Ill) 


x et y quibuscumque manere legitimam. Generalis hujusce speciem 
quamdam aequatio illa (53) confieit. : 1... . 1401 


2. ‚lis convenienter, quae jam antea .diversis ipsarum x et y 
positionibus speeialibus fuerunt admissa, quibuscumque abhine &- 
et y-valoribus appellabitur 2% „principalis ipsa y-potentia *) 
quantitatis 2“, ipsi autem y nomen cedet „Exponentis.“ Et 
quod ad’idiomata potentiarum principalium (latissimo hoe sensu ac- 
ceptarum) earıumque. logarithmorum naturalium praecipua. attinet, 
sequentes hoc loco exponere juvabit leges universales, quarum 
equidem ditioni (ut per se patet) subditae sunt speciales eae, quae 
jam'in pag. 400-403, 405 , 410—414 expositae idiomata potentiärum 
prineipalium Exponentibus nonnisi realibus. exhibuerunt: (N 


19) Aequatio ılla 
(70) = 2 : L U Ur... Un ai aytyı rt. +4, 


numquam non valet, ideoque non minus aequatio 


N 4 xYı d 
PT RE RN ee Pepe | 
(70') Fri | 
atque in specie haecce 
| 1 
A RE. 
en. 2 zy>? 


") Nihil equidem impedit, quominus Analysi item vindicetur signum 
ipsum ((2))Yy, etiamsi % imaginaria sit (caeleris, ul conslat, in casibus omni- 
bus hoc signum fuit acceptum et quidem eo, quem indicant aeyu. (35) et (35”), 
sensu). Nihilominus tamen, donec Analysi forsitan usui cuidam fore vide- 
bitur, hoc signum supervacaneum (uli hactenus usque) censeri liceat, 
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Patet hoe quidem ex ipsa definitione (66) una cum aequ. (3). 
2%) Quoties aequatio illa 
(I, rn Rede) — ylz 
obtineat, toties haec etiam rata est aequatio 
(72) A (zy)yı = zw. 
Nam semper habetur 


(aH)9ı — eyılle”), seeund. definitionem (66), 
. ideoque 


— eyıylz , quoties obtineat, (71), 


quae quidem ipsa ey” numquam non —2Wı est, secund. defi- 
nitionem (66). 


Quibusnam autem casibus legitima sit (71), ut constet aliqua- 
tenus, id juvat probari valere eam, certe 


a) quoties, parte reali ipsius x haud.negativä, quan- 
titas illa ur + vlo limitibus +5 haud excedat, nec 
non | au 

b) quoties, partereali ipsius z.negativä, quantitas 
u(c+ m) +vlg limit. 45 haud excedat. 
Demonstr. Semper equidem ylxz unum 'eonfieit ex ipsis 

Ka» quippe quoniam z9 numquam non :—=eulX ‚est. Contendimus 

autem hoc loco conficere eam ambobus, de quibus agitur, in casi- 


hus lan RE ipsum logarithmum /(23). 
ogarıthmus ipsius 24 principalis, Juxta definitionem, est, 


7)... ddl BR) + INT, 


R et T denotantibus (sicut in aequ. (56) ar modo u in » 
et quidem, ab alterä parte, 


WA) 0. 2 la yliko) HN —L]: 
Quod autem, secundum (68), habetur 


29 — (+ 0) eyV—ı, 
scilicet 


—oVeuN-ıi— eutV—ı ; eu ON —1, 
co. haud negativä,. et quidem 


= (-0WerV —ochNV 1, eu N IHN 1, 
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© negativä; propterea priori in casu obtinet 
ay— eulgT , elurtrlgN —1, 
ideoque, quoties ur-+ vZo limitibus illis +5 haud excedat, secun- 
dum (49) habetur Een 
Ka) = wloe—vr+(ur + vio)N —I —l= —ylx casüs hnjusee; - 
atque in posteriori obtinef | 


23 — eule—r(c+n) , elu(c+r) tv NV —1, 


ideoque, quoties u(r-+m)+vlo hisce + +5 haud excedat (ex’quo con- 
sequitur esse partem ipsius =Y realem haud le habetur' 
Kar) = ulo—v(r+ ")+la@tm)+rle] N —I=ylx casüs ‚hujusce. 
Q@. E.D. 


Quibusnam praeterea casibus rata sit ista aequatio 7) — ideo- 
que etiam (72) — id (ubi forte sit opus) collatis inter se aequatio- 
' nibus (73) et (74) discerni licebit. 


Nota. Ex allatis hoc loco patet, quoties obtineant ambae 
Ka) = ylz, Kan) = ylaz 
toties hanc quoque ratam esse aequationem 
2 EN re 4 (24:9: 
et quidem rem ita ‚se habere, certe | | 
a) quoties, parte reali ipsius x haud negativä, duan- 
titatum illarum ur+vlo et at re neutra limitibus +5 


excedat, atque (8) 
b) quoties, negativä ipsius : x parte reali, dnanlltas 
tum Kata) Hole et (m hrde neutraipsis + +8 gexcedat, 
seik y ur; | | | 
yzadtvıY 1. 
3%) Quoties aequatio illa | 
DIEB N la) 
obtinet, toties haec etiam rata est aequatio 


BONS u. rd (EI in): 


+ 418 


Nam semper habetur [ol serohgorg Br 
x LyYerrKnd =. eytztixt.-.hiz,) s 
secund. defin. (66),et aequ, (30), ideoque, a 


— eylzz, ....,) ä 


quoties obtineat (35),. quae_quidem ipsa numqguam non, — (22 ....2)Y 


est, secund. definitionem (66). 
De ipsä autem legis (58) auctoritate, quantum;hoc, tempore,. 
satis esse videtur, in 20) jam pag. 411. est allatum. 


Sie ex. gr. valet aequatio 
(6) ar... ad (la), 


cerinnannkieg ıpartibug realibus harum = et x, haud negatiyis, ‚pars. 
ipsa realis producti 27, haud negativa sit; nec non aequatio 


(TO yo (lan, 6 vo 
quoties positiva. fuerit x quä partem realem. 
0} 1:49). Quoties aequatio ılla il 
TRUE 
unsre Ka), Io—1() 


obtineat, toties haec 'etiam rata est. aequatio ;. 


matortsryndy Sof Mel: fi 
(77) Ay nn u RE A "Z(ay. i MER 


(Id quod eädem prorsus ratione ac in 2°) et 3°) probatur).. De 
ipsä autem legis (61) auctoritate, Quantum hoc tempore satis esse’ 
videtur, in 3°) jam pag. 413. est allatum. | 


* „Sic ex. .gr. valet, aequatio in 
Ber Ofen 
( | RR ALL a) Fı°: 


quoties haud negativa sit x quä partem realem. Sin minus, neu- 
tiquam’ valet, nisi forte % realis: fuerit ac numerice integra aut‘0, 
id quod reverä facillimo usque negotio eädem, quem in pag. 403. 
secuti fuimus, viä experirt-licebit ratione habitä relationum, quas 
secum fert (67), harum: 


(67°)... (— 19 =ermY 1er (Cos u +WY —1Sin un), 
Rt ; un ' % 
(— )39= e-ayN —ı = e’” (Cos un— N —] Sin az. 


” 


CAPUT Er. 


5 e ‘ 
Tb Pe | i +: ır 0 A 3195 ‘ vi 





ehren Al ITERE KURSE KUN 
Quid in Anälysi valeat signum) 
2 EN IR TEEEEIGE FIC) | 
1. Omnium primo juvabit, quod proxime'antecedentibus intimo 
conjunctum est nexu, hoc sovi e 
EIBPUNTIERTBEELEIDEL TE EONEORER DE AIG, iningbhs BR 
Problema. Invenire quantitates eas z universas, 
quibus conditioriptugan 6) PPEIpSB, „3Olsı u „BOB 1 


BRESDTL NS. b—=a4+BN I seu x (breviter) SORT DR ae! 


exceptis) *), « et B reales datas. 
Definitioni. (66).‚convenienter, conditionem (2) sie licet deseribi 


St A A 


fiat satis: 5 datam ‚denotante quantitatem (0 atquell 


) 


No Tore 
ex quä patet extemplo, si fuerit x zero, nullam ömnino ex- 
sistere quantitatem (finitam) z, quä fiat satis proble- 
matkö®P%r). bin area 007 927 MIselnant d ri ttg 1 
At ceteroquin,semper aequat 
LE RR a 
(ch) bimaoa MORE 
EDN ET 
ip .329 svilizog (MAamagqgTaısısı 276g) in mn 
quä igitur, ipsä in, genere.‚solutum „est-prohlema.....05 4 aut nln 
uantitatum, quibus aequätioni (2) fiat satis, unaquaeque appel- 
labitur „Ö-logarithmus quidam ipsius x“ nec non' „log - 
rithmus-ipsius .x.,.quidam ex systemäte ‚baseosı 5“ ***); 


_ ar‘ 


io (2’);huic aequivalet, secund. 





*) ‚Si foret —1;: ex relatione illä d2— el, ji. e..heic 12—ezll}4) ; patet 
tune ‚fore propositum ut invenirentur, quanlilales 3 universae eae,, quibus ıcon- 
ditioni heret satis huic AR a ie 
'ezl(ı) En ) 

At talis quaepiam (ut plane apparet.) 'inveniri nom potest, nisi forte Z=1 
fuisset: et quidem satis tunc fit. conditioni propositae &- valore quolibeteumque, 

**) Etenim quis est, qui non videat nullam omnino exsistere quanlitatem 
(finitam) u40% —ı (w et.v realibus)),. quä eonditioni huie eutvY —1—0 
fieret satis. 

=) Omni ahsque negotio patet hanc definitionem ab iis, quae in parli- 
bus Analyseos praecedentibus de votabulo! '„Logarithmo‘“ statuta sunt, 
minime discrepare; congruit € conlrario Jisdem perfecte. 
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et quidem formula universalis ea, er in se cunctos hos conti- 
net ipsius = logarithmos, signo illo Log;((z)) nee non — dum 
nullum adest erroris ex suppressä baseos notulä diserimen — leviori 
hoc Log ((z)) *) erit intelligenda. Itaque, subjeetä quidem con- 
ditione ut ne sit basis ß zero nec unitas (nec z=0), habetur 


Vo NE a Pr EL 


ex quä patet, cunetos quantitatis cujusdam d-logarith- 
mos eo modo comparari.licere, ut eorum unico — quem 
potissimum eligi placuerit — addatur 


aynit ara LSV sw; 


i. e. addantur successive b- logarithmi ( omnes nn. R): 
Praeterea, ut patet, aequatio (3) suppeditat. ı. 


(3) Log a) I 1 ogie))+ 7, Ara 


6 denotante (uti adsolet). 


'Nota. Ex aegquı. (3) a u reali quälibet (# Ban 
zero), semper obtinere 


Bin a OR ka 


ef 


Nam prius it membrum — yptbe EN. N och (66), | 


.e. en)! sedund! (8), 
—((@))", secund. (45). 


2. Dum « (pars realis ipsius x) positiva est, quo- 


niam tune 0 ‚cooptati' lieet De Aretg > a ®) ar: 


:((6) Tube easy .%)) - + N — —_ Eogst@))4 Mi — 


' #) Itaque signum hoc Loge(()) illi, quo antea usi'fuimus, Z((2)) aequi- 
valet: id quod praeterea aequatio illa (3) proxime insequens commonstrat. 
*") Nam unum recipe, quem potissimum valueris, ex d-logarithmis ipsius 

Dr) sit (breviter) (2). Qui huie respondet E- Lokarschihnd ipsins Z notulä 
A(Z) signetur. (Scilicet reverä d-logarithmis quantitatis 2 suum cuique re- 
spondere e-logarithmum ejusdem 7, id ex aequ. (3) plane apparet). _Verbis 
convenienter jis, quae aequationem (42") proxime insequuntur‘, ‚haec obtinet 


relätio 
L-% KK) = Hr) + Q)); 
ideoque, secund. (3), 


1.08 =) 


+ DE) + Log 0). 
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dum a negativa est, quoniam 'tune'6 eooptari licet r+ m, 
(6)  Loss(a))= DEN A at oguel DENT; 


atque, dum «= est, una valet aeque ac altera aequatio, quippe 
quoniam tunc 6 cooptäri licet ex arbitrio 7 a&que ac +7, salvo 
equidem pacto illo solito.. | 
„Prineipali ipsius Log;((2)) valore“ seu „b-logaritimo 
quantitatis x principali‘ ex iis, quas in,se continet membrum 
aequationis (3), quantitatibus eam ipsam, cui signum 
2 
debetur 71° intelligi juvabit: seu (aliter) unicum ex d-logarithmis 
eum, qui principali illi e-logarithmo Z(z) 'respondet. Hic ipse 
est cui signum illud Logz(2) seu Logx erit reservatum *). Unde 
aequatio habetur ista 


= 


en ei. a 
scil. 0, dum «& negativa est, alioquin +0; nec non, in specie;' 


; Id 
g. 4 ® ® . I Lech | Ic ss Vuh, Si A' U) & 
Log a- 7, =, V-. 
Praeterea ex verbis aequationem (3) proxime tisnentibis 
patet haberi semper RN ' 


9)... Logsle)) = Logulz) + Logs(()); DR 
atque ex aequ. ipsä (7), dum a negativa est, obtinere istam 
‚(10) Fr Log:(a) —= Logy(—.x) + Logu(—)D, 


nec tamen semper alioguin. ih Bw DJ 
3, "Quaestioni illi, „quibusnam in casibus realis sit 
datae cujusdam quantitatis logarithmus prineipalis“, 


responsum jam facili negotio ab aequatione (7) ferrilicebit, quippe 
quam (7), denotantibus 


3 





*)' Nosmet hoc modo definitä significatione notulae Log 3(2)) — quibus- 
cumque ipsius Z alque baseos d..(praeter 0 et 1) valoribus — reverä eum, 
quem huie signo uträque harum z et d Numerum denotante in Elementis 
jam ‚vindicarunt, ‚sensum in integro reliquisse, id satis patet ex eo quod 
aequatio (7) in hoc casu singulari identica evadit. EP rincipalis igitur 
Numeri cujusdam d-logarithmus, dum basis ipsa d Numerus 
est, is ipse est „ui in Elementis nomen cessit „Ö-logarithmus Numeri.“ 
Et quidem ,„e-logarithmum principalem“ definitionis Jam nunc 
acceptae eam ipsam conficere quantitatem, cui in Cap. I. praecedente tribu- 
tum fuit hoc nomen, id reverä ex ipsä patet definitione, Signum igitur 
Log e(7) huie Z2 aequivalet. 
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‚22 modulum baseos „1.4001 tsean 9 meh 


T' ipsum, Arc (tg= 
sie licet t deseribi 


Kun is . os) = = 


Coefl. NV 1 baseos 


6% 


parte baseos reali 


EEE N — 
| ER NT 


(denomimatore aber finito nee eo) > 
| ze 10) 


Parte, Fealii InAAnS BR bada negativä: 


neh Pole — 


a) - Parte realiibaseos. 
haud Eh 


habetur 
Log ‚(a) 
—_ (do+V —DUR-IN A) 
Ta TORE Ed 


realis videlicetiissolis in casibus, 

quibus conditioni ;..... © 
HR 10. 

seu huic A ea 

A RAN rt 


fuerit satisfactum. Et quidem tali 
in systemate unoquoque, cujus 
baseos | R et. 7’; conditioni ,huie 
satisfaciant,' haec ipsa 


RER RU Do li 

I. 2 TRaT 
realem sonficit Logu@) princi- 
palem. 


" Ex. gr. 
tat, eundemque SHE 


jam Supra aenehe illa ©) mise). 


Y RN ZI 
IER)+ IvV—ı 


habetur' 


db) Phrte realiibaseos 
negativä 


‚Log:(@) 


_ det V ZDER-T4R)V ZI] 
Rare tm  ° 


realis videlicet iis solis in in. 
quibus conditioni ..,. 


IR— (Em, 
seu huie | 


"R=onr,... (1) 
fuerit satisfactum. Et güidem tali 
in systemate unoquoque, cujus 
baseos R et T' conditioni, huie 
satisfaciant, haec ipsa . | 


IR. Ic+(THn). T 


IRIR+ (4m). (Trn) © as 


realem. conficit nz prin- 
cipalem. 


‚Unitati‘ systema quodlibet realem süppedi- 
logarithmum principalem (id quod 


‚Alii cuique Numero go 


3), ‚Beilicets semjer (ui supra est inonitum), bach ippn Ö,haud = ı (nee 9): 
ideoque Zd semper quantitas finita kaud —0, esse pntatur. 
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ea sola realem praebent logarithmum SEND, an 
stemata, quibus basis ipsa Numerus Bi 


Nam posito 70, conditio illa (11) in 10; i. e. T=0, 
abit \modulo 2% indeterminato relieto; at alteri- (13) guippe' ätiäe 
(pos. r=0) in (7 + Pe Een abit, nullo modo satistieri BER dum 
E haud Er est, 1 | 


7 Tr 9) 











Parte reali ipsius= negätivä: : 
ihn Ha) = UHR Noel duale 
nu TEE R) EVTL Notitunng 
| a): Parte tel hascos Rt h 6) Parte Heel baseosı 
öf haud negativä = } | negativä, 2 
habetur ls { Pr 14; "habetur | 7 130 I= 
= n er \ a Di:363 
< vg h 
3 ® \ i 34 
T \ Abs: s 
= 5. 
+ (ey 
® +; 1% Lim { 
br Sp i 362 
S« & ‚| 
I le m; 
EL a. 
SS HL n 
| SF 9 
> a 
Sy = 
u \ 
Ha Ian) 


realis videlieet iis solis in casi- 
bus, quibus' conditioni 


ul, + a R— eV. 
'seu huic | | 
(15) .. Ne Retrz oT, 


'realis videlicet is 'solis in 'casi- 
-bus, quibus conditioni‘ ni! 


(c+ EN RR Ri 
seu huie 
Rita = ortr, AS Ckt) 


satis fuerit factum. Et quidem 
taliin systemate unoquoque, cujus 
haseos R et 7 conditioni ‚huie 
satisfaciant, hace'ipsa 


'satis fuerit factum. Et quidem 
taliin syStemate unoquöque, eujus 
' baseos R et Tconditioni huic 
' 'satisfaciant, haec ipsa 
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(16) IRilo+ Th)‘ Ro + (Ttm.(ctm) (18) 
= TRIRFTT ARAR+(TFr):(T4r) 


realem conficit Log»(x), princi- |, realem confieit Logo(z). prinei- 
palem.. palem. 


Ex. gr. Quoniam, positä x= = quant. negat. —_ (ideoque 
t=0), conditiones illae (15) et (17) in 


15). 2 25.0@lR= Te. et UR—(T+mle.ı. . - 17) 


abeunt, facili exinde patent: negotio *) sequentia: 


Quantitati negativae —o (sive sit —1sivealia quae- 
piam) realem nullum aliud praebetlogarithmum prinei- 
palem systema,baseos realis, quam .cui,basis.negativa 
est ipsa illa quantitas —o (realis iste.log. principalis 
—=]lest). Systematumvero basiimaginariaesuperstruc- 
torum realem ipsi —o logarıthmum principalem suppe- 
ditat id unumquodgque 


a) cui basis, quä partem realem haud negativa, con- 
ditioni satisfaciat huic 


1 


T 1 
(157). 00 ee 0 3 
nee non ' 


b) cui basis, quä partemrealem negativa, conditioni 
satisfaciat huic 


| He L 
CITE) RE ee ae Be 


Quantitati ieitur —1 realem ea sola, quibus modulus 
baseos =] sit, systemata praebent logarıthmum prin- 
cipalem: hörum in unoquoque 


Log (—-)= 7; aut er 


Do —— u 


>*)1Seilicet z:110)) Positä 2==——1, eönditiones ilae (15) et! (17’) ambae 
in aIR—=0;. e, AR]; abeunt; — 2°) Sin vero 2 alia quaepiam fuerit 
quanlitas negativa —p;, 


"tune A) eonditioni (15”) nullä profecto basi reali satisfieri potest: — 
nam, posito 70, conditio haec (15) in ZR=0 (R=1) abit, 
quae quidem basin ipsam (quippe cui in (15) haud negativa 

‘'cedere. pars realis putatur) —=1 ypostulat,_quod autem genus ba- . 
seos jam anltea semel omnino fuit abrogatum; — ideoque tunc 

| loco ipsius (15) Jure licet substitui (15”); 
et quidem 2) ‚eonditioni (17) satisfieri aliter. positione illd "70 (i. .e. ba- 
is Imilibnseps Tealis) nequire, nisi 'simul. Re (i. e. basis ipsa = —e 
‚‚agsumatur „ patet'per.se: nec non licere loco ‚ipsius, (17’) sub- 


 stitui (17°). 
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est, prout haud negativa est aut negativa basis quä par 
tem realem. 


Nota. Praeterea omnino non latet ex aequationibus hisce 
(11), (15), (15) et (17) ferri licere responsum quaestioni alteri huie, 
eujusnam sint generis quantitates, quibus realem da- 
tum quoddam systema suppeditet logarıithmum princi- 
palfem.‘“ , 


4. Quemadmodum basi e, secund. (52) universamque illam (66), 
sic quoque secund. definitionem (7) basi cuilibet ö habetur in genere*) 


es SA. SA 


eamque ab caussam (verbis convenienter aequationem (3) proxime 
insequentibus) quemadmodum basi e, secund. (55) universamque illam 
(69), sic quoque in genere 


(20) 2... Logs((2v)) =yLog3(z) + Log;i((l)). 
Et quidem de caeteris Akon, ex systemate quolibeteum- 


que logarithmorum idiomatibus id reetä ex definit. (7) consequitur, 
quoties ratae sint aequationes Ä 


9 


Kay) =ylx; 
Ka) +U2,)+.... 4a) = 22 ....2n), (2) + ID) =U— x), 


Kz,)— I(&) =1(%) ; ı(G)=- Ix 


toties obtinere, quae ex iis mutato Z in Log» comparantur, aequa- 
tiones. 


Denique ex ipsä. definitione (2) patet tres illas, quae in pag. 414. 
commemorabantur, aequationes omni absque exceptione legitimas 
permanere, etiamsi in novas has immutantur: 


Log;((z)) + Logi(l)) +... +Logi(l(en))=Logi((zz;....2n)), 
Logs) — Loge) =Logs(()), 


Log; (G)) —=— Log;((2)). 


”) Nam au Lost „yLogz.id est, secund, (66), i. e. — gylr secund. (7), 


/ 


—=7Y secund. (66). 


Theil IX. 28 
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NO TA E. 


Nota ll. 
(Vid. pas. 395.) 


Ex hisce jam patet lieere signum illud (BY — 1)“, ubi occurrat, ex 
arbitrio interpretari per „principalem separatae illius quanti- 
tatis Fe ER potentiam‘ aut per „limitem, inquem (tBV U“ 
— (a positivä) — convergit decrescente «a indefinite‘‘, mi- 
nime vero (u quälibet) per limitem, in quem (a+8V —ı) — a nega- 
tiva — convergit decrescente valore ipsius & numerico indefinite, certe 
dum # negativa est: qui quidem limes novissimus (ut supra monebatur 
in „Observ.‘ pag. 393.) est 


LT VER Cost N Sn), 


at vero ($V —1)4, dum ß negativa est, breviter denotaret 


— 


VER vB (Cosi N Tisin ti, 


quarum alteram ab alterä, nisi forte # integra numerice aut O fuerit, 
diserepare plane apparet. 

; Propterea ‚ si cui nobiscum *) placuerit signo ıllı Zu, etiamsi 7 ne- 
gätiva fuerit quä partem realem, admisso notionem in hoc casu subji- 
cere istam 


(— oe)" (Cosur +V —1Sin ur), 
haud latet omnino oportere eum propositioni huic „Aegatio illa 


(rss IEHBV: — = (— ge (Cosur+ VW —1Sin ur) 


numquam non valet, dum « negativa est‘‘ nullam, nisi quae: his 
ipsis verbis „anegativä* fuit expressa, notionem intelligere subjectam. 


‚ Sin vero de (HEV U), & negativä, nihil aliud statui liceret, quam 
quid in ipso etiam limite 0 (in quem « illa negativa, decrescente valore 
suo numerico indefinite, tendit) sibi constaret, vel potius (ut aperte loqua- 
mur): si Analysi hoc uti signo (te —ye, dum @ negativa 
est, haud alio liceret pacto, nisi quantitas, cui hoc vindi- 
caretur signum, decrescente valore ipsiusa@numerico inde- 
finite in eundem ipsa convergeret limitem ac ea demum 
quantitas, cui, dum « positiva est, addietum fuerit hoc 


signum «+VY —1; profecto inde Cauchyanum, necesse est conseque- 


*) Vid. pag. 392. praecedentem. 
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retur consilium hujus signi 2“ pro « negativä ex Analysi plane tollendi *), 
certe donec placuerit hoc signo 74 quampiam denotari quantitatum in 
formulä 


(di 22 (De = gr (Cosu6+ NY —1Sin 46) A)“ 


comprehensarum, quarum (ut patet) unicuique forma haecce 
O .:... 0.0. g0lCoaud-ttY —1Sinus), - 


©” denotante arcuum quemdam. realium eorum, quorum Sin. et Cos. con- 
ditioni illi 


(N : - : .  elCos$+ N ZISind) =a+EV —ı 


satisfaciant **). 


N 


#) Gauchy (Exerciees de-Mathemat. T.I pag. 2.) rem his fere 
verbis expediendam euravit: Admisimus nos quidem hoc signum 74, quo 
breviler exprimatur quantitatum illarum 


(Cu = gr (Cosgr HN ZI Sin er) (1), 


(Z positivä qua part; realem)), 
a, quae positioni k—0 in ((1))4 debetur, h. e. 
TU — QM (Cosur+Y —1 Sin ur). 


Jam vero si cui insuper hoc ipso signo 74, dum 7 negativä gaudet parte 
reali, licere uti videretur, eum quidem in finem ut breviter exprimeretur 
quantitatum 


((Z))%, i. e. (in hoc ‚Fuse) e%[Cos u(r-+r) 2 v1 Sin u(r+r)]( 1)», 


ea, quae posilioni ii k=0 Ah (A))“ dehehtir, h, e. 


TU —g4 (Cosur+ N Sin ur) (Cos ur + v1 Sn um) ; 


profecto, „quoniam harum utramque aeqyuationum Brom talt, 


cui pars cedat realis —=0O atque Goe@fficiens ipsius JRR nega- 
tiva, sibi constare oporteret‘“, concedendum illi esset necesse deno- 


tare signum (— YV —1)4 non solum 


u 1 T —— R yıA 
Cost N 24 Sinfz. 
zur 2; SEIEN 2 
sed etiam 
Y 
(Co os Ze Töne, (Cosa V—1Sin nur), 

qua tamen ex erg ut pitet halyai sane'„un grave inconve- 
nient‘ aceiderct, 

Dissimulari non potest, 'hoc „quomiam harum sutramque 2 
oporteret“ sufficientem minime conficere rationem signi 274, dum € nega- 
tiva gaudet parte reali, ex Analysi plane tollendi. 


*#) Hujuscemodi adesse necessitatem, siquidem $ cooptari placeat 7 et 
z-}+ 7, prout posiliva est aut negativa &, Jam supra fuit expertum. At alios 


28* 
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Quandoquidem vero, ut tempora nunec sunt Analyseos severa, ita.nihil 
omnino adsit periculi, ne, si quis forte statuerit quempiam signo 


forsan arcus quospiam 9’ et 9” vel potius (ut accurate loquamur) $’(a, 8) 
et 9”(a,), per quos fiat satis conditionibus illis 
e[Cosd’(a,8) + NY —1 Sind" (0, 8)] =a+$V —1; dum « positiva est, 
(2 | | 
eo [Cos 9” (a, P) -F NT Sin 9” (, BJ] = a + BE VI, dum « negativa, 


deprehendi liceat tales,: quibus ratae reddantur aequationes 


@) (+ EV Du— on (Cosas' + ZI Sin we"), 
RS (a +EV — Dr =ot (Cos us” +NV —1Sin ug”), 


illa, inquam, pro @ positivä, haec autem pro «& negativä, atque ambae 
insuper pro «=0,h. e, 


HD +. BV—DR=(VENR [os a9 (0,8) +Y —1 Sin u’ (0, 8)] 
— (4 ?)“.[Cos a9” (0,8) + —1 Sin us” (0, 8)]? 


% 
Qui, si tales forsitan exsistant, arcus 9 et 9” ita demum comparali 
sint necesse, secundum aequationes (y), ut non solum 


| Cos$’ (0,8) —=Cos#” (0,8), 
Sin&’(0,8) =Sind”(0,); 
sed etiam, w reali quälibet ac rationali, 


Cos u’ (0,8) = Cos u” (0,8), 
Sin u$' (0,8) = Sin u9” (0,ß); 


ideoque ut harum utrique differentiarum 


9 (0,8)— 9" (0,8) 


#[9" (0,8) — 9” (0,#)] 


alterutra cedat formarum +2%r communis (% num, integ. O0 inclus.); quod 
eyuidem aliter fieri non posse apparet, nisi ita fuerint isti I’(@,ß) et 9”(a,8) 
comparati, ut pro &—0 in plenam reducantur identitatem 


OR a ri! 
Constat autem solos, per quos satis demum fieri possit aequationibus (e), 
arcus H’(a,ß) et 9”(@,ß) comprehensos esse in 
r4+-2kr, dum « positiva est aut 0, 
et 
c+n4+2k'n, dum & negativa est aut 0, 
(% et %' num, int. O incl.) 
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(ae N Un — (a negativa) — tribuendum esse sensum, injunctum illi 
esse videatur officium, ut de continuatione hujusce sensüs in ipso etiam 


seil. salvo, quod in 'I'heoremate pag. 396. exposuimus, reservalo de z, dum 


a==0:estz 


idenıme soli, quibus finem propositum assequi demum liceat, arcus 
3(@,ß) et $”(@,$) in his conlineantur, necesse est, 


1%) 9’ (a, $)—=r+2hr, 9” (a,f) au =r+ (2% +1)n 
aut =r— (ak! —1)r ; 
2%) 9 (a.B)—=r—2hnr, 9" (a,ß) aut =r+ (2% + 1)r 
aut = — a, 


denotantibus jam % et %’ numeros integros (Oincl.) eos, quibus acceplis con- 
ditioni (d) salisfaciant $’(0,ß) et 9"(0,P); praecedentibus debiti, isti: 


wid 


10) 5/0,9)=+5 +2%r, 9” (0,8) au =FZ + @% +1)r 


aut —F, — (ak 1m, 
2, 90,8) =45 — Ahr, 9" (0,8) aut he 7 +’ +1)r 


aut —=F> — @#' —1)r 


(seil. signis superioribus aut inferioribus, prout $ posiliva 
est aut negaliva): 


quod equidem reverä novissimum de % et %’ reservatum id efficit, ut in mi- 
norem contrahatur numerus arcuum &’ (0,ß) et 4”(a,ß) aptorum praeceden- 
tium: id quod Jam facili negotio perspici licebit. 


a) Quo finem propositum assequi liceat acceptlis 


% (a,B)—=r+2kn 


et 
9”(@,#)=r+@k+ 1m, 


id.certe requiritur, vi conditionis illius ($), ut aceipiatur 4’ —%A, dum ß 
positiva est, et quidem —=A—1, dum ß negativa ; 


tum Ö) quo finem propositum assequi liceat acceptis 
3 (a, P)=r+2krn 
9" (a,B)—=r—(2k’ — 1), 


et 


id certe requiritur, ut aceipiatur 7 —=—% (i. e. utraque —0), dum $ posi- 
tiva est, et quidem —=— (%—1), dum # negativa; et sic porro. 


Quae si jam colligantur 0); atqne deinceps ex yquatuor illis combi- 
nationibus 
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limite «0 spondeat; propterea nec sane est timendum, ne, quem nobis 
visum fuit oportere signo 24 (« negativä) vindicari, sensu inducatur in 


0 (a,B)—=r+2kr, ! ) 0 (0,P)—=r+ 2er, 
9” (@,d—r+@k4Ya;\., 18a); 


9 (a,ß)=r—2kr, | | | 9 (a,B)=r—2hr,. 

9" (a, 8) =r+ ak) ;) 9" (a,8)—=r— (2k’—1)r 
excludantur eae, quibus acceptis ut finem propositum assegni liceret, id foret 
requisitum ut aceiperetur 4 tuantitas negativa; perfacili exinde patebit ne- 
golio superesse, quibus finem hunc asseyui liceat, nonnisi hasce: 

dum & positiva est: 
I ' | ; V (a, ß)=r— 2kı, | 
au au 
8" (a, $)—=r+(2%+1)r, 2" (a,B)= r— (2k—1)r 
dum ß negaliva est: 
; (0,8) =cr+2hn, | 0 (o,P)=T—2hr, 
au a nt 
9" (@,ß) =r+l2k-1)r; 8" (#,P)—=t— (2k+1)r 
Quod igitur soli hi sunt $’- eı 4” -valores, quibus ratae demum reddi 
possint aequaliones (8), illa (inguam) pro & positivä, haec aulem pro a 
negativä. atque ambae simul pro «=0; propterea suffieit, 
dum « positiva est, 


(o+EV —T)“ eooptari gu fCosulr+2kr)-FV —1 Sinulr-+2%r)), 


dum « negativa est, 
(atBN —ı)u cooptari 
o4 } Cos ulr-+2AH1)r]-+Y —1 Sin ufe +@kH+ rl} 


\ prout £ positiva est aut negaliva, 


(8') 


vel eliam 


dum « posiliva est, 


(a+8V —ı)u cooplari go} Cos Wahn) HN —1 Sin ult—2kr)), 


dum & negativa est, 
(#) N (e+EV —1)4 cooptari. 
out Cosue— (&AF 14V —A Sin ufr—@RF1)r]} 


prout £ positiva est aut negativa, 


quo eum assequaris finem ut, quae signo hoc («+ BY —1)“ denotata fuit, 
quantitas decrescente valore ipsius « numerico indefinite ipsa in eundem, sive 
posiliva fuerit sive negativa &, tendat, limitem: et quidem (ul facile est ex- 
pertu) nil refert, quemvis potissimum ipsi % tribueris numeri integri (0 in- 
clus.) valorem —; nec tamen ullis omnino aliis hunc assequi licet scopum, 
[Accepto A—=0 ambae, ut patet, in unam co&unt (’) et (8”)]. 
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ambiguum Analysis; e contrario emolumenta, quae hoc signo admisso 
contingant Analysi, totidem certe quot excluso incommodo percenseri 
licebit. 

(Ea, quae restant *), alio quodam tempore sequentur.) 


% 


Nihiominus ea nobis permanet immota sententia, quae supra in contextu 
dicebatur, tollendum plane esse (uti placuit Gauchy) ex Analysi signum 
illud Z4 pro & negativä, siquidem Anmalysi hoc uti signo tunc (i. e. @ ne- 
galiva) alio non liceret pacto, nisi quantitas, cui hoc vindicaretur signun, 
decerescente valore ipsius & numerico indefinite in eundem ipsa convergeret 
limitem ac ea demum quantitas, cui, dum «& positiva est, addietum fuissel 
hoc signum 74. Nam sive (8") admissam fueris sive (8”) — solas, in- 
quam, quibus admissis quem diximus novissime finem assequi demum liceat —; 
in aliud quoddam incidis majoris sane impedimenti incommodum: accidit 
nempe ut, cui (dum «& negativa est) addictum fuit tali modo signum ZW, 
quantitas decrescente valore ipsius $# numericoindefinite in di- 
versos ipsa tendat duos limites, prout ex plagä positivä aut negaliväin 0 con- 
tenderit haec 4: adeo ut (A Numerum denotante), si forte (#’) admitti 
placuerit, concedendum foret 


(— A)“ significare non’ solum 
Au (Cos2kum + V —1Sin2kun) (Cos un +Y —1Sinun), 
sed eliam 
Au (Cos 2kum +V —1 Sin2kun) (Cos um —V —1 Sin um), 


quippe quarum altera limitem confieit, in quem tonvergente Pf positivä in 
0, altera in quem convergente $ negativä in, tendit ipsa (—A+EN —1)u 
ex formulä (2°) definita; et quidem si potius placuerit (8”) admitti, ejus- 
dem plane generis incommodum adforet. 

 — Quod quoniam incommodum, ut plane apparet, majoris admodum est 
immpedimenti quam prius illud, ex acceptä definitione istä 


zu (4 0)" (Cosur4+NV —1 Sin ur) 


pront & haud negatiya est aut negativa 


oriundum ; propterea nos hanc quidem ipsis (8’) et (#”) praeferendam puta- 
vimus, opinati praeterea nec injunctum nobis esse oflicium nec veniam qui- 
dem datam ex Analysi, ob indicatum (si ita demum vocabitur) incommodum, 
signi Z4 pro @ negativa tollendi. 


*) Quae heic jam allata sunt, ea conficinnt omnia,: quae de signis 27Y 
et Log 3(2) in Actis Acad. Scient. Stockholm. et quidem Dissertatione tituli . 
praecedentibus superscripti referenda nos quidem curavimus. Quae in hac 
Dissert, occurrunt caetera non nisi signa illa Sin.z et CosZ, Arcsinzz et Arc- 
cos.T spectant. 
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Postseriptum. { 


Anno jam praecedente 1846 vix duas partes proveeto, nondum in finem 
perducto negotio typis Suecanis exprimendae (in Actis Acad. Scient. 
Stockholm.) Dissertationis, eujus ea, quae heic Latine reddita sunt, par- 
ten explent majorem — (praeterlapso quidem post recitatam in Academia 
Dissertationem anni unius spatio) —., mirum id mihi contigit gaudii ac 
voluptatis, ut popularis gnidam , Parisiis cum Cauchy ipso collocutus, 
redux inde mandatis convenienter, quae sibi ab eo data fuerant ”), certio- 
rem me fecerit, quod princeps ille Geometra vix bene praeterlapso tem- 
pore has ipsas Analy seos partes retractandas adgressus signorum inter- 
dietis, quorumin praecedenfibus (pag. 383. et 384.) facta erat 
mentio, haudquaqguam opus esse Analysi, ipse quidem Jam 
fuerat expertus. Mense demum Decembris vixdum elapso perscriptis 
Jam fere omnibus, quae huie „„postscripto‘‘ praecedunt, schedulas ac- 
cepi extremas Tomi Illi operis praeclari „Exercices d’Analyse et 
de phys. mathematique“, quwbus Cauchy perill. rem suo modo 
tractatam in medium proferendam curavit. : Quibus ‚ex schedulis quum 
comperi non omnibus omnino numeris congruere definitiones, novas illas 
quidem, Cauchyanas cum meis: at plurimum tamen referat, ut Analy- 
seos inter cultores de rebus hujusce naturae, ipsis inquam quibus innita- 
tur aedificium Analyseos fundamentis, perfecte convenigt; non possum 
quin breviter heic praecipua, quae discrepantiam istam constituunf, mo- 
menta exponam, sperans fore ut rem demum accurate explicatam mani- 
festamque eo redditam perfacili tandem negotio dirimi in sempiternum 
liceat. 


Quä tamen in expositione (ut decet) nonnisi iis, quae signa illa 24 
et Log »(2) spectant, hoc loco propositis pauca, quae de signis illis Arc- 
sinz et Arccos definiendis admonere voluerim, in aliud tempus — quo 
nenpe data mihi fuerit occasio ceaeteras Dissertationis meae partes, La- 
tine quidem redditas huic ‚,Archivo * oflerendi — differo **). 


*) Quorum videlicet mandatorum ansam dederat Nota qnaedam infra 
pag. 12. Commentationis nostrae cujusdam titulo „Doctrinae serierum 
infinit, Exercitaliones, P. Ima‘“ subscriptae, cujus paullo ante per- 
lustrandae copia Illustr. Cauchy data fuerat. Quä quidem in Nota nos obi- 
ter ea, quae in Dissertatione praesenti signa illa 7Y et Log (7) spectant, 
paucis indieata feceramus. 


*") Hoc tamen loco non possum quin obiter admoneam laborare hanc 
partem Gommentationis Gauchyanae et quidem nominatim pag. 385, graviori 
quodam calami lapsu, Scilicet quoniam, dum /=0 alyue $ numerice >1ı 
ponunlur, formula illa S in v5? (nec semper, uti loco eit, contendit Illustr. 
Auctor, in $) abit, exinde consequitur loco formulae (37) substitui oportere 
memorabilem istam 


Arccos (a =)T FY 18411). 
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Dum in eo res vertitur, ut determinetur, cuinam potissimum ex 
4#-potentiis (z reali) quantitatis illius z—«+4BV —1) innumeris hisce 


(Ü) :. =. (au — or (Cosu6-+Y —1Sin 46) 


Sno=e)' indetermi- 
nato relicto] singulare cedat signum 7“ nec non — utinobis quidem visum 
fuit — nomen „u-poten tia” principalis‘“; ex praecedentibus 
equidem Analyseos partibus arbitrio usque relicta est res tota, si modo 
ita definiatur haec notio 


[6 hoc loco, salvis solummodo ambabus illis 


(0) >» 2... zu pM(Cosu9H+Y —1Sinus) 
(9 breviter debitum ipsum -valorem denotante), ut, 


1) pro z = Numero A, in A“ ipsam Elementorum 


atque, 
ı——1l 3 ı —- 
2) pro f | „in. (—1)2 seu V—ı 
MT 


reducatur hoc membrum posterius (d).. Admonere heic: juvat ambabus 
his rite salisfieri conditionibus, sive Cauchyana (nova illa quidem)) sive 
nostra cooptetur determinatio ipsius 9: et quidem multis praeterea, quin 
immo innumeris, aliis ipsius & determinandi modis ita fieri posse. 


Sin vero ad ea simul, quae sequentibus Analyseos partibus futura 
sint consectaria ex hac definitione, advertitur animus; primum id qui- 
dem sese offert optandum, ut quae demum cooptata fuerit quantitas (d) 
seu (a + BE V—1)“ talem confecturd 'sit ipsarum « et 8 functionem, cui 
nulla accidat, variatis licet & et $ ‚quomodocumque, solutio continuitatis, 
quaequae sit u forte quantitas realis. Talem vero nullum omnino inve- 
niri posse %- ‚valorem , cujus beneficio compotes hujusce voti fiamus, id 
ut rationibus naturae rei debitis universis argui quidem liceat, tamen in 
praesenti sequentia, solummodo, eademque ut per se manifesta ta. ad rem 
dirimendam prae ceteris idonea, singularia attulisse argumenta sufficiet. 


Valorem ipsius 9, si 'quis exsistat, cujus beneficio compotes nos 
fieri liceat voti jam nune commemorati, duplici 'huic (ut. jam caeteras 
praetermittamus) satisfacere oportebit conditioni ut (A et B Numeros 
denotantibus ) 


1%) «u communis ambabus his («+ BY —ı)« futura sit 
limes decrescente B in O indefinite, atque 


20) (8Y—1)4 communis ambabus his At V Du futura 
sit limes decrescente A in 0 indefinite. 


Verumenimverd in .„„Nota I“ jam proxime praecedente evidenter nos 
quidem probavimus eo, quo solo finem illum 2°) assequi liceat, modo 
ipsius 0 determinandi alterum illum 19) — certe a negativä — non HORne 
attingi. Id quod reverä sufficit, ut plane apparet. 


Quod si, uti jam nunc constat perfecte, fieri non potest ut talem in- 
veniri liceat $-valorem, cujus beneficio compotes quod supra diximus 
voti fiamus; id deinceps sese praebet optandum, ut $ talis.cooptetur, 
quo alterutrum certe propositorum. illorum 19). et 2°) 'attingi liceat, 
quippe quoniam ne haec quidem ambo simul consequi ullo modo pote- 
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ris. At, utrum potissimum? Tali de re ne ullum quidem hoc tem- 
pore relictum esse locum dubitandi, id jure nobis licitum esse conten- 
dere videtur. Etenim quis est, cui non sit persuasum Analysi longe 
majora profectura esse emolumenta ex tali institutione, quä liceat rea- 
lem (plerumque) illam 


al 


censeri limitem ambarum (o-+3V — 1)“ communem, quam quae illi forte 
contingant ex venia imaginariam (longe plerumque) 


(V—ı)u 


censendi limitem ambarum (+4A+BVY—1)u? ’) 


Quid plura ? In hoc tamen ipso momentum vertitur differentiae inter 
Cauchyanam nostramque $-valoris deterininandi rationem, quod nempe 
nosträ admissä definitione ipsius Z%4 propositum illud 1°) 
attingatur, Cauchyanä vero non attingatur: id quod/ heie 
maximi momenti rem, Jam paucis explicare conabimur, 


4) Nobis, prout «& positiva aut negativa, erat ($ reali quälibet) 


(). . » (@+BY —1)# — Ho)“ (Cosur +Y —1Sin ur), 
ß 


r denot. Arctg > 


ex quä patet extemplo 


[A 


conficere limitem, in quem tendit (@a-+8Y —1)“ convergente & (positivä 
an negativä, nil refert) in © indefinite. 


B) Cauchyanä ex definitione habetur 
(d) . . . (HEY Da = gu (Cosus + V—1Sin us), 


$ denotante unicum ex Argumentis 6 ipsius af8Y— 1 id, quod 
limitibus + atque (exclusive) —r continetur; ideoque 


*) Sic Cauchy ipse: (pag. 375. operis eit. „Exercices etc.‘“) talem 
ipsius 9 determinandi rationem repudiavit, ex quä profecturum id esset 
incommodi (verbum refero ipsius Auctoris Laline quidem redditum), ut 


a%, dum & posiliva est, 


communis non evaderet ambarum (a4+BNV —ı)u limes, Eo magis miror, quid 
sit quod Cauchy.hoc ipso temporis momento talem hujus & determinandi 
rationem proposuerit admittendum, ex. quä necesse id conseguatur incom- 
modi, ut 

alt, dum o& negativa est, 
communem non censeri liceat ambarum («43V —1)“ limitem : quum tamen, 


et quidem nostrae definitionis beneficio, ambo simul evitari licet incommoda, 
id quod praeterea paucis mox infra patebit verbis. 


435 


ß 


dum « positiva —Aest, habetur I Ari 


libet, 


—r, f reali quä- 


unde, secund. (2), 
(AH EN Te — gu(Cos ur+Y —1Sin ur), 
ideoque Au ex hac etiam definitione limes est ambarum (A+YP?.Y — 1« 
communis, decrescente valore ipsius 8 numerico in O indefinite; 
dum vero «a negativa =—A est, habetur 
= Arctg  4rSrta, dum 8 haud negativa est, 
at | \ 


B )=r—r, dum.# negativa, 


= —(n— Arctg-— 


unde, seeundum (d), 


(—A+BN Dauer. [Cosu(r +7) + VY—1Sin u(r+n)], 
prout $ haud negativa est aut negativa, 
ideoque (— A)“ *) ex hac definitione ipsius («+8 —1)» limitem equi- 


dem censeri licet ipsius (—A+$VY—1)% convergente $ positivä in 0, 
minime vero $# negativä in O convergente. 


Observ. Reverä Cauchy hoc modo ipsi 74 eam ipsam, quae; in 
„Nota I‘ proxime praecedente ocurrit, definitionem (£’) 
pro k=0 [seu, quae idem valet, (£”) pro A=0], i. e. 


& positivä (0 inclusive) | 
(a +8 I) — eu(Cosur}V —1 Sin ur), 
o negativä (0 aa, Wi 
(«+f va ale [Cosu(e-m) VA Sinurtn)], 
prout £ positiva est aut negativa, 


admisit, eo tamen insuper adjecto posteriori huic aequa- 


tioni reservato — quo scilicet praetermisso anceps plerum- 
que evaderet definitio ipsius-a4 (@ negativä) ut ne legem 
illam 


„(a t8VY -1)u = I [Cos u -—r) + VY —1Sin a. 


dum £ negat. est,‘‘ 


*) Obiter admonere hac loco juvat, definitionem ipsius (—A)4 Cauchya- 
nam hancce 


(— Au = Au (Cos un + —1 Sin un) — Au (— 1) 


cum nostra omnimodo convenire. (Quä de re vid. quaec in nota infra pag. 399 
praeced. allata sunt.) 
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in ipso etiam limite #—0 ratam censeri liceat. Cauchy 
igitur posterioris quam diximus aequationis loco reverä 
hane cooptavit: 


(+ EV —1)# — ou [Cos ulrtr)+ V—1Sin u(rtm)]; 


prout 8 haud negativa est aut negat. 


Ex quibus — eorum vi ipsorum , quae in Notä illä J. prae- 
cedente allata sunt — rectä et quidem omni absque expli- 
catione ulteriori perspieitur Cauchy definitione suä pro- 
positum illud ‚,20)“, altero „„1°)‘‘ amisso, attingere. 
Nostra prorsus in contrarium tulit ratio rei gerendae. 


Quae cum ita sint, nobis certe — quippe quibus (uti supra dietum 
est) nihil omnino superesse videatur dubii, quin quisque re satis accurate 
examinatä talem, quä propositum illud ,„1°)‘ attingatur, institutionem 
longe sit praeoptaturus tali, quä alterum illud ,„2°)“, quandoquidem 
non ambo simul attingere ullo modo liceat, — nobis (inguam) Cauchy 
videatur, necesse est, inchriae cujusdam culpä nec re satis bene explo- 
ratä in eam, quam modo diximus, definiendi rationem incidisse. 

Pauca haec tandem addere juvat verba. Si quis forte unicam, ean- 
demque Cauchyanae illi (4) analogam, maluerit formulam loco amba- 
rum definitionis nostrae aequationum harum. 


(e+8Y 1)“ = (Ho)& (Cosur+ NY —1Sinzr), 
prout.«'hand negat. est. aut negativa, 

seu, explicatius, 
(HBV u — gi (Cos ur+ V—1Sinur), dum e haud negativa est, 


0) Au 
N atque — on [Cos u(r+r)+V —1 Sin w(r+r)]; dum «a negativa, 


substituendam; nil sane impedit, quominus optato illius subveniatur sub- 
stitutä equidem hac solä: 


TRMSES N (a HEY Zi gu (Cosus+ N —ISinw9), 


$% denotante unicum ex Argumentis 6 ipsius a+#V—1 id, quod 
limitibus hisce Ir): 5 | 


5% atque (exclusive) >+2 *) 


. . a . . . . . " TE 
continetur, quippe quoniam arcus ille z in priori aequat. ipsis +3 


. . . . . . 7 . [} 2 
haud excedere, in posteriori autem intra hos limites nal) (quoniam in eä 


«—0 haud oceurrit) inclusus censetur. 


*) Proposuimus igitur reverä nos quidem arcum p (vid. pag. 375. ope- 
ris eit. „Exercices etc.“):cooptandum nee r (quem Gauchy repudiavit) 
nec 0 (quem proposuit ille admittendum), sed ipsum illud medium Arith- 


NET Me 
melicum —. 
2 
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Tum quod ad differentiam inter Cauchyanam nostramque definitionem 
ipsius, quem Aiaktaui nos quidem, „e-logarithmi principalis“ 


Ka+BN —ı) 


attinet, analoga ea est (nec inopinato id quidem) praecedenti, quae defi- 
nitiones illas „potentiae principalis‘“ 


(«+8 V—)“ E 
apektahnt: 
Nostra quidem definitione id contigit emolumenti, ut 


/(«), sive positiva sit sive negat. «@, 


communis evadat limes amborum /(@«4+BY —1) deerescente B in 0 indefi- 
nite; attamen hunc 


IN —ı) 


limitem equidem semper ipsius ((A4+8V —1), decrescente A in 0 indefinite, 


nec tamen semper (scil. # negativä haud licet) ipsius Ai cen- 
seri licebit. 


E contrario Cauchyanaä definitione id aceidit incommodi, ut 


K«) 


communem non semper (scil. @ negativaä ——A haud semper licebit) cen- 


seri liceat amborum MER, limitem decrescente Z in 0 indefinite; — 
attamen hic 


KENN), sive BARER sit sive negat. Ps, 


En 


communis evil limes amborum ICHA4 +£ vi) un decrescente di in © inde- 
finite. 


Praeterea nostrüm utrique rata est haecce relatio 


K-N)=A44+- Y)eA4aV. 


EEE ER 


. 


Denique de differentia inter Sauchyanam definitionem ‚nostramque sig- 
norum universalium horum 


23 et orstz) 
(7, Y%, 5 quantitatibus quibuscumque, realibus aeque ac imaginariis,) 


nullä sane post haec opus est explicatione aliä quam häc generali, quod 
nostrüm utrique cooptatae fuerint definitiones illae 


1 
a zn eule Loga@)= 77. 


Quo scilicet ex facto patet omnino differentiam, de quä quaeritur, ex 
solä (cujus supra mentionem fecimus) differentiä inter Cauchyananı defi- 
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nitionem nostramque ipsorum Z(2) et /(d), 2 et 5 imaginariis negativa- 
rum equidem partium realium , pendere. ' Quare, si umquanmı eo perven- 
tum fuerit, ut de principatu alterutrius modi horum /(z) et /(d) definien- 
dorum conveniat, eodem demum 'temporis momento, uter potissimum 
generalibus illis 29 et Log5(Z) reservatus permaneat sensus, inter Geo- 
metras erit lege sancitum. 


Illustrissimo Cauchy, si ei placuerit suam ipsius post haec pronun- 
tiare sententiam, hujus aevi Geometrae aeque ac venturi plurimum se 
debere certissime confitebuntur. Quod ad nos attinet, tantä jam dudum 
imbuti sumus assuetudine explicationis apıd Cauchy in rebus dubiis 
petendae accipiendaeque, ut persuasum nobis hoc quoque tempore habere 
videamur, fore ut brevi ille quidem Geometras accepto quod. diximus 
beneficio obligatos sibi sit devincturus. 


‘ 


m mntBE Emm 


XLV. 


Ueber die Rektifikation und @uadra- 
tur der Toroide. | 


Von dem 


Herrn Doctor J. -Dienger, 
Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 


Die in Archiv Thl. VIN. S. 375. ff. betrachtete: Kurve besteht 
wesentlich aus zwei Kurven, eine, welche ich die äussere, die 
andere, die ich die innere Toroide nennen will. Für die erstere 
gelten in den Gleichungen (17) des, erwähnten Aufsatzes die obern 
Zeichen, für die andere die untern. Ich betrachte hier bloss die 
erste der zwei Kurven, .denn.die ‚andere hat, je nach der. Grösse 
von k, ganz andere..Gestalten, indem — wie man: durch Unter- 
suchung findet — sie Rückkehr - und Doppelpunkte haben kann, 


der äussern aber gleicht, wenn IS, jedoch auch nur alsdann. 


In eine spezielle Untersuchung der einzelnen Gestalten will ich 
hier nicht eingehen, da dieselbe im Ganzen nicht schwer ist, auch 
es sich hier vorzüglich um Rektifikation und Quadratur handeln soll. 
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Die äussere Toroide ist eine vollkommen geschlossene Figur, 
die sich in die vier Koordinatenwinkel vollkommen symmetrisch 
vertheilt, so dass, wenn man das ganze System um die Axe der 
x dreht, die Kurventheile sich decken, und eben so, wenn man 
es um die Axe der ı y dreht. Es genügt also den Quadranten im 
Koordinatenwinkel der positiven x und y zu betrachten. Fa 
Quadrant geht durch die Axe der z im Punkte z=a+% = 
und durch die .Axe der, y,im Punkte 2=0, y=b+k, net trifft 
er keine der Axen mehr. - 


nn Dzt man in den Gleichungen De a. ,,8, O. 21 =acost, 
Hbsint, was man darf, da alsdann ©; +Y [E Bag? so ist 
pen NY... 
EN Ka Ba 2 nn Se een \ 
Y a2sin2t+ b2cos?t 
ka 
Vv a2sin® +02 cos 


OM 





\ N 

u (y= (b+ TER ne 

wenn x und % die laufenden Koordinaten der Kurve sind. 
Man zieht aus den Formeln (1) 


sin?2!+b?2cos?t)3 
yo abk \ 


Det Ih V (a?sin2t + 02cos20)? 


57 — sin il Fe en}, 
Va: Ä (2) 


Bi nun, von {0 an gerechnet, s der Bogen, der zum Winkel 


En SS) gehört, so ist 


A 
+ Fa: d+ SR (arsin ——— N a2sin?t+ RENNEN b2cos2t.dt. 





2/-+b2 cost)? 


Dieser. Bogen fängt an bei dem Punkte 2=a+%, y=0: 
Führt ‚man. die ‚Multiplikation aus, so ergiebt EN: 


RN N PEITEITNETTFETE dt+ abk IB ak rn rn r 
= =a/f N 1— e2cos®t. 4 ak f 
a?—b? 


a? | 
Was nun zuerst das erste dieser Integrale anbelangt, so hat 


a2 sin ?t . b?cos2t’ 





wo ee = 


TU 
man, wenn; man 1=57,p setzt: 
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f; V 1—e? cos2tdt— fer V 1-e?sin2pop 
Ri, N 1-—e?sin pn | 
7t 
02 I 
= f' N Ten VIE 
R | 


Bezeichnet man durch Z(y ‚m) wie gewöhnlich das elliptische Integral 


SFR, 
0 


so findet sich: 


PERLE $ 
vi-e stät=E(},e — E(p,o=E (3 e) 25-4.) 
0 2 g 2 2 
Was das zweite Integral anbelangt, so ist es: 


1 SE PS ot 
Ko Ya2,/ „I+ecost "2a2) „l—ecost 


_ etcost —e+cost 
I Sn Sr + ecos type (7 





1 (1— e?) cos?t—sin*t 
7 a FT 
Also findet sich 
fr | 
s=a[E(Ze)—E 5—be)] | 
| (1— e?) cos ?t— sin 21 8) 


k 
— are (cos— Re 
an 5% e (cos 1— e?cos?t 


Für k=0 ist die Toroide eine Ellipse, deren Halbaxen «a und b 
sind; für a=b ist has ein Kreis vom Halbmesser a + %. 


Setzt man I=5 ‚ so findet sich als Länge des Quadranten 


aE G- e) + 5 7%, 
also ist die Länge der ganzen Kurve: 
4aE G \ e) +2kn, 


gleich der Länge der Ellipse + der des erzeugenden Kreises. 
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Für a=b ist E Je) = E(z. 0)=3- also die Länge der 


ganzen Toroide: 2(a+k)z. 

Wenden wir uns zur Berechnung der Fläche. ' Sie möge wie- 
der anfangen bei y=0, z=a+t%, und ein Stück davon endigen 
mit den zu t gehörigen Ordinaten; ist dasselbe v, so hat man: 


2 t Bun 
Br # 
{ Sri di; 


u ‚ya Fein LT men vet a |; (b+ ——— la hen ——)Jot 
ei Di V (a?sin?t+ b?cos?t)® V a?sin2!+b2cos®t 


2101 
— >10 pen aD 
I, en Bi: N (arsin?t+ b it b2cos 2008 203 


sinzit sin 2101 
2 
er afgure N arsinlth sin 2{+b2cos?t Se Sea (a?sin?t+ - b2 cos 21) 21,2 
Nun ist 








2 | € 
/o ET: 


Ferner findet man, wie be 
et a0! sin 
0 N (a?sin 214.6?0s?0)? 


Er Ey cos eh | Sr 1 kas® köstpto __) 
0 An. 0 EN er einig): sin 2p)3 


Een: 25) Gen)=eß- Se 22 u ‚e) 


aan er main 





sin FeoE t 


\ av I—oRcos®t' 


wenn man, wie gewöhnlich, YR ram” F(p,m) setzt, 
— m?s 


und beachtet, dass 


Y__cosapöh,. rc m) — ) D, ER sin cosp . 
eV Ammzsia2y)s N mE I nen 2, 


Eben so ist } ( 


Se sin 20 N St geter c08 ?p0p. \ -/” cos 2pdp 
N a’sin2tfb®e a? sin2t+b? cost o aN 1-e?sin2g Nena o aN 1-—e2sin2p 


EG) Ent rl 0 


ae? 





Theil IX. 29 
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Endlich ists .; NY N 


2; sin 2udt e  te2t.dt ) | u 7 ea 2 
(a? sin + b2cos ZUR o I 0 d?+a?tg?t)2cos?t7 Jo (b?+a2r?)? 
wenn tet gesetzt = Das letzte Integral ist aber 
— rt L 
a2 (02: a272) +5 Si are (tg — #; F)- 


Iemnach ist: 


{ sin 200 — test un ki, 
o (a*sin 2{+52 cos 3ER a2? }-a2te2%) +55 = arc (tg = —tg ) 


Fasst: man: die gewonnenen Resultate eppgmmenk so ergiebt 
sich: 


“sin tcost+ — ab 


2% / 7 7% 
72 Le: .e)- "@-u)r() tE(dobe)) 


b?k -sintcost 
avi mE 


B2 
„ak atE(3e)- £(5 BR e)— a ld) 
abk?tgt 
T2@ Fett) En 5 -aro 2 n 5 te (4) 


A 


——=—— 








Um den a zu erhalten, hat man nt zu setzen. Er ist: 


an ie 
er) 
la) Pe) Ah? 
mithin der von der 'ganzen Kurve umschlossene Raum: 
Be! 
dak | DE, Kr ei 
Sarg (5°) eve (Fe a A 


Setzt man k=0, so erhält man den Raum, der von der El- 
lipse umschlossen ist. Der zwischen der A und der äussern 
oroide befindliche Raum ist: | 


au 


er! 











ab + — 


DELL 


(5) 
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46?%k 7 gt 4dak 21 b2 7 
walk (Be)—E(ze Ele )—ar(Ze)H Re 
= @-)E(Z,e)+ Pr=tak E Fe) + m. 


Auf gleiche Art reduzirt sieh” die Formel (4), und man findet: 


B=—Zeinteost + tal 2($)- E(5 —t, ZW 


__6*k sinteost et ‚abk2tgt | 
a IN I-eec 1-— e2cos?t, 62a? t tg?) e- D) „are (tg = 5 tg 3 


Für a=b-ist e—0, 2(3)- (3 —t JE 


setzt man- ferner I=5 und Amar das Resultat viprlach, so ergiebt 





sich: 

ar lat 19-= RT 

wie-sich gehört. - 
Die Formel (5) ist: 


abz +4ak £(3 e) +kn. or) 


Somit wäre nun die vorgelegte Aufgabe gelöst. Es dürfte jedoch 
nieht.uninterressant sein, auch den Umdrehungskörper näher zu 
betrachten, der durch die äussere Toroide entsteht. 


Es drehe sich also das ganze System um die Axe der ©. Sei 
p der Inhalt der Oberfläche, die von dem Bogen der Toroide, der 
dem Winkel 2 entspricht (von t=0 an gerechnet) DERSREIS DEN wird, _ 
so ist bekanntlich: | 


RR e  [ ZaN? ZöyN® 
N) +3) % 


also 


29° 


p a abk: 
In, =/, (Hrn N Lust = (a2sin?t + b? a Var er FE 


nn Er 1 sin tdt f, 5 7 sin t.ot 
Sf, sie Th sin 14 b?cos tot + ab ef, nt tbrcosäih ak sin tdt + a?bk Y (a2sin?t+b2cos20® 


Dadurch, A man costi=x Setzt: erhält man: 


- n Rn “ x £ Ber 1 nn Sr T er 
aaa Er sinV a?sin2t-+52cos ?t =, NV a? — (a —b%)a? ia=af, Ni ereEe V1—exr20x 
o - 7 1 0 0 




































































cos? : _—__—_ 4 ? b 
—5 N a? sin?C+ 62cos? + 5, Arc (sin=eN1-— e? cos2t— gı cost). 

= £ sin {dt re je Or. ZT DES E 1 log. l—ecos | 

_ 0 asin 2? +6b2cos2t /o a2(l—e?2?) „ a2(l—e22) Dae t-e’l-+ecost 



































sint. ot Zu Te 0x f. - 0x BE er cost 
, Verse Ze | ad (1—e?22)? Jo av i—ea)? a’ Vi-a aaN I—e? cos? 


= Si nt USE EEE 
u 0 


en man- diese Resultate zusammen, sv ergiebt sich, 


























bcost Se : = 
p=2n 15 _ m N a?sin 2t4+b2 3608145, „are (in=eV. T—eroost el cos 7) 
b*k l+e l-ecost .. . bA2cost 
+ 5ae er 1 +tecost) DB et Er av 1—e?cos%t (6) 
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Diejenigen Glieder dieserFormel, die kein % enthalten, geben’den 
entsprechenden Theil der von der Ellipse BIRNEN, Oberfläche. 


Für die Hälfte der erzeugten Oberfläche ist Eu 5: also die 
ganze Oberfläche: 





2m [62 4 are (sine) + E08 s(TF2)+2« k+242]. 


Für a=b ist e=0, also die Oberfläche der Kugel: 
2r[a®+ a? +2ak +2ak + 2%2] = An(a} Ü% 


wie. bekannt. 


Suchen wir nun auch den raten Inhalt zu bastinginen! 
Er sei g, so ist‘ 


nn 


1» 
b 


0 I 0 

frz Haas, fa= 

2 2 
5 
ze 


VÖ 
\ few + 








707, US 


fern | 
N 


e(/280959 +/zUlSzD) 4 








N ron [w=n 
2 





79° U1S 


n 





14809 9.472 U1SzD 


1250939 +3zU 


2 
WERE + 


04280929 472 USD) 7 
797g UIS 


a 




















+ N 
zn ige n, Dre 
re > BER 
u, = m 
RE _ 
» u Pi ”. 
RT 
S m =) ie. 

& IS NS 
7 + os _ 
» 2 Rn 
SS ı& 
» Sen 
1 “ (=) 

> [77 

el ® 

Seel 


ol 
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'Dureh die' Substitution eosi=» werden diese Integrale alle 
auf bekannte zurückgeführt und man erhält‘folgende Formeln; 


fin we=—:sin®rcost— cost. 
0 


f N Yar 
es on di eoseN T— e2608% 
o NV a2sin 2:4 b2eos2; Za?e? 2ae? 
2e? ai ——— eb 
+ 07: Das are (inzeV] —e3 cos? u cost), 


° 


fie sin York. Ka 1+e es) 1. eost 
(0) 


ae da log ( om mis 
a2sin 2 +b2cos22 ——Bate3 "O\1I-— e T-Fecos/ a?e? ae? 








ı sin ae (4- cost ) 
o N (a2s'n?+ Vicos2D3 u b° NT ecos?t 
1 : ——— eb 
+ gs are (sin=eN 1—e2cos 4 — — c08 N. 
sin 39%7.. 1 b?cost 
a: sin 2 4+0?cos cos)? Iate2 2ade2(1— e?cos %) 


e 261 le 1-e cos? 
+ 053.08 l—e'I+ecost 























t, sin 206 
-,( war tahcost | de L_ _@e?+I)cosz 
Tea ee BeNTe ee). 


Substituirt man, so 'ergiebt sich: ., 


[-3 ; 1 20° ; 202" %b2 beosıV T-eBooatt 
=an sinfcost— 3 cos +77 ae? Nee wa 


+ ae Dh ) 


Be u — eb 
ey Cos# — eos) 








6212 Il+e A 2 J2cost 1b% 











— Za2es S\1-e1l tecos/ e2 eg: Taq3e2 
)b5 cos! m, kb3 eb 
TansgR Nero gsarc (sin =eV 1—e?co cos — 7 08 M) 
BeRa bYh2cost (e2+ 1) 02742 l+e 1-ecost 
ea? afte2(l—e? cosa) "7 Ye S\I-e' l-Fecos ) 
ne 6?k?cos!t “ , Qe+l)k%b 
3ae? Barry (1—e2cos2))3  3a2e? Za2e2N 1—e? 
# 
(ze? #1 #1), 335 cost 





"Bader 1 L4E FICHaRER 
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" fb3 (erh Nb2, KERN. 262. %6b2 \ 

jun Iı7gı auch PR er ERS, | 

ax| zsin/cos/ 3 cost + 3 4 % | 

kb cosiN 1—e2 eos % 


e? 


Rus .;: u b | 
+ „are(sin=eV l—e?cos?7 — e 08 d 


62,2 l1-re 1l—ecos?! 5 Kecost 2 
DE een anub ee ©) 
2a?e l-e 1-+ecosi e 
Eakch® cost 253 bARI COREL). n 
ate? N T-e2costt 34  Zate2N (1—e2cos?l)? 
(2e?+1) 435 cos ! 


3a2eN 1 — e2cos&% 
„ET ’ .. TU . . . 
Für die Hälfte setzt man 7= 5: und somit ist der ganze Körper: 


€ 262 kb? kb 2 b2J.2 I+te . 9%3- 
Dar 733 + Fr + 7 are(sin = 45% log ()rrz } (8) 


€ 


Für a=b ist e=1 und die Kugel: 
Parc ( en + ka+ ka+k2+424 =) im 3 (4a3+12a2%+12a4244%°) 


= (a4M3, 


wie bekannt. 

Die von % freien Glieder in (7) und (8) geben den körperlichen 
Inhalt des analogen, durch die Ellipse erzeugten Körpers; wäh- 
rend die % enthaltenden zusammen den durch den Raum zwischen 
der Ellipse und der Toroide erzeugten Körper ausdrücken. 

Es ist nun auch leicht, den Körper zu betrachten, der durch 
Umdrehung um die Axe der y entsteht; wir übergehen diese Be- 
trachtung jedoch. 

In Bezug auf die analogen Formelu für die innere Toroide, die 
ausserhalb des Kreises dieser Betrachtungen liegt, bemerken wir 


nurnoch, dass, wenn k< rt alle obigen Formeln für dieselbe gel- 


ten, wenn man statt k setzt —%k. Daraus folgt, dass unter dieser 
Voraussetzung hinsichtlich %: 


Der Unterschied der Längen beider Toroiden: 
| Ak; 


die Fläche zwischen beiden Töroiden: 


SakE G i .) - 


der Unterschied der Oberflächen der beiden Umdrehungskörper, 
welche durch beide Kurven erzeugt werden, wenn das ganze System 
sich um die grosse Axe der Ellipse dreht: 
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b?%k l-+e NN, 
ie (los (7 >) +2ak): 


und der körperliche Raum, der durch das Flächenstück zwischen 
beiden Kurven erzeugt wird: 





I Feb” 1243 
& dan Re 7 arc (sine) +3. } : 
Anderweitige Resultate liessen sich noch leicht erhalten; wir 
enthalten uns dessen aber hier, um nicht dem Gegenstande eine 
zu grosse Ausdehnung zu geben.*) 





XLVi. 


Eine geometrische Anwendung der 
Lehre ‚vom Grössten und Kleinsten. 


- 


Von dem 
‘ Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 
an der Universität zu Jena. 





Vor schon langer Zeit stellte Hr. Prof. Steiner m Crelle’s 
Journal folgende interessante Aufgabe: \ 


Wenn drei Punkte ihrer Lage nach gegeben sind, einen 
vierten Punkt in der Ebene jener so zu bestimmen, . dass 
die Summe der uten Potenzen der. Entfernungen. des 
gesuchten Punktes von den gegebenen einMinimum werde; 


und theilte zugleich zwei Bedingungen mit, welche zur Bestim- 
mung des fraglichen Punktes hinreichen ,- nämlich die folgenden: 


LE SISN(Z ,2)— yETzusin le), 
zul sm (z,y) Satz isin (yy, 2); 


worin x, Y, z die Entfernungen des gesuchten Punktes von den 
drei gegebenen bezeichnen; den Beweis für diese Bedingungs- 
gleichungen hat er aber nicht ‚geliefert., Es. dürfte. daher nicht 
überflüssig sein, eine Bearbeitung dieses Problemes mitzutheilen, 
wobei dasselbe als eine sehr einfache Spezialisirung des folgen- 
den weit allgemeineren erscheint: 


E 


*) Ich würde,den Herrn Vf. dieser recht gute Beispiele für die An- 
wendung der elliptischen Fünctionen enthaltenden Abhandlung doch bit- 
ten, seine Betrachtungen gelegentlich fortzusetzen. G: 
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Man soll in der Ebenex des. gegebenen «Dreiecks ABC 
(Taf. X. Fig. 13.) den Punkt O so bestimmen, dass für 
AO=z, BO=y, CO=: die Summe 


KIOERTOETOF 


worin @, %, y.drei völlig willkührliche Funktionen bezeich- 
nen, ein Maximum oder -Minimum werde. 


Für die Lösung dieser Aufgabe ist zunächst die Bemerkung 
von Gewicht, dass x, y, 2 nicht drei von einander unabhängige 
Variabele sind; denn wenn wir die Winkel des Dreieckes ABC 
der Reihe nach mit «&, ß, 7, die ihnen gegenüberliegenden Seiten 
mit a, 5, ce und den Winkel BAO mit t bezeichnen, so finden 
die Gleichungen | 


P=c?+2x2°—2rcost, a (1) 
22 = be en 20, cos(@— {) | (2) ı 


statt, und mithin bildet die Summe (2) -Hw(y)++x(@) eine Funktion 
von nur zwei unabhängigen Veränderlichen x un 


Bezeichnet nun f(x,t) irgend eine Funktion zweier unabhän- 
sigen Variabelen, so findet man bekanntlich diejenigen Werthe 
von z und {, welche f(z,t) zu einem Maximum oder Minimum 
machen, dadurch, dass man die nach x und ? genommenen par- 
tiellen Differenzialquotienten von f(x ,t) entwickelt und hierauf aus 
den Gleichungen Ss Baum | 


()=0 (72 —O 

or et phphiehreenp: 

x und £ eliminirt. Um nachher zu entscheiden, welche von den 
sefundenen Werthen einem Maximum und welche einem Minimum 
von f(z,t) entsprechen, muss man die’höheren Differenzialquotien- 
ten dieser Funktion in‘ Betracht ziehen; diese Diskussion ist aber 
in den Fällen überflüssig, wo man.aus der Natur von f(z,t) un- 
mittelbar ersieht, wann überhaupt ein Maximum oder Minimum in 
ihr vorkommen kann. BANR, 


In der Anwendung 'auf unser Problem ist 


fa, dpa) ty) +r@), (3) 
folglich Y 5 
shi LLREOIN PONY AIL EN 
| Con rate: >) SA 
fa LOPy) foy\ 816) (: 
(a Nat N a) () 


"" Andererseits findet man aus den Gleichungen (1) und (2) leicht 
durch partielle Differenziation nach : 
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1. aa An.» ar ON Z ea 
da) © PR 


und durch partielle N. nach 7 
(%)= 1.5 sind (N, , bzsin(@—2) 
m Ah bo is, 


Durch Substitution dieser Werthe gehen die Gleichungen (1) 
und (2) in die. folgenden über: 


0 ( LE x — ccost 479% ET 


of(&;t) Be a 

I) var, 
Yy x 

nhe wenn jetzt die partiellen Differenzialquotienten links gleich 

Null gesetzt werden, so bleiben zur Bestimmung von © und ? die 

beiden Gleichungen : 


b —— II 
=) FE Hot © 
0 we ae, @ 


A 


welche eine sehr elegante Umformung zulassen, wenn.man auf die 
geometrische Bedeutung der Coeffizienten von ’(y) und x(2) ein- 
geht. Wird nämlich do über O hinaus: unbestimmt verlängert, 
<Z4AOL=p, £BOL=g gesetzt, und werden ferner auf die ver- 
längerte Gerade AO von B und C aus die Balls BP und 
farb herahgelassen, so An 


ceost—x AP-AO PO 
Fllen : RO 
beos(@—l)— x ARQR—AO WO 
a 6 CO CO, 
csnt BP 


y = Hop, 


bsin(e—t) CQ 
z Co 





und hierdurch verwandeln sich die Gieichingef (6) und (7) in die 
folgenden: \  / 


Pa) Y'(y) cosp-+x(2)cosg, 
 0=W' (y) sm 9 — y’(z) sing. 


Hieraus lässt sich einmal x'(z) und dann vg) ebnainiieng man 
erhält ohne Schwierigkeit: Et 
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pa) sing yiy)sin(p+g);> 
p'(z) sinp=y'(z) sn (p +9). 
Bezeiehnen wir endlich die Winkel BOC, AOC, AOB mit 
u, v, w, so ist sing = sinvo, SDP = sinw, sn(p +9) = sinx und 


hierdurch gelangen die vorigen Gleichungen zu der sehr eleganten 
Gestalt: au 


9’ (2) sine —.y’(y)sinz, 


: 8 

9' (2) sin==y'() sinw; | ® 

oder in. Form. von Proportionen: | | 
p' (2): b’(y)= sin u:sin dv, 9)‘ 
p(a)ıy() —=sin u:sinw. | 


Es ist leicht zu sehen, dass implieite hierin die Auf lösung unse- 
res Problemes liegt; rechnen wir nämlich zu den zwei Gleichun- 
gen in No. (8) noch die vier folgenden: 


ut+o + w=360°, 
a?—y?+22— 2yz cosu, 
b—=x22+z?—-2rıcosv, (10) 
A=22+Y— 20 cosw; | 


so haben wir im Ganzen sechs Gleichungen zur Bestimmung: der 
sechs Unbekannten x, y, z, u, ®, w. Ein Theil dieser, wie es 
scheint sehr weitläufigen Elimination lässt sich ungemein leicht 
ausführen, wenn man berücksichtigt, dass die Proportionen in 
No. (9) denen sehr ähnlich sehen, welche in einem Dreiecke mit 
den Seiten 9'(z), '(y), x() und den Winkeln x, v, w statt fin- 
den würden 5» nur ist: der ‚Unterschied, dass. in (9) die Summe. 
w-+#v+ ww nicht. 1800 beträgt; wie in.einem Dreiecke. der Fall. sein 
würde; sondern 360°. Dieser Uebelstand, hebt sich „aber. sehr 
leicht, wenn man statt der Winkel «, v, w ihre Supplemente,ein- 
führt , also ) TER 


00, 7180 rt = 
Sa wi en | 

nn: tet w=1800 
und nach No. ( | f 


(a): (y) sin Wssinv', VRR 
IR an 


(a): C) = sinu:sinw. 


a 
Bezeichnen wir zur, Abkürzung wie folgt: 
S= pa), a=Yly), =; (12) 


so können wir uns &, n, £&, oder diesen Grössen proportionale Ge- 
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rade, als Seiten eines) Dreiecks, u’, v','w’ als die gegenüberste- 
henden Winkel denken und haben ‚dann: 


72+62— 82 | 





2 BER? 
cosv' Er 
Be Te | 


und für cosu, cosv, cosw gelten die nämlichen Werthe, 'nur mit 
entgegengesetztem Zeichen. Die Gleichungen (10) gehen jetzt in 
die folgenden über: | 


| = ar+e- &), 
Ba. 0 N.) 


ra 
za, HR; | 
und hier giebt es blos noch drei Unbekannte, weil in &, n, & nur 
x, y und z vorkommen. Weiter lässt sich natürlich die Elimination 
nicht treiben, weil die ferneren Schritte der Rechnung durch die 
Natur der Funktionen &, n; & erst’ bestimmt werden müssen. Ein 
paar: Beispiele für unsere allgemeinen Formeln sind die folgenden. 


) Sei yla)=arp(y)—=Pßy, X) + yz; so wird 
ya) Wh, Va=E=Y; 


und"die Proportionen in (11) bestimmen ‘dann unmittelbar die Win- 
kel «’, v’; w'. Construirt'man nämlich ein Dreieck, dessen Seiten 
die Grössen &, ß, y oder ihnen a Ka sind, so ist der 
Gegenwinkel zur Seite & gleich dem Winkel x’, und: ebenso sind 
v', w' die Gegenwinkel zu den Seiten ß, y. Beschreibt man jetzt 
über den Seiten a, 5b, c”des gegebenen Dreiecks als Sehnen 
Kreisbögen, in welchen «', v’, w die Peripherienwinkel bilden, 
so giebt der gemeinschaftliche Durchschnitt der drei Kreisbögen 
den gesuchten Punkt O0. Für a&=ß=y=1 werden w','v',; w' ein- 
ander gleich, nämlich —=120°, und man kommt dann auf einen sehr 
bekannten Fall zurück. 

2) Für g(@a)=2?, v(y)=y?, y@)=:? bestimmen die obigen 
Formeln den Schwerpunkt des Dreiecks; denn es wird dann 

r Be 22, N AR 

und aus den Gleichungen (13) erhält man durch Elimination leicht: 


z—=ıN 20? + 2022 a2, 
y=} N 2a? + 2%? — 2, 
ı—ıN 2a? >25? — ec, 
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Da diese Formeln mit denen zusammenfallen, welche für den 
Schwerpunkt des Dreiecks gelten, so folgt hieraus die Identität 
unseres Punktes mit jenem. 


3) Setzt man p(2) Ir, yy)=ly, a@)—L; so würde 
| lzc+ly+l = lay:), h 
d. h. xyz zu einem Minimum zu machen sein. Es wird hier 


0 ke 
=, 127° =>; 


und die Gleichungen (13) gehen über in: 








Kapr 2,2 
@=2(y*+ Mr. . 
| 2222 
| Ya 
= %ar+y) 


Da hier nur die Quadrate der sechs Grössen x, %, z vorkommen, 
so kann man vorerst die Exponenten 2 sämmtlich streichen, wenn 
man am Ende der Rechnung wieder a?, b?, c?, &?, y2, z? für 
a,b,c, x, y, z schreibt. Nach dieser Reduktion bleibt für x 
eine cubische Gleichung, nach deren. Auflösung noch die Aus- 
ziehung einer Quadratwurzel nöthig wird. Vielleicht lässt sich das 
Endresultat auch durch Intersektionen von Kegelschnitten geome- 
trisch construiren, doch ‚hat dies. der ‘Verfasser. nicht versucht. 


XLVEI 
Vebungsaufgaben für Schüler. 


Von Herrn Oskar. Werner, 
Schüler des polytechnischen Institutes zu Dresden. 
(Fortsetzung: von Nr. XXXIX.) ERLS 
Folgendes ist zu beweisen: 


Für jedes positive ganze n ist 


454 


t 
| SUR . sec GSsclchnPl see & sec(a+B)-Fsee(«+B)sec«+2B)H... 
+ sec[@ + (n—1)ß]sec [«-+nP], 

2.4 Bm & cosec acosec(e+ nf) = cosec @cosec («+ P) 

+ cosec(@& + P) cosec(«-+2P)-+...... 

+ cosec[e + {r—1)ß]ecosece[«+ RP]; 
Bi 1)r—-1sin Et u sin(«+nP) +sin («—P)sin « 

-2cosß 
= sin e—sin ?(@ + P) + .... (— Dr1sin?2[@-+(r — IP], 
(— br-1cos[e+ (n—1)ß] cos («+nP)+ cos (d«—P) cos « 
2cosß 


=cos er cos?(«-+P) +... ya )r-1cos?[e +(n—1)B]; 
a "eotang a — 2n cotang?”« 
—=tange +2 En uogde +..+ In—1tang2r—1g; 


| 5 3 = ee 
“ 4 : t IT: 4 ige 
=32 weh ang ge ange a+.. no ange; | 
W 
6. cotang Int Bora 


= cosec «+ cosee 5% + cosec 7° tr... + cosee In 18. 


Von dem 
Herrn Doctor J. Dienger, 


Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 





14H. 
cos (ad)>, \cos(a# Hb)& ‚'Cos(a+2b)e cos(a+3b)«\ : 
Ag Taf Be . "in inf, 


rd cos (ac) — cos(b— a)a 
| 725 —Irbcos(be)+1l 


sinae , sin(a+b)e , sin (a-+2b)« sin (a+35)« 
el meer. See pre Ha . In inf. 


£ b—a 
re; 





—_ 3. sin (ae) +sin ER ' 
u ab —Irbcosöß+L:’ 


455 
wenn r>1, a>0, 5>0, « reell. 
Hieraus folgt: 


Cosa , cos?« | cosda, 


A WW: racosa—]1 
+ ee. it If > 
ya y2a y3a 


720, — Iracosa+1' 








sine . sin?«° 'sind«” ' 








{E inf | r@sin«@ 
ae 1 m re, i Ds 
ä ra a tn | — 2r@cose+1’ 
unter denselben Bedingungen. 
'E A srl: 
an Feos2p gi 'r ricos4p |. dag 1yn ‚rn cos2np, a 
b ur nolde 31,2,344dle} nn 1.2...20 0 
eTsin$erTsinP —rsinp— prsinp 
EN eos(reos P). e0s2g: en ind 
Yıb 0 dcos e-tsing:tersin bisian 
Pylnsyez pH 1 7 on (rcosp) c0s@ 
e’sin$ — eTsinP R 
EDEL COS H) sin op; 


r2sin?o ER an. ‚resin6p R a“ 
Velden 6 hl. ER st 
2 1.2 3 T: ). 3- 4 2 73, > Rs in inf. 





Dame + e—Tsinp 














— „2 cos (r Cos 9) sin? 
— sin efsin , 
e pP —_ p a 242 
OFFERS sin e cos En cos?2p + 
ersinp r eTsinp a 
emo a not strong). COS, 
wenn r_0 und & beliebig ist. 


11. 
1.2.3 , 12.32.5.. 12.393097 


4 2 in 12.3252... 2r—1)?@r-+H1) 
22 Eptzemt zZergt CH OTE)LT 

12.32.52....(2r+1)? (2r+3) 
7 ,22.42.621.:27r+2)2° 
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XLVEIE | 
Miscellen 


Von dem 


Herrn Professor Dr. ©. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


Als ein etwas frappantes Beispiel für die Lehre von den Glei- 
chungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten benutzt man ge- 
wöhnlich die Aufgabe: zwei Zahlen zu finden, deren Summe Pro- 
dukt und Quadratdifferenz; gleich sind; und dieselbe ist auch in 
so fern instruktiv, als keine unmittelbar gegebenen Zahlen in den 
betreffenden Gleichungen vorkommen. Man scheint dagegen nicht 
bemerkt zu haben, dass die analoge Frage nach zwei Unbekann- 
ten, deren Differenz, Quotient und Quadratsumme gleich sein soll, 
ein nicht minder nettes Beispiel für: die ‚Gleichungen dritten Gra- 
des darbietet. "Wo i 

Aus 


! 


Kar. Ce 
Ye —ZERY? 


folgt nämlich zunächst 





u 
| | ET 

und für y die eubische Gleichung : 
erPen 


Durch die Substitution „=z—! erhält man hieraus die trans- 
formirte Gleichung v er | 


Den Fig ErSE 
Far Te 


E72 
de 


auf welche sich die Cardansformel anwenden lässt; man findet 
nämlich 


23V 73) 33 N 513 
= VB). VB) 
oder in Zahlen: | 
le) ARE 2 = 0,890 


ann Hiefäus a Fe Rn KT ET TR 
04 = 0.565197 44. 
02 0,20409..... 


Der gemeinschaftliche Betrag von y—z, 3 und z2-++32 end- 
lich ist 0,36110..... 


ren EB 


xXXXII. 
Literarischer Bericht. 


(In Folge der schon bei dem Literarischen Berichte Nr. XXXI. gemach- 

ten Bemerkung enthält die vorliegende Nummer eine grössere Anzahl 

blosser Titel und weniger ansführlichere Anzeigen. _ Die nächste Num- 

mer wird wieder eine grössere Anzahl der letzteren bringen, namentlich 
auch von mehreren der Redaction zugesandten Werken.) 





Geschichte der Mathematik und 
Physik. 


Kopernik et ses travaux, par Jean Czynski; de 19 feuilles 
Y4, plus un portrait. Paris. 1846. 8. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


System of Pratical Mathematies. Pt. I. containing Algebra 
and Geometry: being No. 16. of a New Series of School Books 
by the Scottisch School-Book Association. 12mo. Edinburgh. bd. ds. 


Arithmetik. 


Fritsch, Ph.: die Decimal-Rechnung und ihre practische An- 
wendung bei Münz- Maas- und Gewichts-Rechnungen. Heidelberg. 
1846. 7, Sgr. | 


Herrmann, Fr. J.: kurze Anleitung zur Algebra für Gym- 
nasien und zum Privatgebrauch. gr. 8. Darmstadt 1846. 1 Thlr. 


Band IX, 33 
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Gentil, M.E.: Traite d’Algebre. Premiere partie. Paris. 1946. 


Bryce, J. Jun.: Treatise on the Elements of Algebra. 2. edi- 
tion, with various additions and improvements. bound 4 s. 6d. 


Vasalli, S.: algebra ad uso delle scuole della reale militare 
academia. Edizione seconda. Torino. 1845. Vol. I. 8. 


Cournot, A. A.: Elementarlehrbuch der Theorie der Fune- 
tionen oder der Infinitesimal- Analysis. Deutsch bearbeitet von 
C. H. Schnuse. 2. Lin, ‚Därmstadt‘ 1846. 2 Thlr. 

Anleitung zur Differential- und.Integralrechnung, 
von Dr. Ph, Jolly, ausserordentlich em Professor der 
angewandten Mathematik an der Universität Heidel- 


berg. Heidelberg. 1846. 8. 1 Thlr. 20 Sgr. 


Der Herr Vf. sagt in der Vorrede: „Meine Absicht war, auf 
einem möglichst elementaren und doch nicht zu weitläufigen Wege 
zur Kenntniss der. Differentialrechnung. zu führen, indem ich mir 
vorsetzte, für Jene eine Anleitung zu schreiben, welche die Diffe- 
rentialrechnung ihrer Anwendung halber suchen, für die es daher 
erlaubt, ja sogar geboten sein wird, weitläufige Erörterungen zu 
vermeiden und der Einfachheit der Herleitung, selbst wenn durch 
dieselbe von vornherein nicht die sonst erreichbare Allgemeinheit 
sogleich erzielt werdem»söllte, ein entscheidendes Moment einzu- 
räumen“ und hat dadurch selbst der Kritik den an seine Schrift 
anzulegenden Maasstab an die Hand gegeben. Wir glauben näm- 
lich, dass gewöhnliche Praktiker, die in den Fall kommen können, 
von der Differential- und Integralrechnung einfache Anwendungen 
zulimächen, ‚in: dieser. deutlich verfassten Schrift: eine für ihre 
Zwecke hinreichende, ihren. Fähigkeiten angemessene Belehrung 
suchen und finden können, und empfehlen daher dieselbe ihnen zur 
Beachtung aus Ueberzeugung. Dagegen dürfen wir aber auch nicht 
verschweigen, dass diese Schrift höheren wissenschaftlichen An- 
sprüchen auch nicht im Entferntesten entspricht, „weil sie dem Leser 
nıchl’eine Altnung’ gieht von der strengen, keinem Zweifel, keiner, Un- 
senauigkeit Raum lassenden und in mehr als einer Beziehung wahr- 
haft kritischen Behandlung der Differential- und Integralrechnung 
und der Analysis. überhaupt, zu welcher in den zwei letzten Decen- 
nien ;einige neuere Analytiker auf die rühmlichste Weise.die Bahn 
gebrochen ‚haben, die aber gewiss auch keineswegs. schon als ab+ 
geschlossen betrachtet werden darf. Denn was auf S. 113. über 
diese neue Behandlung unter dem, wenn auch allerdings das Fun- 
damentaltheorem ursprünglich von Ampere herrühren dürfte, doch 
etwas sonderbar klingenden Namen „Methode von Ampere“ 
etwa gesagt ist, ist nicht geeignet, vondieser neuen Behandlun 
im Ganzen und Grossen und von den wichtigen, zum Theil höchst 
allgemeinen 'Theoremen, zu denen dieselbe bereits- geführt hat, 
auch.nur:im Entferntesten einen einigermassen hinreichenden Begriff 
zu geben. :Wollte man. also in der vorliegenden Schrift ein Bild.des 
gegenwärtigen Zustandes der höheren Analysis zu finden hoffen,' so 
würde man sehr irren. Vielmehr finden sich dieselben höchst missli- 
<heü) Anwendungen der Methode der unbestimmten Coeflieienten, die- 
selben Vernachlässigungen der Resterder unendlichen Reihen, und’an- 
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dere, den mit diesen neuen grossen Fortschritten der analytischen 
Methode gehörig: vertrauten Analytikern allgemein bekannte, daher 
ohne unnütze Weitläufigkeit hier nicht zu wiederholende, zu Feh- 
lern und. Trugschlüssen leider nur zu häufig Veranlassung gebende 
Ungenauigkeiten in dieser Schrift in demselben reichlichen Maasse, 
wie 'sie sich: z. B. in Lacroix’s bekanntem kleineren Werke, mit 
dem die vorliegende Schriftüberhaupt ziemlich auf gleicher Stufe 
steht, fast auf jeder Seite finden, wobei wir auch noch bemerken 
wollen, dass — nach unserer Ueberzeugung wenigstens — die auf 
S. 150—194 beigebrachten Sätze von der Convergenz und Diver- 
genz der Reihen dem ganzen Geiste dieser, Schrift. zu wenig ent- 
sprechen und deshalb gewiss überhaupt hesser weggelassen worden 
wären, da sie.ja in der ihnen hier gegebenen Fassung überdies nicht 
der Differential-. und, Integralrechnung, sondern recht eigentlich 
der sogenannten Analysis des Endlichen oder der algebraischen 
Analysis angehören. : ARNBRT FE bin 
Finen Lehrer, der durch die bloss praktische Tendenz und geringe 
Fassungskraft. seiner Schüler genöthigt ist, die ‚höhere Analysis 
jetzt noch in ähnlicher Weise wie in dem vorliegenden Buche vor- 
zutragen, beneiden wir wahrlich nicht! Denn wir wenigstens wür- 
den fast in jeder Stunde .an unsere Brust zu schlagen und uns zu 
fragen genöthigt seyn, in wie weit denn die in scheinbar allge- 
meiner Gültigkeit "den Schülern vorgelegten Resultate. wirklich 
richtig seyen, und ob wir dieselben nicht vielleicht in einer ‚ge- 
wissen Weise, am Gängelbande der höchst ‚unwissenschaftlichen 
Methode der unbestimmten. Coeflicienten und der sogenannten 
Entwiekelung. der Functionen in Reihen, wie sie im vorliegenden 
Buche auf S. 110... ganz nach Lagrange in derselben unwissen- 
schaftlichen und gegenwärtig als völlig antiquirt zu betrachtenden 
Weise wiedergegeben worden ist, nur an. der Nase herumführten; 
denn, wenn letzterer Ausdruck auch etwas trivial und etwas. stark 
ist, so ist,er doch nach ‚unserer vollkommensten Ueberzeugun 
für einen Unterricht in .der Differential- und. Integralrechnung und 
der mathematischen Analysis überhaupt nach der älteren Weise 
der allein bezeichnende. Strenge Richtigkeit der gewonnenen Re- 
sultate und Einschränkung derselben in ‚die gehörigen Gränzen, 
über .welche hinaus. ihre. Anwendung unsicher ist und zu. Fehl- 
scehlüssen. führt, ist für uns erstes und wichtigstes . Haupterforder- 
niss jeder Darstellung einer mathematischen , Wissenschaft, , und 
gegen sie müssen fürs Erste alle übrigen Rücksichten auf Ele- 
ganz, sogenannte,heuristische oder wohl gar philosophische), Ent- 
wickelung, oder wie dergleichen ‚zu benennen sonst noch zuweilen 
beliebt zu werden pflegt, in den Hintergrund treten. Aber freilich 
müssen wir leider immer mehr und mehr die Ueberzeugung ge- 
winnen, dassi/die ‚neuere kritische'Methode. bei dem Unterrichte in 
der Analysis’ ‚bis jetzt nur ‚auf, sehr wenigen Lehranstalten, .ja 
selbst auf nur sehr wenigen Universitäten, sich ‚Bahn, gebrochen 
hat. So betrübend dies ist, so wahr ist es doch. Der, Stellung 
jeder Universität wäre es aber doch allein würdig und. angemes- 
sen, wenigstens einen Lehrer zu gewinnen, welcher die Analy- 
sis nach den strengeren neueren Methoden, als Vertreter dersel- 
ben, zu lehren im Stande und befähigt wäre, eine Befähigung, die 
freilich jetzt noch nicht häufig angetroffen wird. : Dass übrigens 
auch selbst bei dem Unterrichte von Praktikern sich. mit gehöriger 
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Auswahl von den neueren Methoden ein verständiger Gebrauch 
machen lässt: dafür liefert das in Nr. XX. S. 302. des Literarischen 
Berichts angezeigte, für den Unterricht in der Analysis auf dem 
polytechnischen Institute in Wien bestimmte Werk von Salomon 
einen recht erfreulichen Beweis, wie a. a. OÖ. mit Mehrerem "her- 
vorgehoben worden ist, auf das wir daher namentlich Praktiker 
hier gelegentlich wiederholt aufmerksam machen. 


So lebhaft sich auch diese und ähnliche Betrachtungen uns 
bei der Ansicht des vorliegenden Buchs wieder von Neuem auf- 
sedrängt haben, so wiederholen wir doch unser im Eingange aus- 
gesprochenes Urtheil hier recht gern noch einmal, dass der Herr 

f. ein für die gewöhnlichen, keine höheren Ansprüche machen- 
den Praktiker in gewisser Rücksicht nützliches Buch geliefert 
hat; und auf eine andere Anerkennung macht ja derselbe laut der 
Vorrede in sehr lobenswerther Bescheidenheit selbst nicht An- 
Sptuch, Möge daher das auch äusserlich recht gut ausgestattete 
Buch in seinem Kreise den von dem Herrn Verf. beabsichtigten 
Nutzen im reichlichsten Maasse stiften, was wir demselben von 
Herzen wünschen. Denn es ist immer schon ein Verdienst, wenn 
durch eine deutliche und einfache Darstellung die höhere Analysis 
in weiteren Kreisen verbreitet und derselben neue Jünger gewon- 
nen werden, namentlich aber auch Praktiker zu deren möglichst 
häufiger Anwendung, deren dieselbe ja so sehr fähig ist, ange- 
regt und angeleitet werden, wozu dieses Buch mitzuwirken gewiss 
recht wohl geeignet ist. Unsere obigen gelegentlichen Auslassun- 
gen betreffen nur die leider noch zu häufige Darstellung der Leh- 
ren der Differentialrechnung im Allgemeinen, die immermehr in 
den Hintergrund zu drängen nach unserer Ueberzeugung sehr 
Noth thut, wie namentlich auch in diesem Archive von mehreren 
Seiten her schon oft und gewiss auf sehr eindringliche Weise her- 
vorgehoben und deutlich nachgewiesen worden ist. Denn dass 
die neueren Methoden, gegen welche die ältere Darstellungsweise, 
was nach unserer Üeberzeugung gewiss nicht zu viel gesagt ist, 
in Rücksicht auf wahre mathematische Strenge und Evi- 
denz in ein wahres Nichts verschwindet, sich immer mehr Bahn 
brechen und dass wenigstens aufjeder Universität ein dieselbe inihrem 
unbestreitbaren Rechte vertretender Lehrer sich finde, ist jeden- 
falls im höchsten Grade zu wünschen und der hohen Würde die- 
ser Lehranstalten allein angemessen, 


Cauchy, A. L.: Vorlesungen über die Differential-Rechnung. 
Aus dem Franz. übersetzt von Schnuse. Zusätze. Braunschweig. 
1846. 8. Y, Thlr. | 


Richter’s Differential- and Integral-Calculus. By J. Anthon 
Spencer, B. A., Assistant Matematical Master in University Col- 
lege School. 12mo. with Diagrams. 


% 


Tables de logarithmes pe Jeröme de Lalande, etendues 
a sept decimales par F. C. M. Marie, precedees d’une instruction 
etc. par le baron Reynaud. Edition stereotypee. In 16. de 7 
feuilles %,. Paris. 1846. 


Bildt, G.: logarithmiska tabeller for numeral och trigonome- 
triska functioner. 12. Stockholm. 1846. 36 sk. 


’ 
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Geometrie. 


nn nen 


Milter, J. C.: Anfangsgründe der Elementar-Geometrie. Celle. 
1846. 1, Thlr. | 


Baltzer, ©. H.: Anfangsgründe der Geometrie. Leipzig. 
1847. 8. 5a Thlr. 


Bender, F.: Lehrbuch der Elementar-Geometrie zum Gebrauch 
für Gymnasien. 2. Heft. Stereometrie. Darmstadt. 1846. Y, Thlr. 


Anfangsgründe der Geometrie zum Leitfaden für Lehrer der 
Gymnasien, wie auch zum Selbstunterricht, verfasst von Professor 


S. F. Lubbe. Mit 12 Figurentafeln. Berlin. 1846. 5. 1, Thlr. 


Goure, M. E.: elemens.de geometrie et de trigonometrie & 
l’usage des canditats aux ecoles royales Polytechnique, militaire, 
navale et forestiere. In 8. de 36 feuilles %,. Paris. 1846. 

Geometrie descriptive par G. Monge suivie d’une Theorie des 
ombres et de la perspective, extraite des papiers de l’auteur par 
M. Brisson. Septieme edition. Paris. 1846. 4. 


Whewell, conic sections: their principal properties proved 
geometrically. Cambridge. 1846. 1s.6.d. T 


Cauchy: Vorlesungen üb. die Anwendung der Infinitesimal- 
Rechnung auf die Geometrie. Deutsch bearb. von Schnuse. Zu- 
sätze. Braunschweig. 1846. 8. 5, Thlr. 


Praktische Geometrie. 





Tonneau, F.: Lecons elementaires de geometrie pratique ap- 
ner dessin lineaire. In 12. de 4 feuilles, plus 8 pl. A 
aris. 


Hennon, V.: Geodesie des forets. Ouvrage tout special. 
In 8. de 11 feuilles, plus 8 pl. Nevers. 1846. 


Pease, W.: course of ers geometry, designed kr the 


higher class of mechanics and for math. schools. 8. Edinburg. 
1846. 1 s. | 


Mechanik. 





Coriolis, G.: Lehrbuch der Mechanik fester Körper und der 
Berechnung des Eflectes der Maschinen. Deutsch herausgeg. von 
Schnuse. gr. 8. Braunschweig. 1846. 1, Thlr. 


An Elementary treatise on Hydrostatics and Hydrodynamics. 
By Andrew Searle Hart, L.L.D., Fellow of Trinity College. 
Dublin. 1846. 8. 6 s. 6d. 
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By: the,same „Author; 
An Elementary treatise on Mechanics. SG 5. 0m 


Optik 


"Wiegimann, R!: Grundzüge der Lehre von der Perspective. 
Mit 2 Sieindrucktafeln. "Düsseldorf. 1846. 8. BR Thlr. 


Astronomie. 


| Mädler, Dr. ,J. H.: die Gentralsonne., 2te umgearh, un er- 
weit. Aufl. gr; 8. Mitau. 1847. 3, Thlr, | 


Bartholomäi’s astronomische Geoginphiei in Fragen und Auf“ 
gaben. Jena. 1846. 8. .Y, Thlr. 


Frost: two systems of astronomy hrgft the Newtonian oäyaten: : 
second, the! system ‚in. accordance ‚with ‚the. holy Sea, 
1346. 16.s. | 


Nordmark, J.: Globbära och Tidräkning somt Första Gr. 
derna i Atronomien. Gefle. 1845. 32 sk. 


Argelander, Fr. W. A.: astronomische Beobachtungen auf 
der Sternw arte-zu Bonn. dh.» gr. 4. Bonn. 1846. 7 geh. 5 Thlr. 


The Nautical Almanac and Astronomical Ephemeris for the 
Year 1850. Published hy Order of the Lords Commissioners of 
the Admiralty. Royal 8. pp 634. sewed. 5,8. 


Colman, G.: lunar and nautical tables. 8. 22 =. 


Examen ‚he ue ‚de Cosmos de Humboldt, avec l’expose d’un 

nouveau systeme de l'univers base sur une loi unique, et donnant 

Vexplication physique et rationelle des principes newtoniens, par 
8. 


A. J. Rey de Morande. Paris. 1846. 


/ 


Physik. 


Hessler, J. F.: Handbuch der Physik. 1s Hit. Wien. 1846. 
8.1 Thir. 


Petit traite elementaire des sciences physiques- Premiere; ar- 
tie. Introduetion et astronomie., ‚In 18. de 4 feuilles. Lille. 1846. 


‚Meissas, Alexandre: notions elementaires de Physiqud) | 
3eme edition, In 18. de 9 feuilles Y,. Paris. 1846. 
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Pinaud, Aug.: Programme d’un cours el&mentaire de physi- 
que. Quatrieme edition. In 8. de 32feuilles plus Spl. Toulouse 1846. 


Lezioni elementari di fisica matemätica, date nell’ universitä 
di Corfü nell’ anno seolastieo 18%%,, da Ottaviano Fabrizio 
Mosotti, professore di meccanica celeste e fisica matematica nell’ 
i. r. universitä di Pisa. Firenze. 1845. Tomo Hl. (ultimo). 


Hellicher, R.: Altes Ina Neues aus dem Gebiete der Na- 
turkunde, hasendars aber über Licht, Electrieität u. Magnetismus. 
gr. 8. Freiberg. 1846. 1, Ngr. 


‚Neumann, F. E.: die mathematischen Gesetze der en. 
ten, elektrischen Ströme. Berlin. 1346. 4. 1 Thlr. 


Pazienti, Antonio: delP Azıone chimica della hiee, del calo- 
rico, dell’ elettrico. edel magnetic ‚sopra.i corpi inorganiciz  dis- 
sertazione per ottenere la laurea in chimica., Padova. 1846. 


Ward’s Five Hundred Illustrations to Chemical, Philosophi- 
cal, Pneumatie and Hleetrienl ng: w un the Prices affıxed. 
On a Rhaei, 2.d. | 


Re aha Schriften. 


C. G. J. Jacobi: Mathematische Werke Band! 
Berlin. 1846. 4. 4 Thlr. 


"Dieser erste Band enthält die folgenden, Sammilich aus dem 
Crelle’schen Journal abgedruckten Abhandlungen. 


1. : Ueber die Entwicklung des Ausdrucks: 
[aa— 2aa (cos m cos p-+sin ® sinpeos ($—9)) + da’), ®- 
%. Ueber die zur Berechnung der ellpttgchen Functionen 
zweckmässigsten Formeln, 
3. . Sur Yelimination' des noeuds dans le pildbläihe des trois corps. 


4. Theoria novi multi en Eh N aequationum differen- 
tialium vnlgarium applicandi | 


5. Ueber ein leichtes Veffchren, die:in der Theorie der Säcu- 
larstörungen vorkommenden Gleichungen 'numerisch aufzulösen. 


6. Sulla eondizione di uguaglianza di due radici dell’ equazione 
cubica, dalla quale dipendono gli assi principali di una superficie 
del second’ ordihe. 


7. Neues Theorem der analytischen Mechanik. 


8. Ueber die Additionstheoreme der Abel’schen Integrale 
zweiter und dritter Gattung. 


9. Ueber die Darstellung einer Reihe gegebener Werthe durch 
eine gebrochene rationale Function. 
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10. Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zah- 
lentheorie. 

11. Note sur les fonctions Abeliennes, lue le 29. Mai 1843 ä 
l!’Acad. Imp. des sciences de St. Petersbourg. 

12. Ueber einige die elliptischen Functionen betreffenden 
Formeln. 


13. Ueber den Werth, welchen das bestimmte Integral 
27T 


\ ag PH et für imaginäre Werthe von A und B 
annimmt. 

14. Beweis des Satzes, dass jede nicht fünfeckige Zahl eben 
so oft in eine gerade als ungerade Anzahl verschiedener Zahlen 
zerlegt werden kann. 


15. Extrait d’une lettre adressee A M. Hermite. 


16. Ueber die Vertauschung von Parameter und Argument 
bei der dritten Gattung der Abel’schen und höhern Transcendenten. 


17. Ueber einige der Binomialreihe analoge Reihen. 


18. Ueber eine neue Methode zur Integration der hyperellip- 
tischen Differentialgleichungen und über die rationale Form ihrer 
vollständigen algebraischen Integralgleichung. 


19. Extraits de deuxlettres de M. Charles Hermite äM. Jacobi. 


Wir sehen dem sehr zu wünschenden recht baldigen Erschei- 
nen der Fortsetzung dieser Sammlung, über deren grosse Wich- 
tiskeit unter den Mathematikern nur eine Stimme sein kann, mit 

erlangen entgegen. 


The Cambridge and Dublin mathematical Journal. 
Etited by W. Thomson, B. A. Fellow of St. Peters Col- 
lege. Cambridge. (S. Nro. XXXI. S. 467.) 


Nos. V. et VI. On Principal Axes of a Body, their Moments 
of Inertia, and Distribution in Space. By R. Townsend. — Mis- 
cellaneous Notes on Descriptive Geometry. No.Il. By T.S. Da- 
vies. — Analytical Investigations of two of Dr. Stewart’s General 
Theorems. By T. S. Davies. — On Arbogast’s Formulae of Ex- 
pansion. By A. De Morgan. — On Symbolical Geometry. Con- 
tinued. By Sir W. R. Hamilton. — On the Rotation of a Solid 
Body round a Fixed Point. Continued. By A. Cayley. — On the 
Diametral Planes of a Surface of the Second Order. By A. Cay- 
ley. — Sur une propriete de la couche electrique en equilibre & 
la surface d’un corps conducteur. Par M. J. Liouville. — Note on 
the preceding Article. By W. Thomson. — On the Action of a 
Force whose Direction Rotates in a Plane. By A. Bell. — Mathe- 
matical Notes (Note Il. On the Equation of Payments.). — (No. I. 
of Vol. IH. will be published on the 1st of January 1847.) 


L) 


xxxIv. 
Literarischer Bericht. 





Schriften über Unterrichts-Methode. 


In dem in Mager'’s Pädagogischer Revue. October. 
1846. S. 185. ff. abgedruckten Aufsatze des Herrn Professors Dr. 
Mensing in Erfurt: „Die Gymnasien, durch ihre Grund- 
sätze im Kampfe mit den Forderungen der Gegenwart“ 
finden sich auch mehrere sehr gute. Bemerkungen über den mathe- 
matischen und physikalischen Unterricht, weshalb wir diesen in 
mehrfacher Beziehung interessariten Aufsatz den Lesern des 
Archivs zur Beachtung empfehlen. Besonders unterschreiben wir 
auch völlig das, was auf S. 194. und S. 195. über den geometri- 
schen Elementarunterricht gesagt ist, und theilen gänz die An- 
sichten des Herrn Vfs. über den physikalischen Unterricht. Möge 
die genannte, einem Bedürfnisse: der Zeit Anesbritnenda 
Zeitschrift fortfahren, solche mit einer ansprechenden Darstellung 
wirkliche Gediegenheit verbindende Aufsätze, über den mathema- 
tischen und physikalischen Unterricht zu veröffentlichen; dann 
wird sie ihren Zweck in Bezug auf diese Unterrichtiszweige gewiss 
sicher erreichen. | | 


Geschichte der Mathematik und 
Physik. | 


In dem Journal des savants. Juin. 1846. finden sich 
einige Auszüge aus den Eloges von Fontenelle auf verstor- 
bene Akademiker, denen wir'die folgenden kurzen Charakterschil- 
derungen einiger Mathematiker entlehnen, die einen Jeden, der 
sie liest, mit Freude erfüllen müssen. 


Von 'dem grossen Astronomen Cassini' sagt Fontenelle: 
„Dont esprit etait egal, 'tranquille, exempt de ces vaines inqui- 
etudes et de ces agitations insensees qui sont les plus douloureu- 
ses et les plus’incurables de toutes les: maladies. Un grand fonds 
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de religion, et, ce qui est encore plus, la pratique de la religion, 
aidaient beaucoup & ce calme perpetuel. Les cieux, qui racontent 
la gloire du Createur, n’en avaient jamais plus parle a personne 
qu’a lui, et n’avaient jamais mieux persuade.‘“ 

Von La Hire sagt Fontenelle: „Toutes ses journees etaient, 
d’un bout ä lautre, occupees par Petude, et ses nuits tres-sou- 
vent interrompues par les observations astronomiques. Nul diver- 
tissement que eelui de changerfe travail; encore est-ce un fait 
“ que je hasarde sans er etre”bien assure: Nul autre exercice cor- 

orel que d’aller & ’Observatoire, a ’Academie des sciences, & 
celle d’architecture, au College royal dont ‘il etait aussi professeur. 
Peu de gens peuvent .comprendre la felicite d’un solitaire, qui 
l’est par un choix tous les jours renouvele. “ 

Ueber Varignon finden Sich folgende Bemerkungen: „Son 
caractere etait aussi simple que sa superiorite d’esprit pouvait 
le.demander. "J’ai deja.donne. cette ım&me Jouange. Artant de.per- 
sönnes de cette Academie, qu’on peut croire que le merite en ap- 
partient plutöt ä nos sciences qu’a nos savants *). Je n’ai jamais 
vu personne qui eut plus, de. conscience, je veux. dire qui fut plus 
applique äa satisfaire.exactement au sentiment interieur, de ses de- 
voirs, et qui se contentät.moins d’avoir ‚satisfait aux apparences.‘* 
“ı., Von Reineau: „Il se tenait a ’ecart:de toute aflaire, encore 
plus de toute intrigue, 'et il, comptait pour, beaucoup,cet avantage, 
st peu, recherche, ‚de ‚n’etre ‚de. rien. “. ı...;: hie Sr Yan 

Von Tschirnhausen: „La vraie. philosophie 'avait ‚penetre 
jusqu’älson :coeur, ;et'yısavait etahli cette delieieuse tranquillite, 
qui,est le ‚plus-grand!et le’ meins. recherche de tous. les ibiens,‘s 
-/. Von »Rolle:'»‘,, Vers 1682 un jeune''geomötre, "tres meonnu, 
resout d’une 'maniere''heureuse un probleme qui’ venait d’etre 'pro- 
pose. 'Aussitot M: Colbert, ‘qui avait des espions pour 'decouvrir 
le’ merite cache ou naissant, deterra M. Rolle dans lrextreme ob- 
sceurite ‘ou ilvivait, et lui donna une gratification qui devint ensuite 


une pension fixe. * ar 

Der berühmte Hydrauliker Ritter Giuseppe Venturoli ist 
im October 1846 zu Bologna gestorben. Er war der Verfasser der 
Ricerche sulle resistenze che ritardano le acque cor- 
renti ed in particolare sulla resistenza d’attrito. Modena. 
1807. und der Ricerche geometriche ed idrometriche fatte 
nella scuola desltingesneri pöntificiddiacquei®sfrade 
anno 1821. Milano. 1822; so. wievieler Abhandlungen in den 
Commentarien der Akademie der Wissenschaften des Instituts zu 
Bologna, deren Mitglied er war. 


„Arithmetik.. 
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„Handbuch; .der Differenzial- ‚und Integralrechnung 
von.Dr., Oskar, Sehlömilch, (ausserordentlichem Profes- 


a 


*) Gewiss sehr richtigytaber auch schr erfreulich und erhebend. 3A 
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sort ander Universität'zu Jena Erster Theil. Diffe- 
renziälreehnung. »Mit'zwei Kupfertafelm.‘ Fre 1 
4847. :& 2 Thin lower 


Das Handbuch der uleehrdtsEnan Analysis desselben 0 
Vfs., welches dem bis jetzt in seinem ersten Theile vorliegenden 
Handbuche der sogenannten höhern Analysis gewissermassen als 
Vorläufer gedient hat. ist im Literar. Ber. Nr. XXV. S. 366. mit 
eebührendem Lobe angezeigt worden, Nicht weniger Lob gebührt 
in.allen Beziehungen dem. vorliegenden Handbuche der Differen- 
zialrechnung. Dasselbe, ist,ganz in dem neueren strengen, die 
ältere Behandlunesw eise ganz in den Hintergrund drängenden 
Geiste bearbeitet, und. sewährt auf eine sehr "erfreuliche Weise 
die Ueberzeucung , dass.der Herr Vf., was bekanntlich nicht ganz 
leicht ist und — wie man sich leider aus mänchen .. der neuesten 
Erscheinungen auf dem Gebiete der mathematischen Literatur immer 
mehr, überzeugen muss — noch. nicht gar zu häufig angetroffen 
wird, vollständig i in diesen neneren Geist eingedrungen ist, und 

zugleich die Fähiekeit besitzt, diese in mehrfacher Beziehung 
schwierig en. Dinge auf eine ansprechende, namentlich auch An- 
fängern deutliche und dieselben in diesen neueren Geist mit mög- 
lichster Leichtigkeit einführende Weise därzustellen. Ausserdem 
ist die Vollständigkeit hervorzuheben, welche dem Herrn Vf. auf 
dem verhältnissmässie nur kleinen Raume von. zwei und zwanzi 
Bogen zu erreichen selungen ist, da man gewiss wenig sirklich 
Bedeutendes in diesem Werke vergeblich suchen dürfte. Zugleich 
hat derselbe sich dadurch jedenfalls ein besonderes Verdienst er- 
worben, . dass er die noch in keinem vorhandenen deutschen oder 
En a wenigstens in dieser Vollständigkeit vorkommen- 
den neuesten ntersuchungen Cauchy’s über die Entwickelung der 
Functionen in Reihen und die Lehre von den sogenannten Mittel- 
oränzen der, Functionen, welche wir unbedenklich zu den wichtig- 
sten und schönsten neuern Eroberungen auf dem Gebiete der Ana- 
lysis rechnen (m. vergl. auch die Abhandlung im Archiv. Thl. I. 
Nr. XLVI. S. 364.), nicht bloss in sein Werk vollständig aufge- 
nommen, sondern auch, was bisher noch nicht geschehen ist und 
was wir für ganz besonders verdienstlich halten, durch eine nicht 
geringe Anzahl von, zweckmässigen (Beispielen erläutert, in ihr 
sehöriges Licht gesetzt, und dadurch namentlich Anf: ingern erst 
recht zugänglich gemacht hat. Eben so muss auch die, strenge 
Behandlung. des Lagrange’schen: Umkehrungs- oder, Reversions- 
problems im neunten Kapitel, ‚die.‚sich ebenfalls in. dieser neuen 
strengen Behandlungsweise wohl noch in keinem. ‚deutschen Lehr- 
buche findet, der Beachtung. der Jueser ganz, besonders empfohlen 
und als ein besonderes Verdienst des Herrn Vfs. hervorgehoben 
werden. ‚Die wichtigsten Anwendungen, der Differenzialrechnung 
auf die Geometrie fehlen in diesem Werke gleichfalls nicht, und 
ausserdem versteht es sich bei einem‘ Verfasser, der sich schon 
durch eine nicht geringe Anzahl selbstständiger Arbeiten auf die 
vortheilhafteste Weise bekannt gemacht hät, w yohlvon selbst, dass . 
eigenthümliche Darstellungen nirgends, fehlen, in welcher Beziehung 
wir vorzüglich die auch aus diesem Archive schon AUS alnEIIm 


) Selbsst’nicht 'bei Meise sn lnertnegn 
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bekannten Arbeiten des Herrn Vfs. über höhere Differenzialquotien 
ten, die sich den Beifall der Kenner in Deutschland und im Aus- 
lande so sehr erworben haben, hervorheben müssen, da diese 
auch in diesem Werke sehr vollständig und theilweise noch in 
vervollkommneter Gestalt wiedergegeben worden sind. Leider 
müssen wir uns hier mit ‚den obigen allgemeinen Andeutungen 
begnügen, hoffen aber, dass dieselben hinreichend sein werden, 
die Leser des Archivs auf ein Werk aufmerksam zu machen, aus 
welchem sie sich auf. die leichteste und bequemste Weise ein 
Bild von der die ältere Analysis in Rücksicht auf wahre mathe- 
matische Strenge und Evidenz so sehr überragenden neueren Be- 
handlungsweise dieser Wissenschaft verschaffen können, und wün- 
schen sehr, dass auch dieses Werk zur immer grössern Verbrei- 
tung der neueren strengeren Methoden beitragen und es dem Herrn 
Verfasser, wie bei dem aus allen seinen schriftstellerischen Arbei- 
ten hervorleuchtenden Talent desselben für das Lehrwesen nicht 
bezweifelt werden kann, gelingen möge, auch in seinem Lehrkreise 
der neueren Analysis immer mehr Jünger zu gewinnen, ein Wunsch, 
den wir hier um so weniger auszusprechen unterlassen können, 
weil wir vor Kurzem bei einer andern Gelegenheit (Literar. Ber. 
Nr. XXXII. S. 488.) darauf hinweisen zu müssen glaubten, dass 
es namentlich jeder Universität anständig sei, wenigstens einen 
Lehrer zur gehörigen, bei dem jetzigen Zustande unserer Wissen- 
schaft eine Abweisung nicht mehr zulassenden, Vertretung der 
neueren strengeren Richtung in der Analysis zu gewinnen, so wie 
einen solchen m dem Herrn Vf. des vorliegenden Lehrbuchs die 
Universität, welcher derselbe seine Kräfte widmet, besitzt. — 
Dem Erscheinen des zweiten, die Integralrechnung enthaltenden 
Theils, in welchem der Herr Vf. gewiss auch der Theorie der 
bestinnmten Integrale seine besondere Aufmerksamkeit zu widmen 
nicht unterlassen wird, sehen wir mit Verlangen entgegen, und 
empfehlen das vorliegende Werk nochmals der besonderen Beach- 


tung. der Lieser. 


Geometrie. 


Lehrbuch der niedern Geometrie vonPD:r. ph. Frie- 
drich Eduard Thieme, Lehrer der Mathematik an dem 
Gymnasium und der Gewerbeschule zu Plauen. Erster 
Theil. Planimetrie nebst zahlreichen Uebungsaufgaben 
und 10 Figurentafeln. Plauen. 1847. 8 % Thlr. 


Das vorliegende Schulbuch gehört zu den verdienstlichen Lehr- 
büchern, welche mit einer strengen Behandlungsweise der Geome- 
trie in einem ältern (aber nicht. veralteten und nie veraltenden) 
Geiste den neuern Entdeckungen auf dem Gebiete dieser Wissen- 
schaft gebührende Beachtung widmen und dieselben auf eine ver- 
ständige Weise in den Schulunterricht aufzunehmen und mit rich- 
GER pädagogischen Takte auf eine für denselben angemessene 
Weise zu verarbeiten suchen. Da es nun auch eine grosse An- 
zahl zweckmässiger Uebungsaufgaben enthält, und sein’ 'äusserer 
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Umfang und sein Preis gering sind, so verdient es gewiss, von 
Lehrern an höheru Unterrichtsanstalten nicht ganz unbeachtet ge- 
lassen zu werden. 


Programm, womit zu der öffentlichen Prüfung der 
Schüler der Petrischule,- welche Mittwoch den 7. Octo- 
ber 1846 von 8} Uhr Vormittags und 2} Uhr Nachmittags 
an u. s. w. stattfinden wird, ehrerbietigst einladet Doc- 
tor FE. Strehlke, Direktor. Inhalt: 1. Mathematische Ab- 
handlung des Oberlehrers Tröger, 2. Schulnachrichten. 
Danzig. 4. 

Der Herr Vf. der den Schulnachrichten vorausgeschickten 
mathematischen Abhandlung spricht sich über dieselbe auf fol- 
gende Art aus: „Die Lehrbücher der Stereometrie enthalten für 
die Berechnung des abgekürzten Kegels in der Regel nur die 
Formeln, nach denen aus den Radien der beiden parallelen 
Flächen, der Höhe oder Seitenlinie — der kubische Inhalt und die 
Seitenfläche gefunden werden. Den Gegenstand vollständig beim 
Unterricht zu behandeln und zu zeigen, wie aus drei dieser Stücke 
die übrigen berechnet werden: erlaubt dem Lehrer die beschränkte 
Stundenzahl für einen Cursus der Stereometrie nicht, indem ähn- 
lichen Gegenständen dieselbe Erweiterung zu Theil werden müsste. 
Der genannte aber ist für Schüler von besonderem Interesse, weil 
er die trigonometrischen Funetionen in mannigfache Anwendung 
bringt, und auch zur Auflösung höherer Gleichungen führt, wozu 
die Geometrie gewöhnlich keine Veranlassung giebt. Daher dürfte 
diese Berechnung sich wohl für ein Schulprogramm eignen, des- 
sen Zweck es hauptsächlich ist, die Schüler anzuregen, einzelne 
Leehrgegenstände weiter zu verfolgen, und selbstständig Arbeiten 
zu unternehmen. “ 

Indem wir hierin dem Herm Vf. völlig beistimmen, empfehlen 
wir diese fleissig gearbeitete Abhandlung den Lehrern an höhern 
Unterrichtsanstalten als eine Sammlung stereometrischer Uebungs- 
aufgaben, die zugleich zweckmässige Uebungen in der Auflösung 
der Gleichungen his zum vierten und zu höheren Graden darbie- 
ten, recht sehr, und bemerken zugleich, dass der Herr Vf. seine 
vollständige Bekanntschaft mit dem letztern wichtigen Gegenstände 
dadurch deutlich an den Tag gelegt hat, dass er die sich ihm er- 
gebenden Gleichungen immer nach mehreren, namentlich in neuerer 
Zeit an verschiedenen Orten mitgetheilten Methoden behandelt, und 
dazu zugleich zu der wünschenswerthen Bekanntwerdung dieser neue- 
ren Methoden in einem grössern Kreise beiträgt. Auch künftige Ver- 
fasser von Sammlungen mathematischer Uebungsaufgaben werden 
in diesem Schriftehen manches ihrem Zwecke Förderliche finden, 
und sind daher ebenfalls auf dasselbe aufmerksam zu machen. 

Die auf diese Abhandlung folgenden Schulnachrichten des 
Herrn Directors Strehlke nehmen das Interesse des Lesers 
mehrfach, vorzüglich aber durch eine darin gemachte Mittheilung 
in Anspruch, die auch hier hervorgehoben und in einem weiteren 
Kreise verbreitet zu werden verdient. Ein westpreussischer Edel- 
mann, Herr Baron von Paleske auf Spengawsken bei Dan- 
zig, der schon seit sechs Jahren ein ausgezeichnetes englisches 
Mikroskop und Fernrohr und mehrere kräftige Magnetstäbe der 
Petrischule zur freien Benutzung überliess, hat dem Director die- 
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ser ‘Lehranstalt » die beträchtliche Summe ' von 300 Thalern zur 
Verfügung gestellt, um dafür ganz nach eigener Auswahl und 'eige- 
nem Ermessen physikalische Instrumente für die Petrischule an-' 
zukaufen und deren Apparat dadurch zu vervollständigen. Mehr 
über eine solche Handlung hier ‘zu sagen, "ist unnütz ; denn’ sie 
spricht für 'sich selbst! Zur weitern Bekanntwerdung derselben 
beizutragen, schien aber auch hier um so mehr Pflicht zu sein, je 
seltener dergleichen Fälle in unseren Tagen vorkommen. " Wer’ an 
dem Gedeihen des Schulwesens' lebhaftes Interesse nimmt, muss’ 
sich durch solche edle Handlungen in ' einer’ freien unabhängigen 
Stellung sich befindender Männer desto mehr erhoben und ange- 
sprochen fühlen, je mehr man sieht, wie stiefmütterlich zuweilen die 
Schulen gerade von denen behandelt werden, die am meisten für'ihr 
Emporkommen sorgen sollten, wenn auch:allerdings, namentlich in 
neuerer Zeit, ein besserer Sinn in dieser Beziehung schon erwacht ist 
und gewiss immer mehr erwachen wird; und möge dieser Sinn 
sich neben den, ‚Gymnasien auch namentlich, ‚den, mehr eine rea- 
listische Richtung: verfolgenden Lehranstalten, die der Aufhülfe 
noch: sehr bedürfen, zuwenden ! 

Vorschule der darstellenden Geometrie. ‚Von Dr. A. 
L. Busch, :Observator ander Königl. Universitäts-Stern- 
warte und Lehrer an der Königl. Provinzial-Gewerbe- 
schule zu Königsberg. Mit einem Vorwort von C.G. 
J. Jacobi, ordentl. Professor und. Mitglied der Berli-: 
ner Akademie der Wissenschaften. ‚Berlin. .G. Rei- 
mer. 1846. 5%, Thlr. | un | 

Unter den Hindernissen, ‚welche sich: einem erfolgreichen. Un- 
terrichte in der Geometrie entgegenstellen, tritt ‚ganz ‚besonders 
die häufige Unfähigkeit der Schüler, den Zirkel-und. das Lineal 
zu. brauchen , ‚hervor. ' Wenn die Figtren ganz, eimfach sind, so 
zeigt sich dieser Mangel nieht auffallend, allein bei einigermassen) 
zusammengesetzten Gebilden ist er oft die Ursache des. Zurück- 
bleibens selbst fähiger Köpfe. Daher kann denn auch nichts wich- 
tiger sein, als dass der Schüler schon: frühzeitig gewöhnt werde, 
mit Zirkel und Lineal umzugehen. Im Danziger Gymnasium ist 
seit zehn Jahren ‘diesem ‚Ünterrichte in Ober- Tertia von. den’ vier 
mathematischen Stunden eine gewidmet worden, ‚und..der Erfolg 
hat gezeigt, ‘dass. diese. Anleitung zum, Oonstruiren!' über ‚eine 
Menge von Schwierigkeiten beim wissenschaftlichen. Unterrichte in 
der. Geometrie ‚und Stereometrie hinweghilft. Den Anfang ‚macht 
die. Construction einfacher Aufgaben, . deren Lösung, den ‚Schülern 
bereits. durch frühern Unterricht bekannt: ist, und die Zeichnung 
solcher Figuren, an welchen sie die Wahrheit früher bewiesener 
Sätze. durch-‚Erfahrung bestätigt sehen... So werden z.B, die Auf- 
lösungen der'Pothenotschen Aufgabe und die merkwürdigen Punkte 
im, Dreiecke, . nach der, in der Stunde gegebenen Anleitung zu 
Hause ‚gezeichnet, wie denn. überhaupt die während. der | Stunde 
sezeichneten Figuren stets: zu, Hause nochmals sauber in grossem 
Maassstabe ausgeführt werden. Dann folgen die Aufgaben von den 
Berührungen. Die Construction derselben: wird für die verschie- 
denen Fälle vollständig ausgeführt, und diese Zeichnungen ‚machen 
dann ‚später ein leichtes Verständniss der, Beweise möglich, wenn 
dieser Gegenstand in der Geometrie behandelt wird. Die Kegel-/ 
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schnitte werden ebenfalls eonstruirf'u/s.w. Dann folgt das Zeich- 
nen’ der Netze ‘der’ einfachen geometrischen Körper, welche von 
den ‘Schülern zu Häuse'atis Pappe modellirt'werden, den Beschluss 
des einjährigen Cursus machen die Anfangssründe der Projections- 
lehre. Auf diese Weise wird’ der Unterricht in der neuern’ Geo- 
metrie in den beiden'obern Klassen sehr erleichtert; auch der: in 
der Stereometrie verliert einen grossen Theil seiner Schwierigkeit, 
indem die Schüler bereits gewohnt sind, sich unter einer Zeich, 
nung ein körperliches Gebilde vorzustellen. Der Unterricht in der 
Stereometrie kann ‚allerdings durch Modelle erläutert werden, ‚in- 
dessen scheint es, ‚dass, man damit nicht zu freigebig:sein dürfe, 
denn, einmal können sie. selten in wünschenswerther, Allgemeinheit 
ausgeführt werden, . dann ‚aber verwöhnen sie auch. zu sehr. die 
Phantasie ‚des Schülers; der sich später von. den , verwickelten 
räumlichen Gebilden, für:welche sich, Modelle nicht leieht, ausfüh- 
ren lassen, ‚keine Vorstellung ‚machen kann... Die. Stereometrie 
setzt das Verständniss von Zeichnungen körperlicher Gebilde vor- 
aus, während umgekehrt die Projectionslehre sich wieder auf die 
Stereometrie gründet. Man befindet sich also hier, strenge genom- 
men,. in der Verlegenheit, dass man von. dem vorzutragenden Ge- 
genstande wenigstens einen Theil als bereits bekannt voraussetzen 
muss, weshalb ein approximatives Verfahren, wie das oben angedeu- 
tete, nicht unpassend erscheint. Der Unterricht in der geometrie kann 
bekanntlich nur durch Aufgaben, welche dem eigenen Nachdenken. 
des Schülers dargeboten werden, Leben erhalten. - Die Erfahrung, 
zeigt, dass auch hier die Fertigkeit im Gebrauche des Zirkels und 
Lineals sehr wichtig; ist. Oft glaubt ‚der Schüler \eine Auflösung 
gefunden zu.haben, — wenn er'sie'nun gehörig eonstruirt, ‚'so;sieht 
er bald, ob sie stimmt oder nieht. » Im letzten Falle: wird er;veran- 
lasst‘, auf, eine andere, Auflösung‘ zu sinnen, im: ersten die. Rich- 
tigkeit nachzuweisen : ‚in.beiden Fällen drängen ‚sich ihm ‚nütz- 
liche Erfahrungen auf, eine. ungenaue Zeichnung kann eine richtige 
Construction als falsch, der Zufall eine falsche als richtig erschei- 
nen lassen, — der schlummernde Verstand wird geweckt. ' Wenn 
hiernsch der Unterricht im Zeichnen ‘als nothwendige Propädeutik 
für den wissenschaftlichen Theil der Geometrie und Stereometrie‘ 
erscheint, so können wir doch: nicht unterlassen, auf die Uebel-: 
stände aufmerksam zu machen, welche auch diese nützliche 
Sache mit sich führen kann. Wer den’ jugendlichen Geist der: 
Schüler emes Gymnasiums kennt, weiss auch, wie leicht das we 
niger Bedeutende mit dem Wesentlichen, der Zweck mit ' dem 
Mittel verwechselt wird. "So kommt es denn wohl vor, dass gerade 
die Schüler , welche im Zeichnen eine besondere Handgeschicklich- 
keit besitzen, sich bald auf diese so viel zu Gute thun, dass sie 
die saubere Ausführung für die Hauptsache ansehen, und der'wis-' 
senschaftlichen Auffassung des Gegenstandes abhold werden, so 
dass sie Beweise für überflüssig ansehen, wenn sie mit Zirkel 
und Lineal die Richtigkeit der Construction erkannt haben. Das 
Verderbliche einer solchen Ansicht liest am Tage und der Lehrer 
wird sich beeilen müssen, dieselbe zu bekämpfen. Wenn ferner 
der Gebrauch des Zirkels und Lineals nur auf eine der mittleren 
Klassen beschränkt und in den obern nicht fortgesetzt wird, so 
ist er nur wenig nützlich. Nur zu oft glauben die Schüler’ einer 
obern Klasse, dass es’ für sie’ nicht mehr ehrenvoll’ sei, das zu 
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treiben, was.in der. niedern. von. ihnen. gefordert wurde, wie z. B. 
das praktische. Rechnen wohl. bisweilen: gänzlich von. ihnen; ver- 
nachlässigt wird, weil sie bereits in Quinta. damit beschäftigt wur- 
den. : Solche verkehrte Ansichten haben. ihren tiefen Grund, und 
müssen beim mathematischen Unterrichte, wenn. derselbe erfolg- 
reich wirken soll; mit.der Wurzel vertilgt werden. 


Wir haben hier den Nutzen des Unterrichts ini Zeichnen für 
Gymnasien und ähnliche Anstalten anuzudeuten versucht; dass er 
für technische Anstalten von der höchsten Wichtigkeit ist, ver- 
steht. sich von selbst. Allein wir glauben, dass auch hier ein 
systematischer Unterricht, der sich, von den ersten Anfangs- 

ründen des linearischen Zeichnens allmählig fortschreitend zur 
ProiccHöndfokfte Bahn bricht, viel leichter zum Ziele führt, als 
ein solcher, der mit dem Zeichnen praktischer Gegenstände sogleich 
seinen Anfang nimmt. In der Königl. Provinzial- Gewerbeschule 
zu Danzig wird seit I2 Jahren der Unterricht im Zeichnen auf 
jene systematische Weise ertheilt, und der günstigste Erfolg hat 
sich später jedesmal gezeigt, wenn Architecturgegenstände, Maschi- 
nen u. dgl. an die Reihe kamen. Schüler, welche diese Anstalt 
längst verlassen und ‚sich zu tüchtigen . Bauhandwerkern oder 
Maschinen-Baumeistern ausgebildet haben, erkennen sehr häufig 
mit vielem Danke diese Methode als nützlich an, während andere 
Praktiker, welche einen entgegengesetzten, Weg einschlugen, auf 
halbem Wege stehen blieben, ohne das gewünschte Ziel zu 
erreichen. | 


Auch in tethnischen ‘Anstalten ist für den mathematischen 
Unterricht das linearische Zeichnen von grossem Nutzen, beson- 
ders wird die’ beschreibende Geometrie nur dann mit Erfolg stu- 
dirt werden können, ‚wenn die Schüler alle Aufgaben mit Zirkel 
und Lineal nach der Anleitung des Vortrags, zum Theil schon 
während desselben, in grossem Maassstabe construiren. 


Der grosse Nutzen des linearischen Zeichneos für die Zöglinge 
wissenschalftlicher und technischer Anstalten kann nicht a 
werden, und so begrüssen wir. freudig das vorliegende Werkchen 
als ein solches, welches diesem Unterrichtszweige frische Nahrung 
darzubieten geeignet ist. So wie das Zeichnen praktischer Gegen- 
stände ohne Kenntniss der Projectionslehre unvollkommen bleibt, 
‘so ist auch die . darstellende Geometrie ohne einsichtsvolle Fertig- 
keit im planimetrischen Zeichnen nicht zu erwerben. Der Herr 
Verfasser benennt daher sein Buch, in welchem er mit den ein- 
fachsten planimetrischen Aufgaben den Anfang macht} und allmäh- 
lig zu schwierigern fortschreitet, mit Recht Vorschule der: dar- 
stellenden Geometrie. Bei den Berührungs- Aufgaben bedient er 
sich sowohl einiger der neueren Methoden, als er auch durch geo- 
metrische Oerter die gesuchten Punkte bestimnit, welches beson- 
ders dem Praktiker angenehm sein muss. Die ebenfalls für den 
Praktiker wichtige näherungsweise Construction regelmässiger 
Vielecke giebt er nach Renaldi ; bei eimer neuen Auflage würde 
er die schöne Construction Sr. Hoheit des Herzogs Carl Bernhard 
zu Sachsen Weimar-Eisenach gewiss nicht unbenutzt lassen. Für 
die näherungsweise. Construction des Umfangs eines Kreises, des- 
sen Durchmesser bekannt ist, giebt er drei Auflösungen, von 
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denen die dritte für die Praxis gewiss ausreichend ist. Da indes- 
sen die neuern Constructionen noch genauer sind und keinen grös- 
sern Apparat erfordern, so würde wenigstens eine derselben hier 
am Orte sein. Sehr ausführlich ist die Construction der Kegel- 
schnitte behandelt, auch hier sehen wir immer den gewandten 
Praktiker. Den Beschluss machen Spirallinie, Cycloide, Epicy- 
cloide etc. Die äussere Ausstattung macht dem Herrn Verleger 
Ehre, auch ist sehr zu loben, dass die Figuren dem Texte unmit- 
telbar beigedruckt sind. Wir wünschen diesem Werke die mög- 
lichst grösste Verbreitung, und hoffen, dass der Herr Verfasser 
sich entschliessen werde, auch für die beschreibende Geometrie 
ein ähnliches Hülfsbuch zu liefern. 


4 Danzig, September 18. 1846. | 
€. T. Anger. 


Nach der obigen ausführlichen Anzeige durch einen völlig 
sachkundigen Gelehrten bedarf zwar die Schrift des Herrn Obser- 
vator Dr. Busch einer Empfehlung von meiner Seite nicht mehr; 
jedoch will ich den Wunsch auszusprechen nicht unterlassen, dass 
diese ihrem Zwecke gewiss auf, eine ausgezeichnete Weise ent- 
sprechende Schrift eine recht weite Vorbereitung finden und zu der 
sehr zu wünschenden immer grösseren Förderung des betreffenden 
Unterrichts, dessen vielfache Wichtigkeit in der obigen Anzeige 
sehr deutlich. vor. Augen gelegt worden ist, auf recht vielen Lehr- 
anstalten benutzt werden möge. 


Preisschriften, gekrönt und herausgegeben von der 
Fürstlich Jablonowski’schen Gesellschaft zu Leipzig. 
I. H. Grassmann’s Geometrische Analyse. Leipzig. 
1847. 20 Sgr. | 

Die von der. Fürstlich Jablonowski’schen Gesellschaft zu Leip- 
zig für das Jahr 1545 aufgegebene Preisaufgabe ist im Literari- 
schen Berichte. Nr. XVII. S. 288. mitgetheilt worden und kann 
dort nachgesehen werden. , In dem vorliegenden. Hefte ist die von 
der Gesellschaft mit dem Preise belohnte Abhandlung des Herrn 

. Grassmann in Stettin veröffentlicht worden. Indem wir 
diese Abhandlung den Lesern des Archivs zur besondern Beach- 
tung empfehlen, bemerken wir, dass Herr Grassmann sich in 
derselben mehrfach an sene Wissenschaft der extensiven 
Grösse oder die Ausdehnungslehre Erster Theil. 
Leipzig. 1844. (M. s. auch Archiv. Thl. VI. S. 337.) anschliesst, 
und dass die erstere Schrift ohne die letztere nicht wohl ganz 
verstanden werden kann. Daher hat sich Herr Professor Möbius 
in Leipzig um die Leser und um die Sache gewiss ein wesent- 
liches Verdienst erworben, dass er in einem besondern der Graäss- 
mann’schen Abhandlung in dem obigen Hefte angehängten Auf- 
satze: Die Grassmannsche Lehre von den Punktgrössen 
und den davon abhängenden Grössenformen, darge- 
stellt von A. F. Möbius, diese Lehre, wie er sich ausdrückt, 
„auf eine dem Geiste der Geometrie entsprechendere und damit 
leichter fassliche Weise zu begründen und zu zeigen, wie jene 
Scheingrössen als abgekürzte Ausdrücke wirklicher Grössen ange- 
sehen werden können‘ versucht hat. Je mehr uns die Sache der 
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Aufmerksamkeit werth''zu' sein’ scheint, wie schon Archiv. Theil 
V1:8.337 bemerkt worden ist, desto 'mehr' verdient Herr Profes- 
sor Möbius' gewiss’ Dank, ‘dass er sich‘ dieser ' Arbeit unter- 
zbgemihatihr eilutiaun.) ab det CB Ze ENT, 
143 1 i I IR - 


MM echanik. 


Einladungsschrift der k. polytechnischen Schule in 
Stuttgart zu der Feier des Geburtsfestes Sr. Majestät 
des Königs Wilhelm von Würtemberg auf den %. Sep- 
tember 1846. Mit einer Abhandlung über die gezwun- 
gene Bewegung, des, Atoms von Professor Dr. Reusch. 
Stuttgart. 1846. 4A. A N, T Mur op 


''Der Herr Verfasser dieser Gelegenheitsschrift,. 'schemt ‘uns 
seinen'Zweck : 'die Prineipien, welche der Untersuchung des Gegen- 
standes derselben, über dessen eigentliches Wesen una eigentliche 
Bedeutung er sich’in der Einleitung mit Hinweisung auf „Corio- 
lis: Traite de lamecanique des corps solides et du cal- 
eul’de leffet des machines“ mit hinreichender Deutlichkeit 
und‘. Beibringung "einiger 'erläuternden Beispiele ausspricht, zu 
Grunde gelegt werden müssen, ohne Beihülfe analytischer Trans- 
formationen, also überhaupt ohne einen grossen Aufwand von Cal- 
cul, ‚mit alleiniger Appellation: an eine gesunde Anschauung! aus- 
einanderzusetzen, und 'dadurch eine Erweiterung des'.so! wichtigen 
und. in den gewöhnlichen Lehrbüchern »der Mechanik, wie! ler 'sagt,; 
äusserst kümmerlich behandelten Kapitels von der: gezwungenen 
Bewegung des Atoms zu erzielen, gut. erreicht zu haben, weshalb 
wir diese Schrift zur Benutzung bei dein Unterrichte in der Mecha- 
nik auf technischen Lehranstalten, auf, denen natürlich ‚eine mög- 
lichst vereinfachte Darstellung’ dieser in mehreren Theilen schwie- 
rigen Wissenschaft vorzugsweise Bedürfniss ist, wohl empfehlen 


zu dürfen glauben. ,. .. 


* 


Optik 


Optische Untersuchungen. Von Johann August Gru- 
nert.. Zweiter Theil. Theorie der achromatischen Ob- 
jeetive für Fernröhre. Mit zwei Figurentafeln.‘ Leip- 
zig. 1847. 8. 12, Thlr. \ OR: "a 

Der erste Theil dieses Werkes: ist im Literar. Ber. Nr. XXXI. 
S. 479..angezeigt worden. Der vorliegende zweite Theil enthält, 
wie sein Titel sangiebt, die Theorie der achromatischen Objective 
für Fernröhre, was in dem Sinne’ zu nehmen ist, dass bei dieser 
Theorie immer von der Voraussetzung ausgegangen wird, 'däss die 
einfallenden: Strahlen sämmtlich der Axe des Objectivs "parallel 
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sind, ‘oder wenigstens von’ einem sehr. weit: von dem 'Objective' 
entfernten Punkte kommen. Die, Grundformeln, ‚auf welche die 
Theorie gegründet wird, sind: in \diesem Theile auf, eine neue 
Weise entwickelt worden, um denselben, eben so ‚wie. .den ersten: 
Theil, möglichst zu einem für sich selbst bestehenden, von den 
im ersten Theile gegebenen Entwickelungen unabhängigen Ganzen 
zu, machen. Es sind zweifache ‚und dreifache achromatische (oder 
vielmehr aplanatische) Objective betrachtet worden. Alle Formeln 
habe ich mit, gehöriger Berücksichtigung der Dicken und der Ent- 
fernungen der einzelnen Bestandlinsen von einander ‚entwickelt, so 
dass sich also jedes Objectiv eben so gut dialytisch als unter der 
Voraussetzung verschwindender Entfernungen seiner 'einzelnen' Be- 
standlinsen von einander berechnen lässt), wodurch sich diese For- 
meln von’ den früher bekannten’ wesentlich unterscheiden; da selbst 
noch J. Herschel bei seiner Entwickelung der Theorie zweifacher 
achromatischer Objective, nach welcher, wie Stampfer gezeigt 
hat, auch die Fraunhofer’schen Objective gebaut hd die Dicken: 
und Entfernungen ganz unberücksichtigt gelassen hat. Ueberhaupt 
sind alle Formeln in so einfacher Gestalt dargestellt worden, als 
es die Natur des Gegenstandes und :meine Kräfte irgend $gestatte- 
ten; auch habe ich dieselben überall so weit‘ entwickelt, dass 
sich ' die "numerischen ‘Data unmittelbar in sie einführen: lassen, 
und nur noch die ‚Schwierigkeit der Auflösung der Endgleichungen 
übrig bleibt, welche natürlich bei diesen meistens mehr als’ eine 
Auflösung zulassenden Problemen ‘nicht zu umgehen ist. - 'Nähe- 
rungsmethoden sind überall, wo es’ nöthig war oder vortheilhaft 
zu, sein:schien, angegeben worden. ‚‚Alle bekannten Principe; auf 
welche, man, bisher, den Bau achromatischer  Objective zu gründen 
gesucht hat, und, einige neue von mir selbst, angegebene, habe ich 
ausführlich, betrachtet und analytisch entwickelt, unter den erste- 
ren besonders ‚die Principe von Euler, Klügel und Littrow, 
Barlow, ,J. Herschel (oder Fraunhofer) und Gauss. Die 
beiden letzten, namentlich. das. Princip von Gauss, welchem in 
theoretischer Rücksicht: nach. meiner Ansicht vor allen anderen 
Principen der Vorzug gebührt,,und nur, zu: bedauern ist, dass, so 
viel ich weiss, ‚noch kein Künstler ein: Objectiv nach demselben 
gebaut hat, habe ich auch auf dreifache Objective ausgedehnt und 
auch in dieser Beziehung vollständig analytisch entwickelt, was 
bis jetzt noch nicht unternommen worden ist, so wie, denn. .über- 
haupt seit den, ıneuern Ansprüchen nicht im Entferntesten mehr 
genügenden Theorien Euler’s und Klügel’s für diese Objective 
gar nichts, von. einiger Bedeutung geliefert worden ist, und man 
die Theorie dieser Objective seit jener Zeit gewiss sehr mit Un- 
recht ganz: hat bei Seite liegen lassen, da eine Abhandlung des 
sonst sehr, verdienten Oriani wohl nicht besonders in Anschlag 
gebracht werden kann, ‚Ueberhaupt habe ich in dem vorliegenden 
zweiten Theile mein Augenmerk. vorzugsweise auf eine Vervoll- 
kommnung und Erweiterung der älteren Theorien gerichtet, , weil 
ich glaube, dass dadurch bei dem jetzigen Stande der Sache der 
Praxis vorläufig amı meisten genützt und Vorschub geleistet wer- 
den: kann, und behalte eine Behandlung der optischen Instrumente 
nach weit umfassendern ‚und allgemeinern Methoden, wobei auch 
noch verschiedene andere Dinge zur, Sprache gebracht werden sol- 
en,: den folgenden Theilen dieses Werks, dent ich, seiner mehr- 
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fachen Schwierigkeiten wegen, und weil es wenigstens für .den 
zweiten Theil an genügenden und meinem Zwecke einigermassen 
entsprechenden Vorarbeiten fast gänzlich mangelte,, eine nachsich- 
tige Aufnahme und Beurtheilung wünsche, noch vor. 


G. 


Repertoire d’Optique moderne ou Analyse complete 
des travaux modernes relatifs aux phenomenes de la 
lumiere; par M. P’Abbe Moigno. Premiere Partie. Paris 
et Leipsig. 1847. & 

Herr Abbe Moigno hat sich bekanntlich durch die Heraus- 
gabe seiner Lecons de calcul differentiel et de .calcul in- 
tegral, redigees d’apres les methodes et les ouvrages 
publies ou inedits deM. A. L. Cauchy ein so allgemein an- 
erkanntes Verdienst erworben, dass wir das vorliegende Werk mit 
nicht geringer Erwartung zur Hand nahmen, und zwar um so mehr, 
weil wir von der Nothwendigkeit und dem grossen Nutzen eines 
solchen Werks vollkommen und auf das Lebhafteste, überzeugt 
sind, indem wohl Jeder, wer sich mit einigem Eifer dem Studium 
der neueren, namentlich der physikalischen Optik gewidmet hat, 
die mannigfachen Schwierigkeiten gefühlt haben wird, mit denen 
dieses Studium verbunden ist, wenn man sich nicht gerade ganz 
und ausschliesslich diesem Gegenstande hingeben will oder kann. 
Wir müssen aber oflen gestehen, dass wir in unsern Erwartungen 
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mehrfach getäuscht worden sind. | 


In der in sehr überschwenglichen Ausdrücken geschriebenen 
Vorrede erklärt der Herr Vf. auf pag. Ill., dass er in diesem 
Werke durchaus nur eme exposition physique, 'soutenue 
seulement et elairee par des formules elementaires et 
faciles zu geben beabsichtige, und auf alle Anwendung des 
höhern Calculs verzichte. Eine elementare Darstellung, wenigstens 
in dem Sinne, wie man dieselbe namentlich in Deutschland wohl 
zu erwarten gewohnt sein möchte, und wie in einigen physikali- 
schen Lehrbüchern, z. B. von v. Ettingshausen, August u. A. 
auf gewiss sehr verdienstliche Weise zu geben versucht worden 
ist, liefert die Schrift des Herrn Moigno aber gar nicht, sondern 
dieselbe ist im eigentlichsten Sinne durchaus nichts weiter als das, 
was die Franzosen „une Analyse“ nennen, wie auch auf ihrem 
Titel ganz richtig angegeben worden ist; ja man kann selbst noch 
hinzusetzen: sie ist wenigstens in ihrem mathematischen Theile 
vorzugsweise oder nur „une Analyse des travaux de Mr. 
Cauchy“, welcher letztere zugleich von Herrn Moigno fast auf 
allen Seiten mit Lobsprüchen auf eine Weise wahrhaft überschüttet 
wird, die einem so hochstehenden Gelehrten wie Herrn Cauchy 
— dessen grosse Verdienste von Niemandem mehr als von uns 
anerkannt werden können, wie wir auch wohl bei jeder Gelegen- 
heit bereits zu völliger Genüge bewiesen haben — wohl schwerlich 
selbst angenehm sein kann. Gleich von vorn herein bedient Herr 
Moigno den Leser mit einigen aus Herrn Cauchy’s Schriften 
entlehnten, natürlich aber gar nicht weiter begründeten analyti- 
schen Formeln und bringt auch nur sehr wenig bei, was geeignet 
wäre, eine einigermassen deutliche, jedoch nur ganz allgemeine 
Einsicht in das Wesen derselben, in die Artund Weise, wie Herr 
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Cauchy zu denselben gelangt ist, in die denselben gegebene eigen- 
thümliche Form, über die Gründe der Einführnng des Imaginären 
in dieselben und was dergleichen mehr ist und hier nur andeutungs- 
weise und ganz im Allgemeinen hervorgehoben werden kann, zu 
vermitteln. Dadurch wird aber weder dem Physiker, noch dem 
Analytiker wahrhaft genützt, indem ersterer eine möglichst ele- 
mentare und, sn weit es die Natur des Gegenstandes irgend ge- 
stattet, strenge Darstellung, letzterer dagegen eine recht klare und 
übersichtliche, die eigentlichen Hauptmomente recht scharf hervor- 
hebende Darlegung des Weges, welchen die Analyse genommen 
hat, wünschen wird. Nach unserer Ansicht wird daher: auch nach 
dem Erscheinen dieses Werkes des Herrn Moigno für jeden, wer 
die neuere mathemätische Optik kennen lernen will, wie bisher 
nichts weiter übrig bleiben, als zu den Schriften des Herrn Cauchy 
selbst seine Zuflucht zu nehmen, und Herr Moigno hat nach un- 
serer Ansicht durch das vorliegende optische Werk jedenfalls den 
Zweck, welchen er durch seine oben angeführten Lecons de 
caleul differentiel et de calcul integral in mehrfacher Be- 
ziehung auf ausgezeichnete Weise erreicht hat: nämlich die Ar- 
beiten seines grossen Lehrers einem grössern Kreise von Lesern 
zugänglich zu. machen und denselben allgemeinern Eingang zu ver- 
schaffen, nicht erreicht. — Die Section deuxieme: Expli- 
cation raisonnee et comparee des phenomenes de l’op- 
tique dans les deux systemes de l’emission et desondu- 
lations, ist zwar, ganz deutlich verfasst, indem sie überhaupt 
mehr historisch als scientifisch. verfährt, möchte aber im Ganzen 
wohl nicht viel mehr liefern als in den vollständigern physikalischen 
Hand- und Lehrbüchern enthalten ist, wobei auch immer .die Ar- 
beiten der Franzosen vorzugsweise hervorgehoben und über die 
Leistungen anderer gestellt werden. Recht güte Zusammenstellun- 
sen liefern die dritte und vierte Section, — die beiden letzten in 
dem ersten Theile, — von denen die erste ein Resume d’Op- 
tique meteorologique, die zweite ein Resume d’Optique 


mineralogique enthält. 


Der zweite "Theil soll enthalten: 1. la litterature com- 
plete de Foptique *); 2. le catologue raisonne et figure 
des propositions ä demontrer, des experiences qui 
constituent la demonstration et des appareils äl’aide 
desquels se font les experiences. Nun, daraus wird gewiss 
sehr viel zu lernen sein! und der Herr Verfasser wird doch wohl 
am Ende unser oben ausgesprochenes, vielleicht etwas vorschnel- 
les Urtheil über den ersten Theil zu Schanden machen, und Recht 
behalten, wenn er die Vorrede zum ersten Theile mit den Worten 
schliesst: ‚Nous uurions ainsi comble un grand vide, et satis- 
fuit @ un immense besoin.‘“ — Vorläufig bitten wir aber nur einen 
Jeden, bis zum Erscheinen des zweiten Theils zu warten, bevor 
er sich das Werk anschaflt, da beide Theile Fünf Thaler netto 


kosten. 





*) Welche man bis zu einem gewissen Zeitpunkte schon in''grosser 
Vollständigkeit in dem Dove’schen Repertorium findet. „ 


Anmerkung des Setzers, 
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Geschichte des Leidenfrost'schen Phänomens, erste 
Abtheilung, vom Oberlehrer Dr. Emsmann;, (Programm 
der: Friedrieh-Wilhelms-Schule:zu Stettin, mit Schul- 
nachrichten vom Director Scheibert.) Stettin. 4. 


11 Solehe Monographien wie die vorliegende scheinen uns für ‘die 
Schulprogramme 'sehr geeignet’ zu sein; sie nützen ‘den Schülern 
und: sind auch an sich interessant und nicht ohne wissenschaftliche 
Bedeutung. Der: Herr Vf. hat die Geschichte und Literatur des 
genannten bekannten Phänomens sehr ausführlich‘ mitgetheilt, und 
die verschiedenen Erklärungsversuche mit seinen eigenen Ansich- 
ten über dasselbe deutlich und vollständig dargelegt, so dass wir 
wünschen, er möge bald die zweite Ahtheilung 'nachfolgen lassen. 


nn nd I Ed 


| Vermischte Schriften. 


sb Phe Cämbridginend Dublin mathematical Journal, 
Etited by W. Thomson, B. A. Fellow of St. Peters Col- 
lege, Cambridge. (Vergl. Lit. Ber. Nr. XXXIH. 8. 492.) 


-» No. VI. On the Attraction of a Solid -of Revolution on. .an 
External Point. By George Boole. — On a certain Symbolical 
Equation. By George Boole. —. Investigation. of certain. Proper- 
ties, of the Ellipsoid. By Thomas Weddle. — On Principal Axes 
of a Body, their Moments of Inertia, and Distribution, in Space. 
By R. Townsend. —: On the Integration of: certain Equations. in 
Finite Differences. By Rev. Brice Bronwin. — ‚On. Symbolical 
Geometry. Continued. By Sir W. R. Hamilton. — On the Theory 
of:Involution in Geometry. By A. Cayley. — On a Mectanical 
Representation 'of Electric, Magnetic and: Galvanie Forces. By 
William Thomson. ’— (No. VIll. will be published on the 1st of 
March 1847.) | A 


'In’den Bulletins de PAcademie Royale des sciences, 
diesiibettres et des beaux-arts de’Belgique: Tome XI: 
Ire, Partie. :1846.: Bruxelles. 1846. 8. finden sich die folgen- 
den: ausführlichern Abhandlungen; welche der Beaehtung der Leser 


x 


des Archivs empfohlen ‘zu werden verdienen. u ©“ 

"Note sur la convergence de la serie de Maclaurin, par M. Tim- 
mermanns. p. 53. in U DE nn 
ote sur la con series, par M. Timmermanns; 
Not | vergence des s par M. Timmerma L 
membre de !’Academie. p. 140. 


I} 


Nouvelle demonstration d’un lemme et d’un theoreme de M. Ja- 
cobi,:.par A, ‚Pioch, 'professeur d’analyse & l’ecole militaire de 
Belgique. p. Bl... | yaäl | Hase | 
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‚(Dieser ‚Aufsatz, bezieht ‚sich auf. eine aus, ‚dem. Italienischen 
en Abhandlung’ in Liourille’s Journal. Septembre, 
1846., welche !den ‚Titel. führt: \Sur.leipriveipe du dernier 
multiplicateur et sur. son usage, comme nouveau,prin- 
eipe.de-metanigquwez;.par,M.. Jacobi), | v 


‚Du faecteur dintegrati des equations Hören Ri 
M. Leftängois, 'abrege "pres de de ‚Funiversite de Gand.: p. 158 


Note .sur ‚les expressions: des: raeines ‘d’un nombre en. od its 
ioßnis, ‚par M.,S.chaar, doeteur, en, sciences. | .p-ı 228... Auer 


Sur le pärallelögramme des forces de Simon iBteven, par Ar T im* 
merman ns), \meinbre'de ‚N Acadeimie et  PROtEdDeRE ä a ersite 
de Gand. p. 313." 


Sur ıles vihrations qui un coyrant A nnd a naitre 
dans Je; fer doux; . ‚et sur, la non+existence ‚d’un courant electrique 
dans ‚les ‚nerls des, animaux vivants. _ (Extrait d’une lettre . de,M, 
E.; Wanimanns ‚Aroieasene, & l’Academie de Lausanne, aM: Nas; 
hedß6eAl Phud?) MM rc nr A 

"Sur "un theörkne de Cauehy. gekatißn! au developpemont dab 
Poren en Series, ‚par M. "Lamärley) pafülspen ea: l’Universite 
de Gand. 520. 
\ (Betrit Cauchy’s heueste berühmte Arbeiten‘: üben! die Ent: 
wickelung ‚der F unctionen in Reihen,’ s. Archiv. Thl. 18.864.) 


Pre 


ee sur. les determinants, par 'M. Clay? repetiteur 
älEcole PohgePhnlane. secretaire, de la ‚Societe philomatique de 


Paris. 
(Ein, interessanter ‚Aufsatz , t. "den. ‚wir den Lesern des Atchixs 


bald in einer deutschen Bearbeitung mitzutheilen hoffen, ) Ri 


' Magnetisme.iterrestre! (Extrait) d’une lettre: de :M.; Lundtont, 
An de: NObsehvatöire‘ BERFRL: a (Munich) var Mi ‚Qwetelet)l 
p:558.15 wibutel! 

Notes sur RN questiong” examindes par M. alba lie‘ 
dns‘ un 'm&moire intitule: Etudes theoriques et, experimen- 
tales sur ’etablissement des ch arpentes 4u0) au de Wa, 
par M, Demanet, major du ‚genie., Pp- 5964 


Rapport de:M. Grahay; sur hun! ‚appareil propre ä mesurer 
deitres- petites differences! de; pression RES sähe 
pan!l M. Gustave Dumont.: Pp687..,. » | 1ob 


z 


Reg le Pour’ Ta division des nombres alproximatife, ‚par m. a er 
hulst, ee de F’Academie. p. 696. 

(Auch diesen nur kurzen Aufsatz hoffen wir den Lesern des 
Archivs bald in einer deutschen Bearbeitung mittheilen zu können.) 


Note sur l’emploi des, derivees en Algebre, parM. Lamarle, 
professeur ä ’Universit@ de and. p. 69. | 

Note sur la’ ‚convergenee ‚de la'serie er en par M. ar 
marke etc. . p. 74. unit Ku 


Sur Teehipse''de' saleil Aug. Octobre 1847, par M. Mailıy, 
aide ä& are Royal de Bruxelles. p- 728. 
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Sur les aurores boreales, la lumiere. zodiacale et les etoiles 
filantes. (Extrait d’une lettre adressee ä M. Quetelet, par M. 
Ed. Herrick, de New-Haven, Etats Unis.) p. 744. Ä 

Sur la declinaison magnetique et ses variations ä Cracovie. 
(Extrait d’une lettre de M. Weisse, directeur de l’Observatoire, 
aM. Quetelet.) p. 751. 

Wir können der Beschränktheit des Raumes wegen nur diese 
grösseren Aufsätze hier namhaft machen; ausser denselben ent- 
hält aber dieser 812 Seiten starke Band noch eine Menge vorzüg- 
lich von Herrn Quetelet herrührender sehr interressanter 'kürze- 
rer Aufsätze und Mittheilungen, hauptsächlich über die Pheno- 
menes periodiques, die auch in naturhistorischer Rücksicht 
von grossem Interesse sind, und das blühen u. s. w. der Pflan- 
zen, den Zug der. Vögel und ähnliche Erscheinungen in der Natur 
betreffen. Auch der Aufsatz: Sur les indiens O-Jib-Be- 
Wa’s et les proportions de leur corps, par M. A. Quete- 
let bietet Vielfaches Interesse dar, da Herr Quetelet die An- 
wesenheit von zwölf Indianern vom Stamme der O-Jib-Be-Wa’s be- 
nutzte, um an denselben Messungen anzustellen, und dieselben 
dann mit andern an Belgiern von vorzüglicher Grösse und Schön- 
heit des Körpers angestellten Messungen zu vergleichen. 

Herr Quetelet sagt am Schluss seines Aufsatzes: „Ces rap- 
prochements sont bien propres a detruire les prejuges qui existent 
au sujet des Indiens. On voit que leur conformation est & peu 
pres exactement la nötre, et que si elle lui est superieure sous 
plusieurs rapports, cet avantage provient de la facilit@ qu’ont les 
differentes parties du corps ä se HavElORner avec plus de liberte 
et par des ‚exercices plus avantageux.“ —, Messungen der Stärke 
mit dem Dynamometer von Regnier fielen aber doch zum Vor- 
theil der Indier aus. 

Man erkennt aus dem Obigen die Reichhaltigkeit dieser Bul- 
letins, und wir werden von jetzt an deren Inhalt in unsern Litera- 
rischen Berichten um so mehr fortwährend vollständig angeben, 
weil mit dem vorher angezeigten Bande eine neue Aera der Brüs- 
seler Akademie beginnt, indem dieselbe seit dem Anfange des 
Jahres 1846 durch die Munificenz des Königs Leopold mit einer 
dritten Klasse (Classe des beaux-arts) vermehrt und überhaupt in 
mehreren Beziehungen vervollständigt und erweitert worden ist, 
weshalb die Akademie seit dem Jahre 1846 auch ‚„Academie 
Royale des sciences, des lettres et des beaux-arts‘“ heisst, Einige 
der obigen in mehrfacher Beziehung interessanten Aufsätze sollen, 
wie vorher. schon bemerkt worden ist, im Archive in deutschen 
Bearbeitungen mitgetheilt werden. 


Druckfehler. 1... | 
Theil VIl. S. 387. Z. 2. v.u. und S. 388. Z.4. s. m. (— D)"n! für n!. 
Theil IX. Heft I. S. 48. 2.8. s.m. X für. '...u . ErT 
Theil IX. Heft I. S. 88. Z. 24.5. m.'Körper.statt Kürper. 
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Literarischer Bericht. 





Geschichte der Mathematik und 
Physik. 


Memoire sur la vie etles travaux de Simon Stevin. 
Par Steichen, docteur en sciences mathematiques et 
physiques, et professeur de mecanique rationnelle et 
IBneRanign? appliquee ä l’ecole militaire. Bruxelles. 


Die kleine Schrift von Herrn Quetelet über Simon Stevin 
ist im Literarischen Berichte Nr. XXVII. S. 393. angezeigt wor- 
den.. In dem vorliegenden grösseren Werke giebt Herr Professor 
Steichen vorzugsweise eine sehr dankenswerthe Analyse aller 
von Stevin herausgegebenen Werke, und wir halten diese Schrift 
daher für einen nicht unwichtigen Beitrag _zur Geschichte der 
Mathematik. Nach der 8.6. und 8. 7. von dem Herrn Vf. gege- 
benen Aufzählung sind die von Stevin herausgegebenen Werke 
folgende: 


Un Traite d’arithmetique et d’algebre (publie en 1585). 

Une Table d’interet et de l’argent (1583). 

La Statique comprenant I’Hydrostatique (1586). 

L’lnvention de la dime, faisant suite ä l’Arithmetigue (1585). 

Un Traite de fortification, en 1594. (Bibliotheque de Leyde.) 

'La'Cosmographie, quil ‘composa dans l’intervalle de 1600 & 
1608, ‘et qui est imprimee parmi ses oeuvres flamandes, en deux 
tomes, dont le premier parut en 1505 et le second 1508. (Edition 
qui se trouve ä notre bibliotheque royale et 'qui est loin d’etre 
re) | Ä 

La Castramentation, publiee en 1617. 

La Fortification par eeluses (1618). 

La Dialectigue, que l’auteur fit aussi publier en 1585, un peu 
avant l’Arithmetique. SF RIEN ii 

„Sa Vitärpolitica, qui date de 1590. - 
Dans son Arithmetique et Algebre se trouvent: 
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La Traduction des quatre premiers livres de Diophante; 

Un Traite des grandeurs incommensurables ; 

L’Explication laconique du 10° livre d’Euclide; 

Une Geometrie pratique; 

Un Traite de la tenue des livres, publie en 1608. 

Die Analyse der militairischen Werke rührt von dem Herrn 
Alexis Brialmont, ancien eleve de l’ecole militaire, 
sous-lieutenant du genie, her. 

Die zweite Abtheilung des Werks liefert auf pag. 171. bis 
pag. 242. sehr dankenswerthe Notes et eclaircissements. 


Ueber Stevin’s äusseres Leben war im Ganzen wenig zu 
sagen, jedoch hat der Herr Verfasser auch in dieser er 
alle ihm zugänglichen Quellen. treulich .benutzt, „wenn auch: immer 
die: Analyse der Werke Stevin’s, namentlich für den Mathema- 
tiker, die Hauptsache bleibt. | 

Nun, wir empfehlen diese Schrift nochmals den Liebhabern 
der Geschichte der Mathematik zur Beachtung. 


— nn en 


Arithmetik. 


Lehrbuch der Arithmetik für höhere Bildungsan- 
stalten. Aus historischen und psychologischen Grund- 
lagen für die Zwecke des Unterrichts 'neu entwickelt 
von Dr. Theodor Wittstein. Die Operationen’an zu: 
sammengesetzten Zahlen. Hannover 1846. 8 %Rthlr. 


'' Der ‘erste Theil dieses empfehlenswerthen Lehrbuchs ist im 
Literar. Ber. Nr. XXVIl. S. 413. angezeigt worden, und das’'dort 
ausgesprochene Urtheil gilt ganz auch von dem vorliegenden zwei- 
ten Theile, ‘weshalb wir uns hier mit der Angabe des Inhalts be- 
gnügen können. ‘Erster Abschnitt. Rechnung mit zusam- 
mengesetzten Zahlen im Allgemeinen. Rechnung’ mit 
Summen und Producten. ‘ Rechnung mit Potenzen. Rechnung mit 
Logarithmen. Zweiter Abschnitt. Theorie der Gleichun- 
gen. Rechnung mit Gleichungen. Auflösung der Gleichungen. 
Dritter Abschnitt. Theorie der Zahlensysteme.  Addi- 
tion und Subtraetion. Multiplieation und Division. Potenzirung und 
Wurzelausziehung. : Vierter Abschnitt. Theilbarkeit deka- 
discher Zahlen., Kennzeichen der Theilbarkeit ganzer Zahlen, 
Entstehung geschlossener und periodischer Decimalbrüche. Fünf- 
ter Abschnitt. Theorie der logarithmischen Systeme. 
Berechnung der Logarithmen. . Construction. und Gebrauch, der:lo: 
garithmischen Tafeln. ob; 

Man sieht hieraus, dass das Buch ‘auf sehr geringem Raume 
(nur 137 Seiten) Vieles in sehr einfacher Darstellung und Ent- 
wickelung giebt. Auch aus der Theorie der Zahlen, .z. B: der 
Fermat’sche Satz, kommt‘ Einiges vor, und .dası Buch ver- 
dient jedenfalls zu ‚allgemeinerer Beachtung empfohlen zu werden. 


Die Buchstabenrechnung und Lehre’von den Glei- 
chungen. Mit einer Sammlung von Aufgaben. Von 
F. Rummer, Lehrer der Mathematik an der höheren 
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Bürgerschule ‚und Hauptlehrer der Gewerbschule zu 
Heidelberg. Heidelberg. 1847. 8. 1 Rthlr. 


Ein zwar ganz elementares, aber, wie es scheint, recht prak- 
tisches und seinem Zwecke. gut entsprechendes Buch, welches 
zugleich eine sehr reichhaltige Sammlung von Vebungsaufgaben 
darbietet, und in der That die Stelle eines kurzen Lehrbuchs und 
einer Aufgabensammlung für erste Anfänger in der Buchstaben- 
rechnung und Algebra zugleich vertreten kann. Dasselbe enthält 
die gewöhnliche Buchstabenrechnung mit Einschluss der Lehre 
von den Logarithmen, die niedern Reihen, die Gleichungen des 
ersten und des zweiten Grades, die Anfangsgründe der unbe- 
stimmten Analytik, die Zins- und Rentenrechnung. Wir glauben, 
dass das Buch seiner vorherrschenden praktischen Tendenz wegen, 
namentlich den Lehrern an mehr einer praktischen Richtung fol- 
genden Lehranstalten zur Beachtung empfohlen zu werden verdient. 


Algebraische Aufgaben des erstenund zweiten Gra- 
des, von Miles Bland. Nach der 8ten Ausgabe des 
englischen Originals für deutsche Schulzwecke bear- 
beitet von Dr. Christ. Heinr. Nagel, Rector der Real- 
anstalt in Ulm. Stuttgart. 1847. 1 Rthlr. 6 Sgr. 


Miles Bland ist der englische Meier Hirsch und der Herr 
Uebersetzer hat gewiss auf den Dank aller Schulmänner für seine 
‚Arbeit zu rechnen, schon der nicht ;uninteressanten Vergleichung 
wegen. Aber auch die Sammlung an sich ist sehr reichhaltig und 
unterscheidet sich namentlich dadurch von den ähnlichen Büchern 
in. Deutschland, dass den Aufgaben theils die vollständigen Auf- 
lösungen , theils nur die Resultate derselben beigefügt sind, was 
‘gewiss Manches für sich hat. Der Umfang, den diese Sammlung 
in, der Uebersetzung — da der Herr Uebersetzer Einiges aus dem 
Originale wegzulassen für zweckmässig befunden hat — in wis- 
senschaftlicher Rücksicht einnimmt, ist zwar durch den Titel hin- 
reichend bezeichnet; indess wollen wir den Inhalt im Folgenden 
noch etwas bestimmter angeben. un | 

I. Haupttheil. Algebraische Gleichungen vom ersten 
und zweiten Grade. 1. Abtheilung. Gleichungen vom ersten 
Grade mit Emer unbekannten Grösse. U. Abtheilung. Gleichun- 
gen vom’ ersten Grade mit mehreren unbekannten Grössen. IH. Ab- 
theilung. Reine quadratische Gleichungen, nebst Gleichungen 
von höheren Graden, welche ohne Ergänzung des Quadrats gelöst 
werden können. IV. Abtheilung. ÜUnreine quadratische Glei- 
chungen mit Einer unbekannten Grösse. V. Abtheilung. Un- 
reine quadratische Gleichungen mit zwei unbekannten Grössen. — 
II: Haupttheil. Ri welehe auf algebraische Glei- 
chungen führen. 1. Abtheilung. Aufgaben, welche auf 
Gleichungen vom ersten Grade mit Einer unbekannten Grösse füh- 
ren. Il. Abtheilung. Aufgaben, welche auf Gleichungen vom 
ersten Grade mit zwei unbekannten Grössen führen. Il. Abthei- 
lung. Aufgaben, welche auf reine quadratische Gleichungen oder 
auf Gleichungen von höheren Graden führen, die ohne Ergänzung 
des Quadrats gelöst werden können. IV. Abtheilung. Aufgaben, 
welche auf unreine quadratische Gleichungen führen. V. Abthei- 
lung. ‚Aufgaben über arithmetische und geometrische Progressionen. 
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Jede Abtheilung enthält Aufgaben mit und ohne Auflösungen; 
für die letzteren sind die Resultate der Auflösungen am Ende zu- 
sammengestellt. 

De speetatissimis quibus ie altioris gra- 
dus numericae solvuntur methodis dissertationem ma- 
thematicam scripsit Dr. ©. Weissenborn. Berolini. 1847. 8. 

Diese Dissertation enthält, ohne auf eine gewisse Selbsstän- 
digkeit Anspruch machen zu dürfen, eine kurze und einfache, 


ziemlich deutliche Darstellung der bekanntesten älteren und neue-. 


ren Methoden zur Auflösung der numerischen Gleichungen, lässt 
aber rücksichtlich der Vollständigkeit, namentlich in theoretischer 
Beziehung, Vieles zu wünschen übrig. Denn dass z. B. die so 
wichtige Lehre vom Excess der gebrochenen rationalen. algebrai- 
schen Functionen und deren Anwendung zur Bestimmung der An- 
zahl der zwischen gegebenen Gränzen liegenden reellen Wurzeln, 
sowie deren Anwendung zur Bestimmung der Anzahl der zwischen 
gegebenen Gränzen liegenden imaginären Wurzeln einer gegebe- 
nen Gleichung (m. s. Archiv der Mathem. und Phys. Thl. I. 
S. 19.) ganz fehlt, ist doch kaum zu billigen. Auch hätte. über 
Cauchy’s schöne Methoden zur Auflösung der numerischen Glei- 
chungen (m. s. Supplemente zu dem mathematischen 
Wörterbuche. Thl. I. Art. Gleichung) wohl Einiges gesagt 
werden sollen. Ueberhaupt liefert also diese Schrift — ohne dass 
wir uns hier auf weitere Einzelnheiten einzugehen einlassen kön- 
nen — kein deutliches urid einigermassen vollständiges Bild von 
dem gegenwärtigen Zustande der Lehre von den numerischen 
Gleichungen, und enthält grösstentheils nur allgemein. bekannte 
Dinge. Daher hätte der Herr Vf. erst noch tiefere Studien machen 
sollen, bevor er mit dieser Schrift — da dieselbe einige eigen- 
thümliche Untersuchungen, die man wohl namentlich in einer Dis- 
sertation wenigstens in dem Kreise derjenigen Ansprüche, die man 
an solche von Anfängern zu verfassende Schriften zu machen sich 
berechtigt halten darf, zu finden hoflen dürfte — gar nicht enthält, 
öffentlich hervortrat. Enthält eine solche Schrift wie diese keine eigen- 
thümlichen Untersuchungen, so muss sie wenigstens ‘in der Dar- 
stellung des Bekannten mit möglichster Kürze hinreichende Voll- 
ständigkeit verbinden. Wer aber das bekannteste über die Theorie 
der numerischen Gleichungen in kurzer Zeit einigermassen kennen 
lernen will, und selbst erst Anfänger in diesen Dingen ist, mag 
immerhin für's Erste zu der vorliegenden Schrift greifen. 


Der Geist der mathematischen Analysis und ihr 
Verhältniss zur Schule vom Professor Dr. Martin Ohm. 
Zweite Abhandlung. Auch als Anhang und Kommentar 
zu seinen verschiedenen Lehrbüchern. Mit einer Figu- 
ren-Tafel. Auch unter dem Titel: Der Geist der Diffe- 
rential- und Integral-Rechnung. Nebst einer neuen 
und gründlichern Theorie der bestimmten Integrale 
von Dr. Martin Ohm. Erlangen, 1846. 8. 1 Rthlr. 


„In dem 1842 erschienenen ‚Geist der mathematischen Ana- 
lysis“ — sagt der Herr Vf. in der Vorrede — ‚habe ich es ver- 
sucht, den innern wissenschaftlichen Zusammenhang der Lehren 


“ 
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der Elementar- Analysis kurz hervorzuheben. Denselben Zweck 
hat die gegenwärtige „Abhandlung“ in Bezug auf die Differential: 
und Integral-Rechnung, welche daher in Bezug auf jene die „zweite‘“ 
genannt werden kann. Im Verlaufe dieser gegenwärtigen ist daher 
jene allemal als „Erste Abhandlung“ ceitirt. Da der Vf. auch für 
Deder schreibt, die sich nieht gerade ausschliesslich mit Mathe- 
matik beschäftigen, die aber mit der Wissenschaft Schritt zu hal- 
ten wünschen, so ist hie und da Sorgfalt angewandt worden, durch 
nähere Erörterungen, durch kurze Ausfüllnng von Lücken ein leich- 
teres Verständniss zu vermitteln, was andere Leser für überflüs- 
sig halten müssen. Ein Schriftsteller muss suchen, in dieser Hin- 
sicht die rechte Mitte zu treffen.“ 


Der Inhalt ist folgender. Auf eine 42 Seiten lange Einleitung 
folgt der Geist der Differential- und Integral-Rech- 
nung, weleher aus fünf Kapiteln besteht. Erstes Kapitel. 
Die gesammte AhleitungsReeimung, Zweites Kapitel. Inte- 
grale entwickelt gegebener Funetionen. Drittes Kapitel. Ueber- 
gang der Form-Gleichungen in Zahlen-Gleichungen. Ueber den 

ang der reellen Werthe einer Function. Der Lagrange-Taylor’sche 
und der Lagrange - Maclaurin’sche Lehrsatz. Die. Leibnitzische 
Differential-Rechnung, — Viertes Kapitel. Von den numerisch- 
bestimmten Integralen. Fünftes Kapitel. Von den numerischen 
unendlichen Reihen und von den numerisch - bestimmten Integralen 
mit unendlich - grossen Grenzen. 


Wir können über diese Schrift nur so viel sagen, dass die- 
selbe ganz in dem bekannten Geiste des Herrn Vfs., welcher nach 
unserer Ueberzeugung nicht der eigentliche und wahre Geist der 
strengeren neueren Analysis ist, verfasst ist, wobei wir übrigens 

# dem bekannten Streben des Herrn Vfs. nach Systematik und All- 
emeinheit gern alle Gerechtigkeit widerfahren lassen. Auf Neu- 
heit Anspruch machende Resultate, die aber in dieser Schrift, da 
der Herr Vf. in der Vorrede sagt, dass er auch für solche Leser 
schreibe, die sich nicht ausschliesslich mit Mathematik beschäfti- 
gen, wohl aueh nicht zu geben bezweckt worden sind, haben wir 
‚in dieser Schrift am allerwenigsten gefunden. | 


Auf eine ausführlichere Kritik uns einzulassen, gestattet der 
Zweck des Literarischen Berichts im vorliegenden Falle nicht, und 
wir verzichten auch um so lieber auf eine solche von unserm, 
Standpunkte aus, weil wir uns dann wahrscheinlich auf eine ähn- 
liche lange Diatribe, wie sie dem Herrn Professor Kummer in 
Breslau in der Vorrede zu der vorliegenden Schrift zu Theil ge- 
worden ist, gefasst machen müssten, die wir aber dem Herrn Vf., 
um seine gewiss höchst kostbare Zeit zu schonen, gern ersparen 
möchten, und zwar um so mehr, weil dieselbe für uns selbst doch 
ganz ohne Nutzen sein würde. 


Raabe, J. L., Die Differenzial- und Integralrechnung von 
Gleichungen zweier und mehrerer Variablen. Der Diflerenzial- und 
Integralrechnung zweiten Theils zweite und letzte Abtheil. gr. 8, 
Zürich. 1847. 3%, Rthlr. 


Doctrinae serieruminfinitarum exercitationes. Auc- 


tore Mag. Em. Gabr. Björling, ad Reg. Acad. Upsal. 
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Math. Doc., ad Reg. Gymn. Aros. Math. leet. design., Reg. 
societ. scient. Upsal. membro.  Pars Ida. (Ex Actis 
Reg. Societ. Scient. Upsal.) Upsaliae. MDCCCXLWVE 4, 


Die erste Abtheilung dieser Abhandlung ist im Literar. Ber. 
Nr. XXX1. S. 458. angezeigt worden; ‚wir können also den dort 
angegebenen Hauptzweck, welchen der Herr Vf. bei der Abfas- 
sung derselben ‚hatte, als bekannt voraussetzen. In der ‚vorliegen- 
den zweiten Ahtheilung unterwirft er das Binomialtheorem, dessen 
Ausdehnung auf imaginäre Exponenten er bekanntlich höuptsäch- 
lich beabsichtist, indem dieses wichtige Theorem bis jetzt immer 
nur auf reelle Exponenten eingeschränkt worden ist, eigentlich 
einer neuen Behandlung, und bringt dasselbe auch auf pag. 20. 
auf einen allgemeinen und bestimmten Ausdruck. Leider ist es 
uns an diesem Orte nicht gestattet, auf viele Einzelnheiten einzu- 
‚gehen. Und wenn wir uns daher auch begnügen müssen, die Ab- 
handlung als eine für die Theorie der Reihen überhaupt, nament- 
lich mit Rücksicht auf deren Convergenz und Divergenz, in meh- 
reren Beziehungen nach unserer Ueberzeugung wichtige zu bezeichnen, 
welche den Liebhabern der neueren Analysis sehr zur Beachtun 
empfohlen zu werden verdient; so können wir uns doch der Wich- 
tigkeit des Gegenstandes wegen nicht versagen, den Ausdruck, 
auf welchen der Herr Vf. das allgemeine Binomialtheorem’ gebracht 
hat, den Lesern des Archivs im Folgenden mitzutheilen: 


Theor. IV. Binomiale. 
Aequatio 
+29 =l+ CH yo? Hy? Hm 


° . in 
vera est non modo realibus x (numerice <I1) et y, sed x et y 
quibuscumgue formae | 


LU (Cosw-+ Y—-18Sinw), 
y=a(Cosb+ VZ-1Snbd)=utrV —1: 
1:0) quoties Mod. z<I1 sit; 
quin immo 
2:0) quoties Mod. z haud >1 sit, | en erh 
a) dum u positiva est quantitas, Fibt | 
immo etiam | 


b) u reali qualibet supra —1, certe dum z finita quanti- 
tate ab —1 discrepat. 


Ipsa autem series membri posterioris divergens est _ 


1:0) dum Mod. 21 est, 


S 1 fuerit, 


Y a) quoties »a negativa‘ numerice 
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6) dum 2=—1, etiamsiou>=0 (v positiva aut: neg.) 
‚aut negativa numerice <1 (v positiva, negativa aut 0) 
 fuerit; ö | 


9:0) quoties Mod. x>1 sit (nisi forte fuerit Exponens y nume- 
rus integer aut 0). 


Dum % num. est integer ideoque series finita; vera est aequatio, 


etiamsi tune Mod. z&>1 fuerit. 

Wir wünschen sehr, dass diese Abhandlung in ihren beiden 
Abtheilungen die Beachtung finden möge, welche sie gewiss in 
mehr als einer Beziehung verdient! und weisen die Liebhaher der 
neueren Analysis nochmals besonders auf dieselbe hin. 


Geometrie. 





Die Bildlehre. Vom Professor Dr. M. G. von Pau- 
eker. Mit 100 Seiten Fügungen (Figurentafeln). Mitau 
1846. 8. 1%, Rthlr. 


In der Vorrede sprieht sieh der Herr Vf. über dieses Buch 
im Allgemeinen auf folgende Art aus. 


„Der Zweck dieses Buches ist eine gänzliche Umgestaltung 
der niedern Bildiehre, sowohl in ihrer begründung als in ihrer 
Anschäuungsweise. “ “ 

„Von Euklid bis auf unsere Zeit wurden die Beweise der 
bildmässigen Wahrheiten durch Maassgleichungen geführt. Hierzu 
rechne ich sowohl den pythagorischen Lehrsatz und seine Foige- 
rungen, als auch die Lehre von der Achnlichkeit und den Verhält- 
nissen. Die Maassgleichungen beruhen auf dem Begriff der Zahl. 
Ihre Einführung in die Bildlehre giebt dieser eine fremdartige 
Kennzeichnung und thut ihrer selbsständigen Auffassung Eintrag.“ 

„Unter den neuern Ranmforschern hatte Steiner zuerst das 
grosse Verdienst, die Abhängigkeit der Fügungen durch die Bild- 
gleichung aufzudecken (Entwickelung der Abhängigkeit geome- 
trischer Gestalten. 1832.). Er begründete diesen Satz durch Bin- 
dung von Verhältnissen.“ Ra 

„In der Bildlehre ist aber die zählhafte Behandlung nach dem 
Ausdrucke meines verewigten Lehrers J. W. Pfaff nur ‚,‚eine 
Krücke“, welche naeh gemachtem Gebrauche weggeworfen wird.“ 

„ich habe daher versucht, die niedere Bildlehre von allem, 
was an Maassgleichungen und Verhältnisse erinnert, zu befreien. ‘“ 


. Hieraus sehen wir, dass der Herr Vf., um seinen Zweck, wie 
es an diesem Orte erforderlich ist, nur ganz in.der Kürze und 
ganz im Allgemeinen zu bezeichnen, bei der. Abfassung. dieses 
Werks die Absicht hatte, die sogenannte neuere Geometrie in 
ihren: wiehtigsten und schönsten Resultaten ganz von der Verhält- 
nisslehre zu entkleiden, und Alles bloss zuletzt auf die Betrach- 


L; 
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tung gleicher Dreiecke zu gründen. ' In der That enthält also dieses 
durch die im Literar. Ber. Nr. XXX. S. 451. angezeigten „Fünf 
berühmten Fragen aus der Bildlehre. Mitau. 1845.“ 
desselben Herrn Vis. vorläufig angekündigte und eingeleitete Werk 
eine ganz neue Darstellung und Begründung der sogenannten neue- 
ren Geometrie in ihren Hauptresultaten, und verdient nach unse- 


rer vollkommenster Ueberzeugung gar sehr, den Liebhabern der 


Geometrie zur Beachtung angelegentlichst empfohlen zu werden. 
Diese Empfehlung dürfte aber an diesem Orte um so nothwendi- 
zer sein, weil Mancher durch eine besondere. Eigenthümlichkeit 
dieses Werks leicht abgehalten werden könnte, sich mit seinem 
Inhalte genauer bekannt zu machen.. Der Herr Vf. hat es sich 
nämlich zugleich zum :Gesetz gemacht, die ganze Geometrie von 
allen fremden Ausdrücken zu entkleiden, und alle derselben eigen- 
thümlichen Begriffe mit echt deutschen Worten zu bezeichnen, 
Allerdings erschwert dies das Studium des Werks einigermassen. 
Indess können wir versichern, dass Jeder, wer nur der deutschen 
Sprache gehörig mächtig ist, den Herrn Vf. leicht verstehen wird, 
Auch empfehlen wir, die oben erwähnten „Fünf berühmten 
Fragen aus der Bildlehre“ bei dem Studium des vorliegen- 
den Werks zugleich mit zur Hand zu nehmen, weil sich der Herr 
Vf. in dieser kleinen Schrift, — was in dem vorliegenden Buche 
nun nicht mehr geschehen ist —, über die von ihm gewählten 
deutschen Ausdrücke etwas näher erklärt hat, wie auch aus unserer 
vorher angeführten Anzeige derselben, auf die wir daher auch hier 
in der in Rede stehenden Beziehung des Folgenden wegen verwei- 
sen, ersichtlich sein wird. 

Das ganze Werk zerfällt. in drei Hauptabschnitte, welche die 
folgenden Ueberschriften führen: Erster Abschnitt. Stab und 
Ecke. Zweiter Abschnitt. Doppelbildung. Dritter Ab- 
schnitt. Kreis und Abkreis. Ueber den besondern Inhalt 
dieser Abschnitte, über ihren und der in ihnen enthaltenen Sätze 
innern Zusammenhang unter einander, über die besondere Art und 
Weise der Begründung der 'einzelnen Sätze, über Alles, was dem 
Herrn Vf. vorzugsweise eigenthümlich ist, hat sich derselbe aber 
in der Vorrede so ausführlich und mit so vieler Deutlichkeit aus- 
gesprochen, dass wir die Leser des Archivs, weil der Zweck und 
die Einrichtung. unserer Literarischen Berichte ein weiteres Einge- 
hen auf Einzelnheiten nicht gestatten, lediglich auf diese Vorrede 
verweisen können, wenn sie sich vor dem eigentlichen sorgfältigen 
Studium des Werks näher mit seiner ganzen Tendenz bekannt 
machen wollen. 

Ausser den genannten drei Abschnitten enthält das Werk 
noch einen Anhang, in welchem der Herr Vf. für diejenigen, 
welche gewohnt sind, das Bildmässige nur in den Maassgleichun- 
gen anzuschauen, die wichtigsten Maassgleichungen, welche sich 
aus den Bildgleichungen ergeben, angeführt hat. Am Schlüsse 
nimmt er die Kreisberührung noch einmal: vor und theilt aus der 
bekannten Auflösung Gergonne’s, durch einige eigenthümliche be- 
merkenswerthe Sätze, verschiedene ebenmässige Ausdrücke mit, 
welche zu einer sehr geschmeidigen Berechnung aller Bestimmungs- 
stücke führen. "’ | 

Wir stimmen dem Herrn Vf. vollkommen bei, wenn er in’der 
Vorrede sagt, ‚.dass er glaube, dass es ihm gelungen sei, ohne 
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irgend eine zahlhafte Betrachtung oder Maassgleiehung die ganze 
Bildlehre als ein in sich abgeschlossenes Ganzes darzustellen “ 
und halten dieses Werk, dem wir eine allgemeinere Beachtung 
sehr wünschen, jedenfalls für eine Bereicherung unserer geo- 
metrischen Literatur.  Wollten wir nach einem . gewöhnlichen 
Ausdrucke sagen, dass dasselbe manches oder nicht weniges Ei- 
genthümliche enthalte, so würden wir dem Herrn. Vf. sehr Unrecht 
thun, denn Alles in demselben bis auf die Kunstsprache ist wirk- 
liches Eigenthum desselben Wir haben dieses Werk hier um so 
wärmer empfohlen, weil wir die Bemerkung gemacht zu haben 
glauben, dass gerade solche nothwendig ein genaueres und sorg- 
fältigeres Studium erfordernde mathematische Werke in den gewöhn- 
lichen kritischen Zeitschriften nicht auf verdiente und eine der auf 
ihre Abfassung sichtlich verwandten Mühe und Kraft entsprechende 
Weise Anerkennung finden. 


Die äussere Ausstattung ist in jeder Beziehung vorzüglich und 
namentlich ist auch auf die ungefähr 200 Figuren enthaltenden, 
nicht leicht zu entwerfenden Fisurentafeln besonderer Fleiss und 
grosse Sorgfalt verwandt worden, was jedenfalls auch ein nicht zu 
übersehender Vorzug eines solchen Werks ist, 


Ricerche di analisi ‚applicata alla geometria, di Fortunato Pa- 
dula. ‚Neapoli, 1845. 


In Nr. 589, der. Astronomischen Nachrichten. S, 209. 
findet sich ein kleiner Aufsatz des verehrten Herausgebers dersel- 
ben, Herrn Conferenzrath Schumacher, welcher die Ueberschrift 
führt: Ueber die Zahl x, die das Verhältniss des Durch- 
messers zum Umfange des Kreises ausdrückt. Herr 
Conferenzrath Schumacher theilt in diesem Aufsatze einen von 
dem bekannten Rechner Herrn Dase bis auf 200 Decimalstellen 
berechneten Werth von x mit, und zeigt, dass derselbe mit dem 
von Herrn Doctor Clausen in Dorpat bis auf 250 Deecimalstel- 
len berechneten Werthe in den ersten 200 Deecimalstellen ‚genau , 
übereinstimmt, von einem andern von Herrn Rutherford in den 
Philos. Transactions. 184l. Part Il. pag. 283: bis auf 208 
Decimalen berechneten Werthe aber von der 153sten Decimalstelle 
an stark abweicht, wodurch also die Falschheit des von Herrn 
Rutherford a. a. O. angegebenen Werths deutlich dargethan ist. 


In derselben. Nummer ‚der Astronemischen Nachrichten 
theilt Herr Doctor Clausen in Dorpat ein Paar sehr elegante 
Theorene. über die kürzesten Linien auf Flächen des. zweiten 
Grades mit, ‚von denen das erste als eine Verallgemeinerung des 
bekannten Jacobi’schen Theorems zu betrachten ist, weshalb wir 
nicht umhin können, Liebhaber der höhern Geometrie und Geodä- 
sie, zu welcher letztern diese Theoreme natürlich in naher Beziehung 
stehen, auf diesen Aufsatz des Herrn Doctor Clausen hier be- 
sonders aufmerksam zu machen, weil er vielleicht leicht ihrer 
Beachtung, die er gar sehr verdient, entgehen könnte. 


Grundlehren der ebenen Trigonometrie, analyti- 
schen Geometrie und Infinitesimal-Rechnung.' Von J. 
B. Belanger. Deutsche Bearbeitung von Dr. Bernhard 
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Gugler, Professor an der K: polytechnischen: Schule zu 
Stuttgart. ‚Stuttgart. 1847. 8 22 Sgr. ISBN CH 


Ein nach unserer Meinung recht gutes Büchlein, welches 
wegen seiner einfachen, anschaulichen und auf das Praktische ge- 
richteten Darstellung, in welcher letzteren Beziehung es eben auch 
nur vorzugsweise das liefert, was für die Praxis am wichtigsten 
ist, ohne dabei doch in Ungründlichkeit und Seichtigkeit zu ver- 
fallen, sich zur Grundlage für den Unterricht auf mehr eine prak- 
tische oder technische Richtung verfolgenden Lehranstalten sich 
recht gut eignen mag. Es auf deutschem Boden zu verpflanzen war 
daher ein guter Gedanke. Gegen die Uebersetzung ist nichts zu 
erinnern, die äussere Ausstattung ist ausgezeichnet und der Preis 
im Verhältniss zu derselben sehr niedrig. 


Praktische Geometrie. 


Lehrbuch der höheren Geodäsie von Dr. Philipp 
Fischer, Lehrer der praktischen Geometrie und Mathe- 
matik an der höheren Gewerbschule zu Darmstadt. 
Zweiter Abschnitt. Enthaltend: Die Beobachtungsar- 
beiten und Instrumente. Mit vier Figurentafeln. Darm- 
stadt. 1846. 8. 1 Rthlr. 5 Sgr. — Dritter Abschnitt. Ent- 
haltend: Die Berechnungen. Mit einer Figurentafel. 
Darmstadt 18546. 8. 1 Rthlr. 10 Sgr. 


Der erste: Theil dieses Werkes ist im Literarischen Berichte 
Nr. XXVIH. 8. AlS. angezeigt worden. Der Inhalt der zweiten 
und dritten Abtheilung ist aus dem Titel selbst ersichtlich. Wir 
müssen: dem Herrn Vf. das Zeugniss geben, dass er in diesen 
beiden  Abtheilungen.. allerdings etwas selbstständiger als in |der 
ersten ‚. die Methode der kleinsten Quadrate enthaltenden Abthei- 
lung gearbeitet hat, :wenn. auch freilich diese beiden letzteren Ab- 
theilungen doch nur grösstentheils in Auszügen aus. andern Wer- 
ken bestehen, und vorzugsweise, ja fast einzig und allein, Bes- 
sel’s Arbeiten über höhere Geodäsie von dem Herrn Vf. benutzt 
worden sind, die er: jedoch möglichst zu einem systematischen 
Ganzen zu verbinden gesucht hat. Für Leser also, die nicht auf 
die eigentlichen Quellen zurückgehen wollen oder können, wird 
dieses Werk immer seinen Nutzen haben, und wir empfehlen da- 
her diese beiden letzteren Abtheilungen als ein ganz gutes Reper- 
torium, hauptsächlie" jedoch nur rücksichtlich der erwähnten Bes- 
selschen Arbeiten. Dass aber in demselben noch Vieles fehlt, was 
ein auf gehörige Vollständigkeit Anspruch machendes Werk über 
höhere Geodäsie nothwendig entalten müsste, lässt sich leicht 
nachweisen. So fehlt z. B. eme Theorie der terrestrischen Re- 
fraction gänzlich, was gewiss kaum zu entschuldigen’ist.  Bekannt- 
lich ist diese Theorie aus zwei Gesichtspunkten dargestellt wor- 
den, von denen man den einen den geometrischen, den andern den 
physikalischen nennen könnte. Als der wichtigste Vertreter der 
ersteren Richtung ist Lambert anzusehen, welcher in der ele- 
ganten Schrift: Les proprietes remarquables de la route 
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de la lumiere par les airsset engeneral.par. plusieurs 
milieux refringens- spheriques et concentriques .etc. 
Par J. H. Lambert. A.la Haye. 1758. (Deutsch ‚unter dem 
Titel: Eigenschaften der Bahn des Lichts von J. H. Lam- 
bert. Berlin. 1772.) eine sehr schöne geometrische; Theorie 
der terrestrischen und astronomischen Refraetion — hauptsächlich 
aber der ersteren — geliefert hat, die nach unserer Meinung auch 
jetzt immer noch mehr Berücksichtigung verdient, als ihr gewöhn- 
lich geschenkt wird. Die physikalische: Theorie .der astronomr- 
schen und »terrestrischen  Kefraetion — hauptsächlich aber der 
ersteren — ist bekanntlich von Laplace im 1l0ten Buche der 
Mecanique celeste (T. IV. pag. 231.) auf eine höchst scharf- 
sinnige Weise entwickelt worden, und verdankt diesem grossen 
Geometer ganz ihre gegenwärtige Gestalt. Beide Theorien führen 
übrigens rücksichtlich. der terrestrischen: Refraction ganz zu .dem- 
selben Resultat, dass nämlich dieselbe. der horizontalen Entfernung 
des Beobachtungsorts von dem beobachteten Objecte oder dem 
entsprechenden Winkel am Mittelpunkte der Erde proportional, 
also von der Zenithdistanz unabhängig sei (Lambert a. a. ©. pag. 75. 
Theor&me AXVHI. — Laplace a. a. O. pag. 278.). Was Herr 
Dr. Fischer über die terrestrische Refraetion beibringt, betrifft 
eigentlich bloss die sogenannten gegenseitigen Zenithdistanzen — 
also bloss die Beobachtungen, gar nicht die Theorie —, schliesst 
sich gaıız an Besselund Bayer (Nivellement zwischen Ber- 
lin und Swinemünde, vergleiche Archiv der Mathematik und 
Physik. Theil I. S. 75.) an, und findet sich im: Wesentlichen 
eben so in: den: meisten Werken über Geodäsie. — Nothwendig 
hätte nach. unserer: Meinung auch eine systematische Darstellung 
der sphäroidischen Trigonometrie, oder wenigstens der für die Geo- 
däsie wichtigsten Au’'gaben derselben in dieses; Werk gehört, wie 
dieselbe:z: B. auch Puissant ganz nach Legendre in den zwei- 
ten: "Theil: seines bekannten grossen : geodätischen ‚Werks aufge- 
nommen hat. 'Merkwürdig ist es aber auch. in der That, dass die 
herrlichen Arbeiten von Gauss über die allgemeine Theorie der 
krummen . Flächen ‚; welche mit der Geodäsie in der: engsten  Ver- 
bindung stehen und den praktischen geodätischen ‚Arheiten' dieses 
srossen Mathematikers ihre Entstehung verdanken, in diesem 
Werke so gut wie gar keine Berücksichtigung gefunden haben; 
denn die gelegentliche Erwähnung der ältesten hierher gehörenden 
Abhandlung von Gauss (Disquisitiones generales eirca 
superficies curvas ete.) wird uns der Herr Vf. doch wohl nicht 
entgegenstellen wollen? und die neueren, diesen Gegenstand be- 
treffenden Arbeiten des grossen deutschen Geometers scheint der- 
selbe gar nicht zu kennen. — Da jedes trigonometrische Netz 
sehörig astronomisch orientirt werden muss, so hätte in einem 
vollständigen Werke über höhere Geodäsie doch auch darüber die 
nöthige Belehrung gegeben werden sollen, wie sie sich wieder 
bei Puissant, selbst in dem Lehrbuche der höheren Geo- 
däsie, von August Decker. Mannheim. 1836. findet; ja 
selbst der alte Tobias Mayer lässt sich darauf einigermassen 
ein. Aber darüber, also über Längen- und Breitenbestimmungen, 
die damit unmittelbar zusammenhängenden Zeitbestimmungen, Be- 
stimmungen der Azimuthe u: del: sagt uns unser Herr Vf. so gut 
wie gar nichts, und sein Werk ist in dieser Beziehung ganz un- 
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vollständig und kann also auch nicht «die vollständige Ausbildung 
eines Geodäten, der in Wahrheit auf, diesen Namen: Anspruch 
machen darf, bezwecken. Auch hängt es mit diesem Mangel des 
Werks wahrscheinlich zusammen, dass in der zweiten, die Instru- 
mente betrefienden Abtheilung gar nichts über Reflexionsinstru- 
mente und deren Theorie vorkommt, was wir gleichfalls nieht bil- 
ligen können; denn so wenig wir die Thevrie des Sextanten, 
Spiegelkreises, der Prismenkreise u. s. w. in einem Werke über 
niedere Geodäsie an ihrer Stelle halten können, so sehr sind wir 
doch auf der andern Seite überzeugt, dass die Beschreibung und 
Theorie dieser Instrumente in einem Werke über höhere Geodä- 
sie, schon ihres wichtigen astronomischen Gebrauchs wegen, nicht 
fehlen darf. Auch über Kartenprojeetionen enthält’das Werk nicht 
ein Wort, wo wieder die treflliche Abhandlung von Gauss: All- 
gemeine Auflösung der Aufgabe: die Theile einer ge- 
sebenen Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so 
abzubilden, dass die Abbildung dein Abgebildeten in 
den kleinsten Theilen ähnlich wird, in Schumacher’s 
Astronomischen Abhandlungen. Drittes Heft. Altona. 
1825. 4. S. 1. reiches Material hätte liefern können. — Nun wir 
glauben schon durch diese wenigen Bemerkungen unser oben aus- 
gesprochenes Urtheil hinreichend bestätigt zu haben. Auch nach 
dem Erscheinen dieses Werks werden daher immer noch Puis- 
sant’s bekannte Werke (Traite de Geodesie. T. TI. Il. und 
Traite de Topographie) mit dem meisten Rechte auf syste- 
matische und eine gewisse Vollständigkeit erstrebende Darstellung 
Anspruch machen dürfen und vorzugsweise zum ersten Studium 
empfohlen werden müssen, worauf man dann zu dem Studium der 
betreflenden einzelnen Abhandlungen, und zwar vorzugsweise deut- 
scher Mathematiker, ‚übergehen kann. Die Mittheilung einiger 
noch ungedruckten Arbeiten des verewigten Schleiermacher 
in dem vorliegenden Werke muss schliesslich noch als recht dan- 
kenswerth. bezeichnet werden, ein Dank, welcher nach der eigenen 
Angabe des Herrn Vfs. vorzüglich dem jetzigen Grossherzoglich 
Hessischen Kataster-Dirigenten, Herrn Oberfinanzrath Dr. Hügel, 
gebührt, worin wir also dem Herrn Vf. völlig beistimmen. | 


Optik. 


LW’Ottica esposta in terza rima dal padre rettore Giuseppe 
Giavoletti. Roma 1846. 


Astronomie. 


Recherches sur les mouvemens de la planete Herschel par 
M. Leverrier. Paris. 1846. 


521 


Storia celeste del R. Osservatorio di Palermo dal 
1792 al 1813. Parte prima. 1792—1802. Tomosecondo. 17%. 
Vienna. 1846. 4. — Tomo terzo. 1797—1798. Vienna. 1846. 
4. Auch unter dem Titel: Annalen der k. k. Sternwarte iin 
Wien. Nach dem Befehle Seiner k. k. Majestät auf 
öffentliche Kosten herausgegeben von ©. L. von Lit- 
trow, Director der Sternwarte und o. ö. Professor der 
Astronomiean der k.k. Universität zu Wienu. s. w., und 
F. Schaub, Adjunet der Sternwarte. 25ster Theil. Neuer 
Folge ör Band. Enthaltend Piazzi’s Beobachtungen in 
dem Jahre 179. Wien. 1846. 4 — 26ster Therl. Neuer 
Folge 6r Band. Enthaltend Piazzi’s Beobachtungen in 
den Jahren 1797 und 1798. Wien. 1846. 4. 


Der erste Theil dieses Werks, für dessen Herausgabe die 
Astronomen Herrn Director von Littrow und Herrn Adjuncten 
Schaub sich zu dem lebhaftesten Danke verpflichtet fühlen. müs- 
son, ist im Läterarischen Berichte Nr. XXXI. S. 464. seinem 
Zwecke und seiner Tendenz nach ausführlich angezeigt und seine 
srosse Wichtigkeit gebührend hervorgehoben worden. Indem wir 
uns also hier auf jene Anzeige, der wir nichts Wesentliches hin- 
zuzusetzen wüssten, beziehen, können wir aber nicht umhin, un- 
sere Freude über das Erscheinen der beiden neuen vorliegenden 
Bände und unsere Bewunderung des Fleisses und der Beharrlich- 
keit der Herren Herausgeber ausdrücken, mit welcher dieselben 
den schleunigen Fortgang des Werks, dessen Bearbeitung, noth- 
wendig mit nicht geringen Schwierigkeiten verknüpft sein muss 
und grosse Sorgfalt und Genauigkeit in Anspruch nimmt, zu für- 
dern verstehen. Möge es denselben gelingen, recht bald den gros- 
sen Schatz der Piazzi’schen Beobachtungen in ihrer ursprünglichen 
Reinheit den Astronomen vollständig in die Hände zu liefern, wo- 
für ihnen der Dank der Mit- und Nachwelt nicht entgehen kann! 
dass aber auch der.hohen österreichischen Regierung, durch deren 
Freigebigkeit allein die nothwendig mit sehr beträchtlichen Kosten 
verbundene Herausgabe dieses wichtigen Werks möglich gemacht 
wird, nicht minder der Dank jedes Freundes der Astronomie und 
mathematischen Wissenschaften überhaupt gebührt, versteht sich 
von selbst, verdient aber hier wiederholt hervorgehoben und zu 
allgemeinerer Kenntniss gebracht zu. werden, weil solche Beispiele 
der Munificenz hoher und höchster Landesbehörden jeden wahren 
Freund der Wissenschaften mit wahrer Freude erfüllen und den 
Wunsch lebhaft anregen müssen, öfter auf dergleichen Beispiele 
hinweisen zu können. Je seltener dieselben im Allgemeinen noch 
sind, desto mehr verdienen sie hervorgehoben zu werden! 


Kleines astronomisches Jahrbuch für 1847. Mit Be- 
nutzung der Berliner Ephemeriden herausgegeben von 
Fr. Eichstrom, Oberlieutenantder K. Würtembergischen 
Artillerie. Stuttgart. 1846. 8. 221, Sgr. 


Der Inhalt dieses kleinen astronomischen Jahrbuchs ist folgen- 
der. Zeit- und Festrechnung. Zeichen-Erklärung. Sonnen- und 
Mond-Ephemeride. Planeten-Ephemeride. Saturns-Ring. Jupi- 
terstrabanten. Stern- Oerter. Erscheinungen und Beobachtungen 
(Sonnen- und Mond-Finsternisse. Planeten-Constellationen. Stern- 


bedeckungen). Hilfstafeln (Geographische Lage der Haupt-Stern 
warten. Refractions- Tafel. Zur Verwandlung der mittlern Zeit in 
Sternzeit.e. Zur Verwandlung der Sternzeit in mittlere Zeit.). Ueber 
die Einrichtung des Jahrbuchs und dessen Gebrauch.- 


Diese kleinen Ephemeriden scheinen uns Liebhabern der Astro- 
nomie, recht sehr empfohlen zu werden zu verdienen, und in einer 
zweckmässigen Auswahl alles dasjenige zu enthalten, was ein. sol- 
cher, wünschen kann. Die Angaben in Zeit und Winkeln sind bis 
auf ‚Secunden, theilweise selbst bis auf Zehntheile der Secunde 
genau, was wir völlig billigen müssen, da das Büchlein nun auch 
selbst für. genauere Beobachtungen brauchbar wird, und blosse 
Dilettanten leicht das weglassen können, was sie für ihre Zwecke 
als überflüssig zu betrachten geneigt sein dürften. Eben so sehr 
müssen wir es billigen, dass der Herr Vf. überall Berliner Zeit 
zum Grunde gelegt hat, was gewiss seiner Arbeit zu 'grösserer 
und allgemeinerer Verbreitung, die sie uns, wie schon erinnert, 
recht sehr zu verdienen scheint, behülflich sein wird. Die Son- 
nenparallelaxe ist in Minuten und Secunden angegeben, was wir 
für den blossen Liebhaber der Astronomie und überhaupt für die 
gewöhnlichen Zwecke bequemer halten, als wenn wie in den grös- 
sern Ephemeriden der Logarithmus der Entfernung der Sonne von 
der Erde angegeben wird, wenn auch freilich für streng wissen- 
schaftliche Zwecke der letztern Methode jedenfalls der Vorzug’ ge- 
bührt. Druck und Papier, überhaupt die äussere Ausstattung des 
Werkchens, sind sehr schön und werden gewiss auch dazu beitra- 
sen, dasselbe in einem weitern Kreise zu verbreiten, wie dasselbe 
nach unserer Meinung verdient. Schliesslich wünschen wir, dass 
der Herr Vf. die künftigen Jahrgänge möglichst zeitig herausgeben 
möge, dass dieselben immer wenigstens jedenfalls vor Anfang des 
Jahrs, dessen Zahl der Jahrgang auf seinem’ Titel trägt, indie 
Hände der Himmelsbeobachter kommen. Mögen der Herr Beraus- | 
seber und die Verlagshandlung alle Aufmunterung zur’ Förtsetzung 
ihres Unternehmens finden! Einen solchen "Auszug aus den trefl- 
lichen Berliner Ephemeriden haben wir längst gewünscht, und 
sind überzeugt, dass derselbe recht vielen Nutzen stiften wird. 


Gruithuisen, Fr. v.P., naturwißsendehäftlichustrodndinisches 
Jahrbuch für 1848. München. 1847. 2%, Rithlr. 


Fünfzehnjährige Hygrometer- Beobachtungen (1829 
his 1333, 1836 bis 1845) an der k. k. Sternwarte zu Wien, 
redueirt von Dr. C. Jelinek. 4. E 


Ob diese lithograpkirten Hygrometer-Beobachtungen auf dem 
Wege des Buchhandels zu erhalten sind, wissen wir nicht; jedenfalls 
sind aber die Meteorologen wegen der ziemlich grossen Reihe von 
Jahren, welche dieselben umfassen, auf sie aufmerksam zu machen, 
und Herr Dr. Jelinek verdient gewiss. Dank für seine auf die 
Reduction verwandte nicht geringe Mühe, wie Jeder weiss, wer 
sich mit dergleichen Reductionen beschäftigt hat. vn" 
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Leitfaden für die physikalischen Vorträge, zu- 
nächst in den oberen Klassen des Königl. Preussischen 
Cadetten-Corps. Von Dr. W. Beetz. Berlin. 1846. 8. %, Rthl. 


Ein ganz kurzer Leitfaden über die Hauptlehren der Physik, 
der ‚auch auf möglichst einfache und: leichte mathematische Begrün- 
dung, oder wenigstens Darstellung der Gesetze, in mathematischer 
Form, wo dies, nothwendig und thunlich ist, die nöthige Rücksicht 
nimmt. Wir glauben, dass das Büchlein in der Hand :eines ge- 
schickten Lehrers, dessen Erläuterung es natürlich sehr bedarf, 
bei,.dem physikalischen Unterrichte, zweckmässig als Leitfaden ge- 
braucht werden kann. ' u | 


VB G@. Ww., populäre Wärmelehre oder Därstellun des 
Wesens und Verhaltens der Wärme. gr. 8. Leipzig. 1847. 1%, Rthlr. 


Wöckel, L., die Lehre von der Wärme. gr. 8. Nürnberg. 
1847. 5%, Rthlr. DIA ERW RTF: ED = 


aus 
2; 


Vermischte Schriften. 


Annuaire de l’Observatoire Royal de Bruxelles, par 
A. Quetelet, Direceteur de cet etablissement. 1847. 1Ae 
annee. Bruxelles. 1846. 12..,20:Sgr. | 


Der reiche Inhalt dieses Annuaire ist im Literarischen Berichte 
Nr. XXIX. S. 443. bei Gelegenheit eines frühern Jahrgangs, mit 
welchem der vorliegende im Wesentlichen gleiche Einrichtung hat, 
angegeben worden, worauf daher hier, mit einer wiederholten Em- 
pfehlung des gewiss sehr empfehlenswerthen Buchs, zu verweisen 
genügend sein wird. 


The Cambridge and Dublin mathematical Journal. 
Edited by W. Thomson, B. A. Fellow of St. Peter’s Col- 
lege, Cambridge. , (Vergl. Liter. Ber. Nr. XXXIV. S. 506.) 


Nos. VII. & IX. On the Degree of a Surface Reciprocal to 
a given one. By Rev. George Salmon. — Note on the Para- 
bolie Points of Surfaces. ' By Ray: George Salmon,. — Evalua- 
tion of a Definite Integral: By. Francis W. Newman. — On 
Logarithmie Integrals of the'Second Order. Part.ı1. By Francis 
W.:Newman. — On the Laws of Equilibrium and: Motion of 
Solid and Fluid Bodies. By Samuel Haushton. — On certain 
Definite Integrals suggested by Problems in the Theory of Elec- 
trieity. By William Thomson. — On certain Formulae for 
Differentiation, with Applications to he Evaluation of Definite Inte- 
grals. By A. Cayley. — On the Caustie by Reflection .at a 
Circle. By A. Cayley. — On Symbolical Geometry. Continued. 
By Sir W. R. Hamilton. On certain Symbolical Representations 
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of Functions. By the Rev. Briece-Bronwin. — On Principal 
Axes of a Body their Moments of Inertia, and Distribution in 
Space. Continued. By R. Townsend. — (No. X. will be pub- 
lished on the 15th of May. 1847.) | 


Berichte über die Verhandlungen der Königlich 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leip- 
zig. Nr. Il. 


Diese Numnier enthält die beiden folgenden lesenswerthen 
mathematischen Aufsätze: Ueber die phöronomische Deu- 
tung des Taylorschen Theorems von Herrn Möbius und 
Ueber die Begründung eines Gesetzes zur Bestimmung 
des scheinbaren Alters des Menschen aus äussern 
Merkmalen und den gesetzlichen Zusammenhang des 
scheinbaren Alters mit dem wirklichen von Herrn Dro- 
bisch. — Die übrigen Aufsätze sind chemischen und physiologi- 
schen Inhalts. 


Preise der Petzval’schen Beleuchtungs- 
Apparate bei Franz Waibl, Optiker und 
Mechaniker in Wien, Mariahilf Hauptstrasse 
Nr. 40., zur goldenen Weintraube. 
(Vergl. Literar. Ber.. Nr. XXVII. S. 420.) 
Einfacher Apparat mittlerer Gattung 140 Fr. C.M. 
14 kleinerer ‚a2 90 b Suiny 


Doppelter 3 mittlerer Bi 700 1,7 #1,% 
ı PS kleinerer  ,, 500 „4 


1 Preuss. Reichsthlr. = 1.43 Fr. C.M. 


(Von Herrn Director von Littrow zu Wien gefälligst, mitgetheilt.).. 


Berichtigungen. 


In den Nouvelles Annales de Math&matiques. De- 
cembre. 1846. (T. V.) p. 687. hat Herr Lebesgue, pröfesseur ä 
la faculte de Bordeaux, angezeigt, dass in den auch im Archive. 
Thl. VI. S. 54. mitgetheilten numerischen Ausdrücken des Herrn 
Amiot, professeur au college Saint- Louis, für (das reguläre Sieb- 
zehneck statt 68-+14v17 gesetzt werden müsse: 68+12v17, 
was ich hier zur. Kenntniss der Leser des Archivs bringe, um 
auch im Archive die angezeigte Berichtigung vornehmen’ zu können. 


In dem Literarischen Berichte Nr. XXXIN. S. 492. Z. 26. und 
Nr. XXXIV. S. 506. Z. 16. ist „ Edited“ statt „Etited“ zu setzen. 


In dem Literarischen Berichte Nr. XXXIV. S. 501. Z. 20. 
(Thl. IX. Heft 2.) setze man „Verbreitung“ statt „Vorbe- 
reitung.“  manlod ,G. 





xxXxXVr 
Literarischer Bericht. 





Geschichte der Mathematik und. 
Physik. 


Den astronomischen Nachrichten ist als Beilage beigegeben: 
A briefNotice of theLife, Researches and Discoveries 
of Friedrich Wilhelm Bessel. By Sir J. F. W. Herschel. 
-(Extracted from the Annual Report of the Koyal 
' Astronomical Society.) London. 1847.' 8. 


Arithmetik. 





Die quinäre und vigesimale Zählmethode bei Völ- 
kern aller Welttheile. Nebst ausführlichern Bemer- 
kungen über die Zahlwörter Indogermanischen Stam- 
mes und einem Anhange über Fingernamen. VonDr. 
August Friedrich Pott, Professor zu Halle. Halle. 1847. 
8. 1 Rtlr. 24 Sgr. 


Für Mathematiker wird es genügen, von der Existenz dieses 
Buchs in Kenntniss gesetzt zu werden. 


Niedere Grössenrechnung. Vom Professor Doctor 
M. G. Paucker. In acht Abtheilungen. Mitau. 1846. 
Preis 75 Kop. 8. 


Erste Abtheilung. Die Höhe. Zweite Abtheilung. 
Die niedere NG Dritte Abtheilung. Die Reihe. 
Vierte Abtheilung. Die Messgleichung. Fünfte Ab- 
theilung. Anwendung der Höhennamen auf Handels- 
rechnungen. Sö£chste Abtheilung. Die mehrstellige 
Einstufung. sSiebente Abtheilung. Die Stufungen. 
Achte Abtheilung. Berechnung der Höhennamen. 


Band IX. 36 
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Diese Schrift enthält eine nicht geringe Anzahl eigenthün- 
licher Darstellungen und Methoden, hauptsächlich in der Lehre 
von den Gleichungen, besonders von den Gleichungen des dritten 
und vierten Grades, und von der Auflösung der höheren numeri- 
schen Gleichungen, in welcher letzteren Beziehung der Herr Vf. 
auch in einem Anhange zur siebenten Abtheilung das, was in die- 
ser wichtigen Lehre von älteren und neueren Mathematikern ge- 
leistet worden ist (Harriot. Descartes. 1637. — Olivier. 1826. — 
Newton. — Lagrange. 1767. — Waring. 1762. Lagrange. 1767. — 
Taylor. 1715. — Newton.1676. — Fourier. 1789—1831. — Fourier. 
— Fourier. — Sturm. 1829. — Hudde. — Rolle.), zwar nur kurz, 
aber dosh in ziemlicher Vollständigkeit, zusammenstellt. ° 


Aber nicht bloss aus diesen Gründen, sondern auch noch in einer 
anderen Rücksicht müssen wir die vorliegende Schrift den Lesern 
des Archivs zu ganz besonderer Berücksichtigung empfehlen. Die- 
selbe enthält nämlich einen so reichen Schatz von Beispielen, be- 
sonders für die gesammte Lehre von den Gleichungen, namentlich 
auch für die Lehre von "der Auflösung der höheren numerischen 
Gleichungen, wie wir in einer Schrift von ähnlichem Umfange uns 
nicht gefunden zu haben erinnern, und der Herr Vf. muss grosse 
Zeit und Mühe auf deren Bearbeitung verwandt haben, hat sich 
aber dadurch auch jedenfalls um den Unterricht in diesem wichti- 
gen Theile der Mathematik ein sehr wesentliches Verdienst er- 

_ worben, da dergleichen Beispiele durchaus nicht im Ueberfluss 
schon vorhanden sind, und wir, wie gesagt, nicht wüssten, wo 
anderwärts so vieles Zweckmässige und mit grosser Sorgfalt und 
Umsicht Durchgeführte auf so kleinem Raume sich vereinigt fände. 
Wir empfehlen daher wiederholt auch diese Seite der vorliegen- 
den Schrift, namentlich Lehrern der Mathematik an höheren Un- 


terrichtsanstalten, angelegentlichst. 


Rücksichtlich der von dem Herrn Verfasser gebrauchten neuen 
Kunstausdrücke ist im Wesentlichen dasselbe zu sagen, was wir 
bei seiner Bildlehre im Literar. Ber. Nr. XXXV,. S. 515. uns 
zu bemerken erlaubt haben. 


Elemens d’Algebre par J. Pelletier.  Lons-le-Saulnier. 
1847. 8. | 


Problemes d’Algehre et exercices de calcul algebrique avec 


les solutions; par M. Ritt. Trois. ed. Paris. 1847. 8. 5—0. 


Ueber die Verwandlung der Wurzeln quadratischer 
Gleichungen in Kettenbrüche, eine zu dem Programm 
des Kurfürstlichen Gymnasiums zu Cassel von 1847 ge- 
hörige Abhandlung von Dr. E. W. Grebe, Gymnasial- 
iehrer in Oassel. Cassel. 1847. 4. | 


Dieses sehr beachtenswerthe Programm enthält die folgenden 
Abtheilungen. I. Allgemeine theoretische Betrachtun- 
gen, bei denen der Herr Vf. nach seiner eignen Angabe nur den 
Zweck hat, die Lehren, welche sich auf das Verwandeln der Wur- 
zeln quadratischer Gleichungen in gemeine Kettenbrüche beziehen, 
dem Anfänger zugänglicher zu machen, weshalb er bei denselben 
auf sehr zweckmässige Weise aus der Lehre von den Kettenbrüchen 


527 


nichts als den Begrifl der letzteren voraussetzt. 1. Praktisches. 
1. Verwandlung der Wurzeln einzelner quadratischer 
Gleichungen in Kettenbrüche 2. Aufsuchung einer 
seordneten Zusammenstellung von quadratischen Glei- 
chungen mit den dieselben auflösenden periodischen 
Kettenbrüchen. In diesem letztern Theile, den wir für beson- 
ders verdienstlich halten und wegen dessen wir die Schrift vor- 
züglich zu allgemeinerer Beachtung sehr empfehlen, sucht der 
Herr Vf. zuerst das einer solchen Zusammenstellung am Besten 
zum Grunde zu legende Prineip auf, worüber die Leser des 
Archivs die Schrift selbst nachzusehen haben, und theilt dann 
auf S. 16. bis S. 32. eine sehr fleissig und umsichtig berechnete 
Tafel Quadratischer Gleichungen, wie sie zu den perio- 
dischen Kettenbrüchen gehören, nach den betreffenden 
Irrationalzahlen geordnet mit, welche natürlich zugleich em 
reiches Material von Beispielen für die betreffende wichtige 
Lehre der allgemeinen Arithmetik liefert, und nach der von denı 
Herrn Vf. gewählten Anordnung alle Irrationalzahlen von Y 2, % 3; 
Y5,96,Y7, u.s. w.an bis Y 117, v 118,4 119, x 120 durch- 
läuft. Die in Aussicht gestellte Bekanntmachung der schon be- 
rechneten weiteren Fortsetzung dieser Tafel halten wir für sehr 
wünschenswerth, und würden selbst der ganzen Tafel, wenn der 
Herr Vf. dieselbe nur mit einer nöthigen kurzen Einleitung über 
das ihr zum Grunde liegende Princip, ihre daraus sich von selbst 
ergebende Einrichtung und ihren etwa auch durch ein Paar Bei- 
spiele zu erläuternden Gebrauch versehen wollte, sehr gern cinen 

latz-im Archiv einräumen, wenn der Herr Vf. uns dieselbe. für 
diese Zeitschrift mittheilen‘ wollte, was wir der zu wünschenden 
möglichst weiten Verbreitung dieser verdienstlichen Arbeit für für- 
derlich zu halten berechtigt zu sein glauben. Diese allen Lesern 
des Archivs gewiss sehr erwünschte Mittheilung in demselben zu 
machen, erlauben wir uns daher den Herrn Vf. hierdurch aufzu- 
fordern. Für nicht minder verdienstlich halten wir endlich die von 
dem Herrn Vf. gleichfalls ir Aussicht gestellte Bekanntmachung 
seiner Untersuchungen über die Auflösung höherer Gleichungen, 
namentlich der des dritten Grades, durch Kettenbrüche, und for- 
dern ihn auf, nicht zu lange auf dieselbe warten zu lassen. 


Mathematische. Exkursionen. Von J. E. Fleischer 
(Programm der höheren Bürgerschule zu Treptow an 
der Rega von Ostern 1847). Treptow a. d. Rega. 4. 


Da der Herr Verfasser dieser Schrift zu den liebsten Schülern 
des Herausgebers des Archivs der Mathematik und Physik ge- 
hört, und in derselben sein eigener Name mehrfach auf eine von 
der treuesten Anhänglichkeit zeugende Weise genannt wird, wo- 
für der Herausgeber dem Herrn Vf. nur auf das Freundschaft- 
lichste danken kann, so muss sich derselbe, um nicht den Schein 
einer ihm zwar sonst ganz fremden Partheilichkeit auf sich zu 
laden, hier mit einer kurzen Angabe des wesentlichen Inhalts der 
vorliegenden Schrift begnügen. Der Herausgeber des Archivs 
glaubt nämlich allerdings, wie der Herr Vf. auf S. 1. zu bemer- 
ken die Güte hat, zuerst die höheren Differentialquoiienten der 
Function 

y= Arctangz, 
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und demnächst auch von Arceotz, auf die sehr einfache und be- 
queme Form 


My] 2.3...(n—1) (— 1)"-1cos y"sinn(Iar — y) 
Dan td Y 2 Y 


gebracht, d. h. diese Differentialquotienten im Allgemeinen 
durch den Cosinus von y = Arctangx ausgedrückt zu haben. 
Ganz dasselbe leistet nun der Herr Vf. in der vorliegenden Schrift 
für die Function y= Aresinz, für deren Differentiale bekanntlich 
zuerst Euler einen nicht leicht zu entwickelnden Ausdruck un- 
mittelbar durch die Variable & gegeben hat, und demnächst auch 
für die Function „=Arceos.r, und gelangt dadurch zu nach leicht 
übersehbaren Gesetzen fortschreitenden wenig complicirten For- 
meln, die er unter verschiedenen Formen — auch nach einer von 
Sehweins in seiner Theorie der Differenzen und Diffe- 
rentiale öfters in Anwendung gebrachten Methode, durch welche 
aber freilich nur sonst in ihrer Bildung ganz klar vor Augen lie- 
gende und zur unmittelbaren Anwendung vorbereitete Formeln 
mehr in einander geschoben werden, wenn wir so sagen -» 
dürfen *) — ausdrückt. Die Formeln für die höheren Differentiale 


von Arcsinvers.z und. Arccosvers x ergaben sich dann auch un- 
mittelbar. 


In der zweiten kürzern Abtheilung der Schrift entwickelt der 
Herr Vf. noch einige sonst schon bekannte Integrale auf eine von 
andern allgemeinern Integrationsmethoden unabhängige Weise und 
schliesst mit einigen Betrachtungen über die Cyeloide. 


Traite general et complet, theorique et pratique du calcul des 
interets composes etc., du calcul des interets simples etc. Par 


L. Moulin-Collin. Paris. 1847. 4. 


| Geometrie. 





Theorie des paralleles, demontree d’une maniere simple et 
rigoyreuse, sans aucune consideration de l’infinie, par Achille Le- 
francois. Paris. 1847. 8. 


Traite des reeiproques de la geometrie elementaire de Legendre, 
suivi des notes et d’un appendice par J. Joanet. Paris. 1847. 8. 


Problemes de geometrie et de trigonometrie, avec la methode 
a suivre pour la resolution des problemes de geometrie et les 
solutions; par M. Ritt. ‘Trois. ed. Paris 1847. 8. 5—0. 


"3 Einer wenigstens in ihrem Prineip ganz ähnlichen Methode hat 
sich auch Libri bei verschiedener Gelegenheit, z. B. bei den bekann- 
ten, eigentlich nur recurrirenden Gleichungen für die Bernoulli’schen 


Zahlen (Supplemente zum mathematischen Wörterbuche. 'Thl. 1. Art. 
Bernoulli’sche Zahlen) bedient. 
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Traite de Geometrie descriptive par J. Adhemar. Trois. ed. 
Paris. 1847. 8 20—0. 


Programm der Gewerbschule zu Winterthur, zur 
Eröffnung des neuen, mit dem 11. April 1847 beginnen- 
den Schuljahres. Inhalt: Einige geometrische Aufga- 
ben, algebraisch und geometrisch gelöst von Ü. Adams. 
Winterthur. 1847. 4 > 


Der Herr Vf. dieses Programms, welcher sich schon durch 
mehrere in den Literarischen berichten des Archivs sämmtlich an- 
gezeigte Schriften um die Geometrie vielfach verdient gemacht hat, be- 
absichtigt in diesem Programm namentlich, die algebraische und 
rein geometrische Auflösung goometrischer Aufgaben durch Bei- 
spiele zu erläutern und beide Auflösungsmethoden an derselben 
Aufgabe gewissermassen zu parallelisiren. Die aufgelösten Auf- 
gaben sind folgende: 1. In ein gegebenes Dreieck ein Quadrat 
zu beschreiben. 2. In ein gegebenes Dreieck ein Rechteck zu 
beschreiben, dessen Seiten ein gegebenes Verhältniss zu einan- 
der haben. 3. In ein gegebenes Dreieck ein Rechteck von gege- 
benem Inhalte zu beschreiben. 4. In ein Quadrat ein gleichseiti- 
ges Dreieck so zu beschreiben, dass die eine Ecke dieses Drei- 
ecks mit einer Ecke des Quadrates zusammenfalle. 5. Es ist ein 
Winkel und in der Halbirungslinie desselben ein Punkt gegeben: 
man soll durch diesen Punkt eine Gerade so ziehen, dass das 
zwischen den Schenkeln des Winkels enthaltene Stück derselben _ 
eine gegebene Grösse habe. — Wir halten die gegebenen Auflö- 
sungen für lehrreich und meistens auch für einfach und elegant, 
und empfehlen daher die vorliegende Schrift zu allgemeinerer 
Beachtung, wünschen auch, dass der Herr Vf. sein Vorhaben, 
eine grössere Sammlung solcher auf diese Weise behandelter Auf- 
gaben herauszugeben, in Ausführung bringen möge. 


Trigonometrie. 


\ 


Elemens de Trigonometrie par Lefebure de Fourey. Sixieme 
ed. Paris. 1847. 8. | 


_—— 


Geodäsie. 





Erste Anleitung im Operiren mit den gebräuchlich- 
sten Messinstrumenten. ı Vorschule für diejenigen, 
die sich der praktischen Geometrie widmen wollen. 
Von Thadd. J. Kotzura, öffentlichem Professor der 


Mathematik. Mit 6 lithogr. Tafeln. Leipzig. 1847. 8. 
15 Sgr. - 
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‘ Diese Schrift scheint zu verdienen, denen, welche die einfachsten 
Messoperationen mit den gebräuchliehsten Instrumenten etwa zu öko- 
nomischen Zwecken in der Kürze kennen zu lernen wünschen, als 
recht deutlich und zweckmässig empfohlen zu werden. Auch bei 
dem ersten Unterrichte in der praktischen Geometrie auf Real- 
und Bürgerschulen scheint das Büchlein zweckmässig zum Grunde 
gelegt werden zu künnen, 


on 


Mechanik. ‚ 


Die Principien der Hydrostatik und Hydraulik, Von 
H. Scheffler. Erster Band. Erste Lieferung: 20 Sgr. 
Erster Band. Zweite und dritte Lieferung, 1%, Rthlr. 
Mit über 200 in den Text gedruckten Holzschnitten. 
Braunschweig. 1847. 8. | " 


Eine neue Bearbeitung der Hydrostatik und Hydraulik mit 
fortwährender Anwendung der höheren Analysis, wie ‚sie der Herr 
. Vf. in. diesem Buche, von welchem uns bis jetzt:drei Lieferungen 
vorliegen, zu liefern unternimmt, scheint uns ‚allerdings: Bedürf- 
niss zu sein, und wir empfehlen dasselbe daher sowohl den: theo- 
* retischen Mathematikern, als auch den Teehnikern zur Beachtung. 
Nur erst wenn dasselbe vollständig erschienen ist, wird eine wei- 
tere Besprechung zulässig und zweckmässig, sein. | 


———— ol [0-00 


Astronomie. 


Die Astronomie in populärer Darstellung von Dr. 
G. L. Schulze, Königl. Sächsischem Geheimen Kirchen- 
und Schulrathe. Mit vielen Holzschnitten und einer 
lithographirten Sternkarte. Leipzig. 1847. 8. 221, Sgr. 


Eine, wie es bei flüchtiger Durchsicht scheint, ganz populäre, 
sehr deutliche, auch die neuesten Entdeckungen berücksichtigende 
Darstellung der Hauptlehren der Astronomie von dem schon durch 
frühere Leistungen auf diesem Gebiete vortheilhaft bekannten 
Herrn Verfasser. Bald werden wir nun aber genug solche Dar- 
stellungen der Astronomie in populärem Gewande haben! 


Elementare Darstellung der Analyse der Fixstern- 
Beobachtungen des Herrn Geheimen Rath Bessel, von 
C. Rümker. Zweite Abtheilung. (Enthaltend, die An- 
wendung der CGorrectionsformeln zur Ausmittelung der 
Fehler der Monds-Tafeln mit Anwendung auf die Be- 
AERNE der Plejaden am 10. August 1846). Hamburg. 
1847. 4. | 
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Die erste Abtheilung dieser Schrift ist im Literar. Ber. Nr. XXX. 
S. 453. angezeigt worden. Ueber die vorliegende zweite Abthei- 
lung spricht sich der Herr Vf. auf folgende Art aus: „Am Schlusse 
des letzten Jahresberichtes der mathematischen Gesellschaft wurde 
mit Hinweisung auf das daselbst gegebene Beispiel bemerkt, dass, 
wenn nur Eintritte oder nur Austritte beobachtet sind, die Ver- 
besserungen der Monds-Täfeln, in Ermangelung von Meridian- 
Beobachtungen, sich nur durch die als richtig zu Grunde gelegte 
Länge eines der Beobachtungsorte- bestimmen - lassen. Die Ab- 
sicht der gegenwärtigen Zeilen ist, zu zeigen, wie sich diese Ver- 
besserungen aus den Beobachtungen selbst ableiten lassen, wenn 
beide Phasen an verschiedenen Oertern beobachtet sind.“ Für 
alle, welche sich mit ähnlichen Rechnungen beschäftigen wollen, 
wird das in dieser Schrift ausführlich mitgetheilte, auf dem Titel 
schon näher bezeichnete Beispiel eine sehr gute Anleitung sein, 
um auf dem besten Wege zum Ziele zu gelangen. 


Grundzüge der neueren astronomischen Beobach- 
' \ 
tungs-Kunst. Entworfen von Dr. C. T. Anger, Profes- 
sor. Danzig. 1847. 4. 15 Sgr. 


Einen Auszug aus dieser in jeder Beziehung sehr lesenswer- 
then Schrift hier zu geben, ist leider in der Kürze nicht wohl 
möglich. Wir empfehlen dieselbe daher nur im Allgemeinen aus 
vollkommenster Ueberzeugung allen denen, welche sich ein recht 
deutliches Bild von den Principien zu verschaffen wünschen, welche 
der neueren astronomischen Beobachtungskunst zum Grunde |lie- 
sen, und bemerken, dass die Schrift, ın welcher der Herr Vf. 
vielfach die Ansichten, welche man in älterer Zeit befolgte, mit 
den neueren zusammenstellt, auch häufig wirklich angestellte 
Beobachtungen als Beispiele gebraucht und dadurch seiner Dar- 
stellung einen hohen Grad von Deutlichkeit zu verleihen gewusst 
hat, einem Jeden verständlich ist, wer sich nur im Besitze der 
allgemeinsten astronomischen Begriffe und Kenntnisse befindet. 
Zugleich hat der Herr Vf. durch diese Schrift dem der Wissen- 
schaft leider zu früh entrissenen Bessel, welcher ohne Widerrede 
als der eigentliche Begründer der neueren astronomischen Beob- 
achtungskunst angesehen werden muss, ein neues schönes Denk- 
mal gesetzt. j 


„Fassen wir das Bisherige zusammen“ — sagt der Herr Vf. 
am Schlusse seiner Schrift — „so ergiebt sich aus den angestell- 


ten Betrachtungen, dass weder durch die Genauigkeit der Ope- 
ration während des Observirens, noch durch die optische Kraft 
oder mechanische Vollendung der Instrumente, die sicheren Re- 
sultate, welche wir gegenwärtig besitzen, herbeigeführt wurden. 
Der Auffassung der Astronomie als einer grossen Wissenschaft 
hat die neuere Beobachtungskunst ihre Entstehung zu danken. 
Denn der Zusammenhang: zwischen dem Beobachten, dem Rech- 
nen und den mathematischen Untersuchungen, ist kein zufälliger, 
er ist durch die Natur der Aufgabe bedingt: den ganzen Ster- 
nenhimmel mit allen seinen Erscheinungen dem mensch- 
lichen Geiste so anschaulich zu machen, dass innerhalb 
der. Wissenschaft kein Zweifel über die Realität des 
Erkannten möglich sei.“ 
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Möchte sich doch Gleiches, ja nur Aehnliches, auch von des 
übrigen Naturwissenschaften sagen lassen! 


Physik. 


Ueber das Verhalten zwischen der Naturauffassung des Den- 
kens und der Einbildungskraft. Von H. €. Oersted. Deutseh 
von H. Zeise. Altona. 1847. 8. 6 Sgr. 


Resultate des Nee Lael Observatoriums in 
München während der dreijährigen Periode 1843, 1844, 
1845 von Dr. J. Lamont. Beigefügt sind: Magnetische 
Messungen auf einer Reise nach Deutschland und 
Frankreich im Jahre 1844 von Dr. J. A. Angström, Ob- 
servator der Sternwarte in Upsala. München. 1846. 4°, 


Ausser ihrem Hauptinhalte ist diese Schrift auch sehr lehr- 
reich und interessant wegen der von Herrn Doctor Lamont vor- 
ausgeschickten Beschreibung der kleinern von ihm construirten 
magnetischen Instrumente, namentlich der Variationsinstrumente, 
des magnetischen Theodoliten und des magnetischen Reisetheo- 
doliten, die auch durch Zeichnungen versinnlicht und zu gebrauchen 
gelehrt worden sind. Wir empfehlen daher diese Schrift aus dem 
angegebenen Grunde allen denen, welche diese für den beabsich- 
tigten Zweck gewiss sehr geeigneten Instrumente, die uns über- 
haupt eine weitere Verbreitung, als sie bis jetzt noch gefunden 
haben dürften, zu verdienen scheinen, genauer kennen zu lernen 
wünschen und sich selbst mit magnetischen Beobachtungen zu 
beschäftigen beabsichtigen. 


Zeitschrift der k. k. Gesellschaft der Aerzte zu 
Wien. Redakteur: Primararzt Dr. Karl Haller. Drit- 
ter Jahrgang. Heft 8. und 9. (Beiträge zur Lehre vom 
Magnetismus.) Wien. 1846. 8. 1 Rthlr. 


Auch für Physiker wird die in diesen beiden Heften enthal- 
tene höchst ausführliche und genaue, völlig aktenmässige Erzäh- 
lung der Betrügereien der Somnambule Leopoldine R. in Wien, 
und der Verirrungen und Täuschungen, denen sich selbst manche 
Aerzte in solchen Fällen leider hingeben, lehrreich und interes- 
sant sein, eben so wie dieselbe beides für uns gewesen ist. 


— u 


Druckfehler im neunten Theile, 


Heft I. S. 47. Z. 8. für „nur“ s m. „nun‘ 
» 8.47. 2.26 für 7 s. m. A. 

III. S. 233. uad Heft IV. 5. 383. streiche man in „Auctore“ (in 
den Ueberschriften der Aufsätze Nr. XXII. u. Nr. XLIV.) das ‚,‚e“. 
S. 245. Z. 14. v. u. für „pag. 234“ s. m. „pag. 235°. 

5. 247.12. 14. für, T. VE sl SERIE 

S. 248. Z. 4.v. u. für „elogarithmorum“ s. m, „e-lo- 
garithmorum,“ 
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